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ujet : Elaboration d’un logiciel pour l'analyse flexionnelle des
u

plagques par eéléments finis

| Résumée : Le present projel a pour objectif l‘élaboration d’un
‘ logicie pouY l’analyse flexionnelle des plaques

A Méthode des éléments ftini:

dlilfifernces 11nlies
permettant La determination des inconnus de base des

LqUE S sous charge: statique verticales ayant des
conditions de tixation quelcongues
, l

}r Subiject :Development of a computer program for banding plates
" ;l"nji‘,‘..L._}
| Abstract :The aim of a present research 1s to develop a coputer
g program (o sof tware for banding thin plates
I ANalyls per

The finit element method
he tinit difference method

|

| y

| to permit the determination of the plates basis unknown
% under vertical static loads wich have whatever conditions
|
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L'objet du présent travail consiste en l'analyse
flexionnelle des ©plaques Fpar deux méthodes numériques
quil sont

METHODE DES ELEMENTS FINIS
METHODE DES DIFFERENCES FINIES

Le but est la détermination des déplacements et des con-
traintes en n'importe quel point d' une plague soumise =2
un chargement avec divers conditions d'appul , qui sont
necessaires pour l'ingenieur afin de dimmensicnner et de
verifier la sabilité et 1'équilibre des plajues.

On a élaboré un logiciel qui sert & la determination d-
ces inconues par les méthodes précedament enoncéeses Co
travail est divisé en sept chapitres

1®r Chapitre - Présente 1la théorie classiques ue:
plaques
2==me Chapitre : Consacré pour la présentation gencra..

de la M.E.F

3eme Chapitre : Présente le développement de la t hosd
par 1l'utilisation d'un élément rectangulaire a 4 noeuds
et 12 degrés de liberté pour 1'étude de 1a {fle

plaques.

D

4=*=m~ Chapitre : Présentation génerale du programme
élaboré pour la M.E.F en explicitant les differentes
subroutines de ce programme, avec une application de ce
dernier &a des plaques avec diverses conditions d'apuls
et de chargements.

5eme Chapitre : Consacré pour la présentation de la §é-
thode des différences finies et son developpement pour
l'étude de la flexion des plaques

6*"= Chapitre : Présentation de programmes dévelopnos
pour la méthode des différences finies et des
applications.
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CHAPITRE |

Theorie des
plaques minces



QUELQUES PRELIMINATRES :

Les plaques sont initialement des é&éléments plan gqui ont
une epalsseur petite par rapport aux autres dimensions .

Les plagues en materiau homogeéne, présentant les mémes
proprietés mécaniques dans tous les sens sont 1isotropes,
par contre celles presentant des proprietés mécaniques
differentes dans toutes les directions ,sont anisotropes.

On suppose que la charge exterieure et le poids mort agissent
sur le plan médian.

S1 les charges sont appliquées dans le plan moyen 1l
natt 1'état plan de contrainte; et si elles sont appliquées
perpendiculairement a ce dernier une flexion transversale se
produit; sous 1'action simultanée des deux composantes 1l
natt une flexion composee des plaques.

Le caractére de l1'état de contrainte des plaques depend
surtout du rapport de 1l'épaisseur aux dimensions de plan, et
selon ce caractére les plagues sont classeés comme suit :

1- plague épaisses dans lmwquedles natt 1'état de con-
trainte triaxial qui est décrit par un systéme complet des
éguations différentielles de la théorie spatiale de 1’'élas-
ticiteé. .

Comme épaisses,peuvent etre considérées de telles plaques
dont lesquelles le rapport:

épaisseure de la plaque

min(des dimensions du plan)

2- plaques minces de faible déplacement vertical, dans

lesquelles les contraintes de membrane, lors d’une flexion dae
au chargement transversal,sont trés faibles comparées aux
contraintes de flexion (a 5%).
Les plagques de ce type sont celles dans lesquelles le rapport
de 1'épaisseur (h) a la portée (a) n'est pas superieur a 1/5
et le deplacement vertical (W) ne dépasse pas 1/5 de l'epais-
seur (h) de la plaque.

3- plaques minces de grands déplacements verticaux
(W/h >1/5) sont carracterisées par le tait que,grace a leur
faible épaisseur, la contrainte de flexion est accompagnée
par des valeurs relativement considérables des contraintes de
traction ou de compréssion de membrane au plan médian.




Les contraintes de membrane naissant dans une plaque de grand
déplacement vertical exercent une influence considérable sur

les moments fléchissants .Elles se reduisent a une valeur
beaucoup plus faible et leur dépendance de la charge trans-
versale disparait ici.

Le calcul des plagues minces de grands déplacements verticaux
fait a l'aide d‘un systéme d’'équations differentielles qui
décrit 1la déformation simultanée par flexion et traction ou
compréssion.

4- les membranes sont les plagques dans lesquelles naiss-
ent,lors d’'un chargement transversal,des contraintes de fle-
xion si faible que 1’on peut les négliger en comparaison avec
les contraintes de membranes.



CHAPITRE: 1

THEORIE DES PLAQUES MINCES EN FLEXION

A

I.1 DEFINITION :

Une plagque mince est un
solide limité par deux plan
paralleéles, voisins d’'équation
4L o=+ h/2,4 = - h/2, et par une
surface cylindrigue dont les
génératrices sont paralléles a oz.ﬂ

Le plan OXY est le plan moyen
(ou feuillet moyen) de la plaque.

L'épaisseur (h) de la plaque est
supposée petite devant ces
dimensions de la plaque mesureées
dans le plan moyen (fig 1-1).

1.2 HYPOTHESES FONDAMENTALES : 3

_._“___-_!{._w. " - > x

La théorie classique des
plagues (souvant appelée aussi
théorie de Poisson-kirchhoff des (fig 1-1)
plagques minces ) est basée sur
certaines hypothéses simplificatrices
et limitations.

Ces hypothéses et limitations consernent, a part la plaque
considérée et le matériau dont elle est fabriquée, méme Ile
comportement de la plaque lors de 1l’action d’une charge.

HYPOTHESES
1- Les forces extérieures peuvent étre considerées comme

appliquées au plan moyen (y compris le poids propre de la
plaque).

2- La contrainte normale sur tout élement paralléle au
plan moyen peut étre negligée.

3- Le plan moyen ne subit aucune contraction ni extention
lors de la flexion de la plaque.



Le déplacement d'un point du plan moyen se reduit donc a sa
seule composante normale W(x,y) appelée fleéche de la plague.

4- Les fibres de la plaque, perpendiculaires au plan
nedian avant la flexion, restent perpendiculaires sur celui-ci
meme aprés la flexion.

- La déformée du plan moyen est petite comparée a son
épaisseur, donc la rotation de la surface fléchie est trés
petite et le carré de la rotation est negligeable par rapport
a l'unité,

En tenant compte de ces hypothéses, toutes les composantes de
4 la contrainte peuvent s'’exprimer par la fléche W de la plaque
qui est une fonction a deux dimensions dans le plan de cette
derniére.
| Cette tonction doit satisfaire a une équation lineaire aux
dérivées partielles, qguli avec les conditions aux limites,
| detfinit completement W .
ﬁ Alinsi donc, la solution de cette équation donne toutes infor-
‘ mations nécessalres au calcul des contraintes en n’'importe
quel point de la plaque.

ol

1.3 LIMITATION D'APPLICATION DES FORMULES DES PLAQUES MINCES

Le L'hypothese (3) ne peut étre rigoureusement
satisfaite que si le plan moyen deformé est une surface
applicable sur un plan (autrement dit une surface developpable)
{(h<< a,b).

Mais si la plague fléchit de telle sorte que le plan moyen
déeformé solt une surface non developpable, cette surface subit
necessairement pendant 1la flexion des extensions ou des
contractions

Dans ce cas les formules de la flexion des plaques ne sont

correctes gque si1 les contraintes dOes aux déformations du

cilan moyen sont petites devant les contraintes maximales

provoquées par la flexion (c’est-a-dire dilatations du plan

moyen sont petites devant les dilatations maximales produiltes

par la flexion, pour que cette condition soit verifiée,il faut
‘ que (W< h).

2°_ L'hypothese (4) équivaut & neégliger l'effet des
efforts tranchants sur la fléche des plaques .
Cette hypothése est géneralement satistaisante, mais dans
certains <cas (par exemple, dans le cas de trous dans une
plaque) 1'influence du cisaillement doit étre apporté a
la théorie des plaques minces.




3° Si des forces externes viennent s’ajouter aux charges
transversales agissant dans le plan moyen de la plaque ,la
troisieéme hypothese ne doit plus eétre prise en considération,
et il est nécessaire de tenir compte de 1'effet des contrain-
tes agissant dans le plan moyen de la plaque sur la flexion

de celle-ci.
I1 suffit pour cela d’'introduire quelgues termes correctifs
dans 1‘'équation aux dérivees partielles.

1.4 EQUATIONS GENERALES
I1.4.1 RELATION DEFORMATIONS-COURBURES :

Selon 1'hypothése (4), la relation déformations-déplacements
se redult a :

u Dw
&x D S (a) tz = ——== =0 (d)
Dx Dz
DV W Du
fo = w=a (b) Bxz = il + -—-— = 0 (e) (1-1)
oy 0x 0z

U;y =‘b\J v ?Syz dw dv

= 4 ==== = 0 (f)

En integrant 1’équation (d) on obtient
w=w(x,y)

En integrant les équations (e),(f) on obtient

dw

us =z ==-— + ulx,y)
X
Ow

v = =z ———— + V[(X,¥)
oY

uéx,y), v(x,¥) représentent les valeurs de u et v
dans le plan moyen.



En se hasantlsur 1 'hypothése (3) ,on conclue gue

s
non
(=]

Ainsi : AW Tw
u = =g =—=- et v = -z —---- (1-2)
Dx Dy

Ces expressions peuvent etre obtenue d'aprés la (fig 1-2).

(fig 1-2)

En substituant les équations (1-2) dans les trols premieéres
equations de (1-1) on obtient

3
?
&x = -z _—?{
Dx
3
W
E:y = -z - - (1-3)
Dy
3
W
Ky = 2 0
Vxy

D'aprés 1'hypothese (5) le carré de rotation est negligeable
et les derivées partielles de W representent les courbures de
la plaque.



Les courbures du plan moyen dans un plan paralléle aux plans
K4, YZ et X4 respectivement sont

1 2 DW
& - b (75;_) e
IR 3 (?fi) = K (1-4)
¥ Dy \Dy !
1 7 ( W>
-----  w ade | damal = Hx
Exy a}[ \ fby !

REMARQUE :

Une courbure est considérée comme positive si elle est
convexe vers le bas.

Les équations de (1-4) sont précédées du signe moins car la
f lLdche est convexe vers le bas et donc les dérivées secondes
sont negatives.

Ainsi la relation déformations-courbures s'écrit d’aprés
(1-3) et (1-4) comme sult

6x = z.Kx

¢y = z.Ky (1-5)

jixy

2.2.Kxy

1.4.2 RELATION CONTRAINTES-COURBURES :

Dans le cas de 1’'état de contraintes tri-dimensionnel, les
contraintes et les déformations sont reliées par la loli géné-
ralisée de HOOK pour un matériau isotrope , homogéne

Gxy

&,x —}—[@/x—vto"y +U"z)} ’Xxy

Il
1]

k. , G
Lor / XZ

E‘JY — lLDJy - v G\JX + OJZ)j %xz' = _|6__._ (1-6)
2 G

- v(0x + 0“)7):{ fb/yz = -I-Z,—}X‘-Z

™~

i

i

|

i
—
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ou
E : module d’'YOUNG

v : coeficient de POISSON
G : module d’'élasticité transversal

G = E/(2.(1+v))

Selon 1'hypothése (4)

82=sz=$yz=0
L'équation (1-6) devient

G& 5 Emaswe (Ex + vEy )

0y = ————-- (Ey + vExX ) (1-7)
ngy Gﬁ(xy

Introduisons les courbures de la plaque dans (1-7), on
obtient :

2 2

E.%Z EqZ Dw Dw
B = ( Kt + v.Ky ) = — ————mm mc o A oo

(1-v ) (1-v ) 0x* dy?

(3

E.z E.z Dw fw
Oy = ————-- ( Ky + v.Kx ) = - ——--—- <77 (1-8)

(1-v ) (1-v ) Dy Dx

7
E.z E.z o w

‘-ny = e Kxy. = = —==-= =ce==-u=

(1+v) ‘ (1+v) /axay

On observe a partir de ces formules que les contraintes sont
nulles dans le plan moyen et varient lineairement avec l1'épais-
seur de la plaque.



1.4.3 LES EFFORTS INTERNES :

Les contraintes qui régnent sur 1l’'épaisseur de la plague
produisent des moments de flexion et de torsion et des efforts
Ltranchants par unité de longueur sont appellées contraintes
généralisées.

ra
'51} /
¥ ¢
AP
AP_‘-:’“ 4 s
Y N R S———
== Y c—t____“
T; 4 '{'r Ly
Ji
(fig 1-3)

De la (fig 1-3) on peut exprimer la resultante des
contraintes dans le sens X par

‘Bth_ f"!l
7 0x dy dz = dy | Z G} dz = Mx dy
-8/, - &/

D’'une maniere analogue, les autres expressions

Mx ah (jx
My = Gy z dz (1-9a)
Mxy _ﬂ& Zﬁy

et R’z

dz (1-9b)

Ox J sz)
Qy .CYZK
4 _t‘ll

Les éguations (1-9a) détinissent les moments (de flexion et
de torsion ) en fonction des contraintes gqu’on remplace par
les expressions (1l-8), 11 vient aprés integration



2
Dw O
Mx = D {Kx + w.Kyl= <D ( ==== 4 y s===)
Dx* Dy
A
‘Sw Dw
My = D (Ky + v.Kx)= ~-D ( — __—I) (1-10a)
Dy ?x
5
W
Mxy = D (l-v) Kxy = -D(1l-v) ---=---
x'ay
ou D :rigiditeé flexionnelle de la plaque

D=Eh/12(1-v?) (1-10b)
les contraintes sont obtenues des équations (1-8) en
substituant les équations (l-10a) en utilisant (1-10b) d’'ou
Ox = 12 Mx.z/n
8y = 12 My.z/h (1-11)
Cxy = 1% Mxy.z/hs
1.4.4 EQUATIONS D'EQUILIBRE
On considére un élement de la plaque limité par deux
paires de plans paralleles au plan X4, YZ ( fig 1-4), sur
lequel agit une charge répartie par wunité de surface
(d'intensité P = P(x,y)).
Projetons sur 1l'axe 0% toutes 1les forces agissant sur
l’élement, on obtient 1’'équation d’équilibre suivante :

4y

| M)

M
s
Qx ! ]Mn‘l

10



?0x 00y

--=-= dxdy + ---- dydx + P.dxdy = 0
0x oy
d’ou
00x Oy
—m-- 4 === 4+ P = 0 (a)
0x Ay

L équilibre des moments par raport a l‘axe des X :

‘OMxy ‘OMy
————— dxdy + ---- dxdy - Qy dxdy = 0 (b)

Dx Oy

Dans cette équation, 1le moment de la charge P et celui da a
la wvariation de Qy sont considerés comme étant infiniments
petits d’'ordre supérieur et donc negligeable

Aprés simplification, 1’'égquation (b) devient

_____ +—-—~-~»Qy:0 (c)

Agissant de méme en considérant les moments par rapport a
l’axe Y ,on obtient

______ fr =z o= Oy = () (d)

Les trois équations (a),(c)et (d) définissent complétement
l1"équilibre de 1’'élement, puisqu’'il n'y a pas de forces
paralleles 4 X et a Y et pas de moments par rapport a Z.

Eliminons 1les forces de cisaillement Qx et 0Qy de ces
équations en tirant leur valeurs de (c) et (d) gque nous
remplagons dans (a) ,on tire

————— + —mm== 4 2 ——mm—m = - P (1-12)

1E



L.4.5 EQUATION GOUVERNANTE POUR LA FLEXION DES PLAQUES

En  remplagant Mx ,My et Mxy donnés par les équations (1 -.0()
dans (1-12) on obtient :

----- R e S (1-13)

Cette eéquation & été derivée en premier lieu par Mr LAGRANGE
en 1811.
Elle peut @etre é&crite sous forme du double Laplacien
4
V W = P/D
cette équation est dite égquation différenticile gouvernante
pour la déformée des plaques minces.

1.5 CONDITIONS AUX LIMITES

L.5.1 BORD ENCASTRE f
Le long d'un bord encastré ;
- Le déplacement latéral est nul
- Le plan tangent a la surface moyenne flé&chie coicide
avec la position initiale du plan mcyen de la plaque.

EXEMPLE : Si le bord (x=a) est encastré, alors les conditions
le long de ce bord sont

W(x=a) =0 - ___ (x=a) = 0

1.5.2 BORD SIMPLEMENT APPUVEE :

Le long 4'un bord simplement appuié (par e¥p. x=a)



- Le déplacement latéral nul

- Le moment de fléxion Mx est nul, ce qui signifie que
la plague peut tourner librement autour de 1l'axe X

Analytiquement ces conditions peuvent eétre traduit par

z 2
OW OW
N(x=a)=0 et - — + v - -—- - 0

%’ vt

Puisque (w=0) le long du bord x=a on peut simplifier la
deuxiéme équation a :

B

2y

= 0

1.5.3 Bord libre :

Un bord entiérement libre (exp: x=a) alors il ne subit
ni moment de torsion ni moment de flexion ni effort tranchant

Poisson a traduit‘ces conditions par les expressions suivantes
pour x = a : (bord libre)
Mx = 0 Mxy = 0 Ox = 0
Plus tard Kirchoff trouva que ces conditions é&taient e
trop et que deux sufissaient pour determiner completement les
fléches w satisfaisant 4 1’'équation au dériveés partielles.
I1 demontra que les deux conditions de poisson relatives a

l'effort tranchant et au wmoment de torsion pouvalent etre
remplacés par une seule condition

“a ¥ LRy peses =0 pour x = a

La condition pour gue le moment de flexion soit

nul 5e
traduit par



A

1.6 METHODES DE RESOLUTION DE L'EQUATION GOUVERNANTE :

I1 y’a plusieurs méthodes de calcul de 1’'équation difteéeren
tielle de la plaque qu’on peut les classer en deux groupes

* ler groupe :

Dans 1la premiére étape on part de 1la fonction
satisfaisant & 1’'équation fondamentale de la plague, mais gui
ne remplit que quelques unes ou aucune des conditions aux
limites, puis dans 1'étape suivante on cherche une fonction
complémentaire qui satisferait, en commun avec la premiére,
tant a 1’équation générale de la plagque qgu’a toutes les
conditions aux limites.

* Zéme groupe :

On proceéde de maniére inverse. Partant de la
fonction qui satisfait aux conditions aux limites mais pas a
l1'équation fondamentale, on cherche ensuite une fonction
complémentaire telle que 1la fonction resultante W(x,v)
remplit aussi 1’équation fondamentale.

Parmis ces methodes il y'a :

1.6.1 METHODE DE SERIES DOUBLES DE FOURIER :

Une des solutions connues depuit trés longtemps est
celle de NAVIER, qui se sert des séries doubles de FOURLER.
On développe la charge P(x,y) appliquée a la plaque en série
double trigonométrique

- - mAx n7y
P(x,y)=ZZ Amn sin ----- BiR == (1-14)
g AExl a b

Les coefficients Amn dépendent de la charge et sont de la
Lorme

4 mAx nmwy
Amn = ----- P(x,y) sin ----- sin ----- dx dy. (1-15)
a b

Par exemple pour une plaque simplement appuyie sur toute la
périphérie les conditions aux limites sont



D v
x =0, x=a : W=20 et ~=== =0
D
0
y =0, y=D>b : W =20 et e

~~

!

(1-1F)

3
L

W
v
51 les coordonnées ont leur origine au milieu de la largeur,

l’expression du déplacement vertical peut etre pris scus la
forme

o9
Wix,y) = —1/2;? Wmn sin ----- sin -—---- (1

{1 suffit de reporter les développements de W(x,y) et de
£'{(x,y) dans l'équation de LAGRANGE généralisée (1-13)pour
trouver les coefficients Wmn.

1.0.2 METHODES VARIATIONNELLES

On prend la fonction fondamentale sous la forme

w(x,y)=2a‘ féx,y) (1-18)
"
en choisissant les fonctions f, (x,y) de fagon gqu’elles satis-

fassent rigoureusement aux conditions aux limites de la plague.

Les calculs se réduisent ainsi a 1la détermination deos

constantes dans 1'équation (1-18) de maniére gue 1'éguation
généralie de la plaque soit satisfaite au mieux.

On déterminera les constantes inconnues par exemple a 1'aide
de la méthode des moindres carrés, la méthode de Ritz du
minimum d’'énergie potentielle, celle de Goursat des variabies
complexes,la méthode de Galerkine ....etc.

T.6.3 METHODES PAR DIFFERENCES :

Le principe des méthodes par différences consiste
a4 transformer 1’'équation différentielle de la plague #n  une
écuation aux différences.

Sur 1la plagque on adopte un réseau aux intersections duaual
les valeurs statiques cherchées s’'expriment comme combinsison
des différences de la déformée W .



Nous exprimerons de maniére approchée, le
dérivées de la fonction W(x,y) :

(?W) 1 HN+I+ W“_\
SUREAUR, |~ SRR S B S (1-19)
')x " 2 Ax

t

Ce qui signifie gqu‘au lieu de 1'inclinaison de la ligne
élastique au point étudié, nous définissons l'inclinaison de
iifférences.

D’une manieére analogue, nous obtiendrons les autres dérivées
par rapport a x et, de méme, a y.

En portant 1les dérivées ainsi exprimées dans 1 équation
fondamentale de 1la plaque pour n points du réseau, nous

trouverons un systéme de n équations a n déplacements W
inconnus (voir chap ).

I.6.4 METHODES DIRECTES DE SOLUTION :

Ces méthodes sont fondées sur 1'intégration directe de
1’ équation fondamentale de la plaque.
" On cherche 1’'intégrale générale de 1’'équation fondamentale de
la plaque en forme de série de Maurice Lévy

wix,y)= Ym(y).sin ----- ( 1=20)

I a

INMs
o
A
e

ou ¥Ym n'est qu‘une fonction de y.

Chaque terme de la série satisfait aux conditions aux limites
W=20 - - =0

sur les bords appuyés x = 0 et x=a

Il nous reste seulement a determiner Ym(y) sous une forme qui
satisfasse tant aux conditions aux limites sur les bords non
appuyés (y = +db ,y = -b) qu’'ad 1'équation de la plague.

On exprime également le second membre de 1'équation fondamen-
tale de la plagque sous forme d’'une série analogue
i8



P(x,y) = Pm(y)sin ---- (31=21)

En remplagant w et p dans l’équation fondamentale de la
plaque par les expressions ci-dessus, on trouve une équation
différentielle 1linéaire ordinaire de laquelle déccule une
équation caractéristique de la forme

q
r + 2.a4.rt+ a, = 0.

La solution générale est de la forme

Tm(y) = ¥Yme(y) + Ym,(y) , (1-22)
ou '
Yme(y) : la solution homogeéne de 1"éguation
Ym,(y) : la solution particuliére.
Les constantes d’'intégration se calculent ensuite a partir

des conditions aux limites
En remplagant Ym(y) dans 1'équation (1-20) on obtient

la déformée W et, en dérivant cette expression, les valeurs
des moments et efforts tranchants.

1.7 SOLUTIONS DE MAURICE LEVY : FORMULATION GENERALE

Maurice Levy a étudié les solutions de 1’égquation de LAGRANGE

. " 1
VR = --- P(x,y)
D

qui sont representées par une serie trigonométrique simple

Wix,y) = =



Ces solutions vérifient les conditions aux limites

D'w
W =20 et p——— pour x = 0 et x = a

0 x*

conviennent donc pour une pPlaque rectangulaire simplement
appuyée le long des deux bords oposés d’'équations

X =0 et x = a
o

<X

On determine Fm(y) de maniére a vérifier les deux autres
bords

v A 3 AN "
“— —>
1

Lﬁ

by

L

N
>
X

(fig 1-6) (fig 1-7)
L'axe OX en général choisi de fagon que : bl=0 et bZ=b
(fig 1-6), mais il est souvent indiqué pour des raisons de
symetrie (en particuliar lorsque les conditions d'appui le
long des deux cotés paralléles a4 0X sont identiques) de
choisir 1’axe 0X de fagon que bl=-b/2 et b2-b/2 (fig 1-7).

Developpons la densité de charge p(x,y) en une serie de sinus

:E; m7{ x
P(x,y) = Pm(y) sin ---- (1-24)
wm a

Substituons les équations (1-23) et (1-24) dans 1" éguation
gouvernante on obtient :

aTyE "~ 2mTra) T (m7/a) Fu = Pm(y) (1-28)



L’'équation caracteristique de (1-25)
2 3
M - 2(mT/af 2+ (mT/a) = 0,

donne deux racines doubles : r = m/a r = -mN /a

on pose Y = mNY/a

L’'integrale géneral de {1-25) a pour expression

Fun{Y)=f(Y)+(Am.ch(¥)+Bm.Y.sh(Y))+(Cm.sh(¥Y)+Dm.Y.ch(Y))
avec

f(Y) : intégrale particuliére (a déterminer par la methode
de la variation de constante)

Am,Bm,Cm et Dm : sont des constantes arbitraires,
détermineés de maniére que W satisfait les conditions ux
limites

Il suffit d’'écrire chaque solution particuliére

1
Wm(x,y) = - --- Fm(y) sin(mAx/a)
D
en vérifiant les conditions aux limites envisagées le long
das cotés : y = D1 et y = b2

-ONDITIONS AUX LIMITES: ( par exp. bord y = bl )

1°) bord simplement appuyé :

My(x,bl)

n
o

et
Wm(x,bl)

]
o

Fm(y) doit verifier : iFm(bl) = 0

F'm(bl) = 0



-

2°) bord encastré :

Wm(x,bl) = 0

et
OWm(x,y)
________ = 0
2y
Fm(y) doit verifier t Fm(bl) = 0
F'm(bl)= 0
3°) bord libre :
M(x,bl) = 0
Mxy(x,bl) = 0
Ox(x,bl) = 0
Fm(y) doit verifier : F*(bl) -v(mA /a) im(bl) = 0
F*"'(bl) - (2-v)(mT /a) Fm’'(bl) - O

Il suffit ‘de remplacer bl par bZ pour trouver Lesg
conditions aux limites de y = DbZ.

Les fonctions Fm(y) doivent donc vérifier cuatres conditions
ieux le long de chacun des cotés y = bl et y = L2, d'ou on
peut déterminer les constantes d’'integrations Am, Bm, Cm et
Dm.

Ayant ainsi déterminé W(x,y) sous la forme (1-23), i#s
équations (1-10a) donnent 1les moments flechissants et Ile
momemt de torsion :

Mx =Z[ (mT /a)‘2 Fm(y) - v.F"m(y)] sin(mfi x/a)
(%3]

My =Z [v.(m'Wlaf'Fm(y) = F“m(y)] sin(m TMx/a) (1-26)
wy

Mxy = ."-El-vlz [(m Tl'la)F'm(y)] cos(m\x/a)
M



PLAQUES RECTANGULAIRES SUR DIVERS CONDITIONS D’APPUIS

1.7.1 PLAQUE RECTANGULAIRE SIMPLEMENT APPUYEE SUR CES
COTES ET UNIFORMEMENT CHARGEES :

A cause de la symetrie des conditions d’appui on choisie un
systéme d'axe de fagon gque bl=b/2 et DbZ=-b/2 (fig 1l-6)

Cette plaque est soumise & une dens.té de charge répartie

1.p
----- si m est impair
Pm = m A (1L-27)
0 si m est pair

Dans ce cas la fonction Fm(y) est une fonction paire que | on
peut écrire sous la forme suivante

Fm(y) = Pm(a/mT )(1 + Am.chY + Bm.VY.shVY)
in tenant compte des conditions aux limites
Fm(b/2) = 0 et F'm(b/2) = 0

on obtient les constantes Am et Bm

avec :
A = (m7¢ b/2a)

nous obtenons ainsi la solution

1 4
W(x,y)=Wo(x)- —-—:E Pm(a/m7A ) (Am.ch(Y)+Bm.V.sh(Y))sin(m N x/a)
D m

ou

Wo(x) : correspond a la fléche d'une plaque infiniment
longue de largeur (a) :

4
Wo(x) = -(l/D)zz pm.(a/m7A ) sin(mX x/a) (i-28)
Lot ]

De plus on peut déterminer les moments de flexion et de
torsion selon les éguation (1-26).



1.7.2 PLAQUE RECTANGULAIRE
* SIMPLEMENT APPUYEE POUR : x=0 x=a
* LIBRE POUR : y=b/2 y=-b/2

A cause de la symetrie des conditions d'appui on choisi un
systéme d‘'axe de fagon que bl=b/2 et bZ2=-b/2 (fig 1-6),
dans ce cas la fonction Fm(y) est une fonction paire que ! on
peut écrire sous la forme
Fm(y) = Pn(a/m )’ (1+Am ch(Y)+ BrY¥sh(Y))
Les conditions aux limites
F'm(b/2) - v(m7/a) Fm(b/2) = 0
2
F'm(b/2) -(2-v)(m '/a) F'm(b/2) = 0
permettant de calculer les constantes Am et Bm;nous trouvons:
(1+v)shA -(1-v) A chA
Am =(v/{(l-v)) ~—=reem——m -
(3+v)shAch A -(1-v) A
(1-v)sh A

Bm =(v/(1l-v)}) --=-——mm -
(3+v)sh AchA - (1-v)A

¥

* ou A=(mTib/2.a)

Nous obtenons ainsi la solution

W(x,y) = Wo(x)-1/D ZPm(a/m"ﬁ )" (Amch(Y) +BmYsh(y))sin(m@ x/a)

Wo(x) étant la fonction définie par (1-28).

~+ plus on peut déterminer les moments flichissants et e

moment de torsion selon les égquations (1-26).

1.7.3 PLAQUE RECTANGULAIRE SIMPLEMENT APPUYEE SUR TROIS COTES:
Considerons une plaque uniformement chsrgée, ayani les

conditions de contours suivantes '

simplement appuyée pour x=0, x=a, y=0
libre pour vy=b



la fonction Fm(y) peut étre écrite sous la forme
Fm(y) = Pm(a/mM ﬁ(1&Am.ch(Y)+Bm.Y.sh(Y}+Cm.sh(Y)+Dm.y.chtY))
les conditions aux limites le long du coté y=0

Fm{0) = 0 et F'm (0) = 0

rontrent que Am et Bm ont pour valeurs
Am =1 = et Bm=1/2

Les conditions aux limites le long du coté vy = b
F'm(b) - v(m /a) Fm(b) = 0
2
Fm"’(b) - (2-v)(mT/a) F'm(b) = 0

montrent que Cm et Dm ont pour valeurs

2 2 Al
(3+v)(1—v)sh3—v(l—v)ﬂ sh A +v(l+v)(ch A -1)-1/2(1 v‘.Q

Cm_ _____________________________________ - - -
(1-v) [ (3+v)sh AchA +(1-v)A]
2
-1/2 (3+v)sh A +v(chA -1)
Dm= -~ ————— e o
(3+v)shA chA +(1-v) A
avec A =(m Db/a)

nous obtenons ainsi la solution

W(x,y)=Wo(x)—1/D:£ Pm(a/m L) -ch(Y)+Y¥/2sh(Y)+Cmsh(¥Y)+DmYch(y)
™ ’ *sinlm  x/a)

avec Wo(x) désignant la fonction définie par (1-28).

De plus on peut déterminer les moments f lechissants et le
moment de torsion comme definie dans les fonctions (1-26).



I.8 L’'EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA LIGNE ELASTIQUE
D’UNE PLAQUE ANISOTROPE

Procedons de la méme maniére que dans le cas d'une plaque
isotrope, seulement dans ce cas, le module d’'élasticité a sizx
composantes car la plague presente des proprietés élastiques
differents dans toutes les directions

La relation contrainte-déformation peut s'exprimé sous la
forme :

Ox Eﬂéx + Elz&y + Eﬂgxy

]

>1

Ey Ex + B by + By Vxy (1-29)

%
v
"

E“&x + E‘uEy + qul(xy
ou : Eij =Eji

en substituant les déformations par leurs expressions (1-1%)
dans les équations (1-29), puis en integrant selon (1-9a) on
obtient :

f"z 2
Mx Dy D,, DM] OW / Dx
- My = - |D, Dzz Dl OW /72v°
L 2
Mxy Dy Dy D |[20W /1 dxDy

ou :
Dij : rigidité de la plagque anisotrope.

Dij = Eij.n /12

D'aprés 1les équations d’équilibre on obtient 1‘’équation
différentielle de la ligne élastique pendant la flexion

Y y AN
’ + 4.D  l + 2(D 2.D, ) Gﬂw 4.1 :}W
M TATq Yy 57" 12+ agy ! a T Y A, S
2 x 9 x 9y " PDx Y v e dx Dy’
+ D, ---- = plx,y)



1.9 L'EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA LIGNE ELASTIQUE
D‘UNE PLAQUE ORTHOTROPE

Dans ce cas le matériau de la plaque posséde trois plans

symetries par rapport a ses propriétés élastiques

E“ = Ex/(1-Vx.Vy) Eﬂ_: Ey/(1-Vx.Vy)
E."_ = Vx.Ey/(l-Vx.Vy) E21 - VYI‘Y/(:L—UX.VY)
Ey= G
et :
Eg = By = Egy= E,= 0
ou

de

Ex,Ey : modules d‘élasticité longitudinales ( dans ies

sens X et Y respectivements).

G : module de cisaillement.

Vx,Vy : coefficients de poisson dans les deux directions.

La contrainte généralisée exprimée en tonction de

la

.eformation généralisée peut se présenteé sous la forme matr-

icielle :
4 2 2
Mx Dx D 0 VW Ox
1
My 7= - |D Dy o0 oW/ Dyt
2
Mxy 0 0 Dxy LZ‘BWI 2xVy
ou : 3
Ex.h t‘:{ n
Dk = ==—=——am—- Dy - oy i
12(1-Vx.Vy) 12(1 Vx.Vy)
G.n?
Dxy = -=~==
12
My, - 0O
A partir des conditions d’'équilibre My = 0
ZF/I - 0
omooaura
 w 94“ ’fw
i R ¥ 2 Dy == = p(x,y) (1-30)



Vy.Dx + Vx.Dy
H=2.Dxy + ~————-=-—=c-——-

l'équation (1-30) represente l‘'équation differentielle de
ligne élastique d’une plague orthotrope pendant la flexion.

la
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CHAPITRE II :

INTRODUCTION A LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
II.1 INTRODUCTION

Les techniques de calcul des structures ont connu
ces vingt derniéres années un développement considérable,
motivé par les besoins des industries de pointe et soutenu
par les progrés efféctives dans le domaine des ordinateurs.

Les sciences de 1’ingenieur (mécanique des solides
et des fluides , thérmique,..... )permettant de décrire le
comportement de systéme physique grdce a des équations aux
dérivées partielles.

La méthode des éléments finis (M.E.F) est 1 une
des méthodes 1les plus utilisés aujourd huili pour résoudre
effectivement ces équations.

Elle est wutilisée par 1l'analyse des structures
dans de nombreux secteurs de 1l'industrie
en construction aéronautique, aerospatialec, genie Civil,
construction navale, mécanique,.....
Par ailleur la M.E.F a un caractére pluridisciplinaire car

elle met en oeuvre les connaissances de trois discipline
Lase : i

* Mécanique des structures :élasticité, R.D.M, dynamique,
plasticite,...

* Analyse numérique :méthode d'approximation, résolubion
des systémes lineaire, des problémes aux valeurs propres,

* Informatique appliquée :techniques de developpement ot
de maintenance des grands logiciels.

MECANIQUE DES

STRUCTURES

ANALYSE INFORMAT 1OE
NUMERIQUE | APPLLQUEE

| ISNRORESES e




I1.2HISTORIQUE :

Depuis une cinquantaine d’années la mécanigue dios
structures permet 1l’analyse des assemblages de Dbarres ot
poutres . Le comportement de chaque é&lément de barre ou de
poutre est représenté par une matrice de rigidité élémentaire
construite grace aux hypothéses de la R.D.M

A partir des matrices élémentaires, nous construisons un
systéme d’'équations algébriques en utilisant des conditicons
de continuité des déplacements et d'équilibre des forces aux

points de jonction des éléments ou noeuds.

La résolution du systéme d’équations correspondant & des
sollicitations données conduit aux déplacements de tous leso
noeuds de la structure.

L'apparition des ordinateurs et les besoins de 1’ industrie
aecronautique ont provogués un dévelloppement rapide do la
mécanique des structures entre 1950 et 1960.

Turner, Clough, Martin et topp introduisent en [325¢ Le
concept d’'élément fini :

ils representent un milieu continu élactigque A LIPS
dimensions par un assemblage de panneaux triangulairves =ur
lesquels les déplacements sont supposés varier lineairement

Le comportement de chaque panneau est carractérisée par une

ratrice de rigidité élémentaire .

A partir de ces matrices, 1la technique classique de lia
mécanique des structures conduit & la solution , c’'est-a ir-
aux déplacements en tous points du milieu continue.
Soulignons également le travail de Argyris et Kelsey aul
systématise l'utilisation de 1la notion d’énergie ians
l'analyse des structures .

Dés 1960 1la méthode des é&léments finis subit un
développement rapide dans plusieurs directions

- reformilation, & partir de considérations énerait:gues

et variationnelles, sous la forme générale des résidus
pondérés.
- création des éléments de haute précision et des

eléments & cotés curvilignes ou isoparamétriques.

- utilisation de la méthode dec éléments finis dans la
résolution des problémes non lineaires et non stationnaive
dans le domaine des structures ainsi que dans autre domaine
mécanique des roches, mécanique des fluides, thermigues,...

- Construction d'une base mathématique de la mnéthode des
*léments finis est construite a partir de 17analyse
foncticnnelle.



C’est ainsi que vers 1965 on assiste en EUROPE et
U.5.A au développement intensif de tels programmes
1'impultion d’'universités, d’agence gouvernementales et
v roupes industriels .

LUX
yOUS

de

Parmis les codes actuels les plus importants, citons

NASTRAN, ASKA, MARC, STAROYNE, ANSYS, SAMCEF, SESAM, ASAS,
SAP/NONSAP, ......

1800

- Structures hyperstatiques NAVIER 181

= Théoréme de 1lMénergie MAXWELL LHH4

et CASTIGLIANO 1874

1900

— Méthode d'approximation RITZ b0

e GALERKIN 1915

— Approximation par "élément fini" CUOURANT 14
|~ Méthode matricielles

F1 955

Concept d’'"élément fini"
— .methode des forces ARGYRIS-DENKE
L .methode des déplacemets QRGYRIS-TURNER 19256

[SYNOPTIQUE DES PRINCIPAUX DEVELOPPEMENT JUSQU'EN 19°: ]



CHAPITRE 3

Element fini pour
etude de la
flexion des

plaques



ELEMENT FINI FOUR L'ETUDE DE LA
FLEXION DES PLARQUES

ITE.1 INTRODUCTION:

1 st souvant necessalre A LT dngennen i connat by e |
r@partitions des oontraintes et des déformabtions dans des milieu
continues élastigues . L.e nombre de Jonctions  entre “éldnent  Fina"
"gquelcongue, supposeé  isolé  par  des  frontieres imaginaives et lirg
aldments qui 1’ entourent | est infini, o peul obhtenie

1 approgimation cherched de la maniére suivante.

X Le milieu continu est divisé par des lignes ou des surfaces

imaginaires en un certain nombre 4’ éléments finis,

» lLes dldments sont supposés reliés entre e en un nombre fini  de
points nodawd situds sur leur frontiéres,
Les déplacements de oes points  seront  les inconnus de base du

probléame | exactement comme en simple caloul des structures,

x  On choisie une (ou des)fonations permettant de définiv  de
maniére unique le ahamp des déplacements h 1 inteérieur de chaque

"dglament fini" en fonction des déplacements de ces noeuds,

* Les foneotions de déplacements definissent maintenant sans
ambiguite 1’état des déformations A 1intérieur d4’un élément an
fonction des déplacements nodaus,

Ft complte tenu des propriétés élastiques du materiau,definissent

1’ état de contraintes en tout points de 1’'élément et par voie de

¥ On détermine un systéme de forces concentreds @ noewds quil
daud librent les contraintes s’ exeracant AL frontiére et

A dventuelles forces repartis,il en resulte une relation regidite,
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IIX.2 DISCRETISATION D’UNE STRUCTUKRE :

Un covps déformable posséde un  nombre  dinfini  de  coinbs en
ahacun  de  ceux—-coi,on  peut  définir  les foreces exterieuves les
contraintes, les déformations el les déplacements.

RDeds Lors, il est indispensable Jde substituer & la  structurs
et e LI modele mathdématique composé  d'un certain nombire
A dlaments appeldés dléments Tinis, relides entre @u @n un nombre
fini de points appellds noeuds,

.M dnergie de déformation devra approcher au miew: possible celle de
la  structure  continue . les intevaction entre @ldments sont
introduits sous forme de forces et de déplacements génerallcses,

Certaines structures notamment les plagues el les cogues sont

idgalisdes par des dléments disorets dont Liaisons mataelles
sont continues le long des dinterfaces,

L'idéalisation oonsiste A ne considérer gue  les liaisons
nodales o’ est o dire en un nombre fini de points  situdés  sur les
hords des d@léments,

Les forces qui assureront ainsi 1 interaction des éléments aus
noeuds | sont dites géneralisdes.

Suivant  que  pour  définiv  les relations  entre  foroes LR W
déplacements aw: noeuds on fait cdes hypothéeses sue le achianp de
deplacement tel gue la compatibilitd interieure soat satisfaite, ou
sur le  ohamp de contraintes, tel gue 17dguilibre intérieunr syt
ohseryd, On obtient regpectivement une solution déplacement ou une
solution équilibre,

Lovsoguse le ohamp déplacement Orespectivement contvaintes) HQ&UVP'wH
outre la continuite des déplacements (respectivement ocontraintes)
ant  dnterfaces, 1’ élément constitue un modéle déplacement pur ou

conforme (respectivement dquilibre pur) .,
IIT.3 LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

La méthode des éléments finis est  wune méthode numarigue
simple,de résolution, par approximation d'@quations (o syvstéme
A’ équations différentiels) et
permet de déterminer 1’ équilibre élﬁatiquw du milieu continue,

Les bases mathématiques de la méthode sont solides et ar
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font une méthode precise contrairvement 2 la méthode plus waoaire
des différences finies
l.es principagd avantages de la M. E.F sont que 1'on peut Lraiter

heaucoup plus simplement les particularites suivantes.

~forme da domaine gueloongue.
~materiss peut 8tre non homogeéene .
-prise en compte des non  linearités (geomatriques O de

comportement) possible.

La  méthode des @éléments finis peut B8tre abordée de dewd FTacons
diffeventes, qui  temoingnent déffectivenent des  dewss axes  selon

lesgquels elle a été developée,

(1)  Une approche mécanigque | basde sur le principe des travai
virtuels, 1’ obtention des dquations élementaires peut Btre  aaprime

Adivectement «’ un point de vue mécanigue powr les aléments simples,

(2)  Une approche mathématique,qui  est  beaucoup plus alaive et
générale, Cette approche fait également apparaitre diverses
possibilités e résolution qui  different soit de part  la
Formulation des gouations dlementaires S04 cle pran

1interpolation gemotrigues.
I11.4 PROBLEME DE CONTINUITE C* FLEXION DES FLAQUES

Le déplacement latévrale w du "plan median” décrit
parfaitement 1’état de déformation o’ une plague.
11 faut cependant imposer des conditions sur w el ses dérivées atin
de garvantir que la plaque reste continue et ne plie pas,

Gi oon exige une stricte continuité de 2w/ an aux frontisgres
entre  les éléments difficultés mathdmatiques et cle aaleul
' acroissent. Il est facile de trouver des foncbions de formes oui
tout en preservant la continuité deswhesin ses frontiéres sant A

noeuds ol la condition reste imposde.
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G les fonetions cochoisies satisfont AhA ard = ole
"ddformations uniformes "et A "test  de yapiecage” 4L 0y oA

sonverqgence .,

La  rechevche des fonations de déplacements compatibhles

rrasente  des  difficultds 4ol 1 abondance de la continuité

compléte de la pente en maintenant les autres conditions,

L é&lément reussi quand on imposs  la  continuité  des  pentes

A noeuds qui conduirvait A la continuite compléete.
ITI.S CONDITIONS DE CONVERGENCE :

I11.5.1 - COMPLETUDE

Urn  élément fini est dit complet quand il permet

La définition 4’ un champ de déplacement reel aussi fidelement  que

rossible, o’est &  dirve guand 17 approximation de la solution dans
1 dldment permet de representer A la limite n’importe quelle valeur

des  definitions quand  on  diminue  la taille de 17 éleément, C

aritére & applique 4’ une part awe  états  de déformations nulles,
@tats e

caast A dive au modes rigides,et  dautve part aux

dAéformation élastique;on peut done en  dédulre  les dewt  ditéres

sudvants

CRITERE 1 :
nodes rigides -

La fonaction de déplacement ohoisie doit 8tre telle
Aun d@ldment lLorsago les

qutelle ne permet pas  la  déformation

déplacements de ces noueds sont la conséquenace 4 on mouvement de

covp vigide .,

CRITERE 2 :
Rapresentation des édtat de déformations consbanbes
de lan fonotion de deéplacemsnt doit Stre choisie

L.a forme
de  telle maniérve que si ses déplacements nodau sont compatibles
aves un état de défovrmation constante,on puisse reellement  obbterar
ces déformations constantes dans tout 17 déldment
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II1.5.2 - COMPATIBILITE:
Un  élement Fini est it compatible

permet la définition <’ un aohamp compatible o est &  dive

vl a1l

A 5Le

e continuiteé C*  (déplacements et leurs derivées premiorves

sontivndges) pour les prbhlémes de flexion.

Cette condition de continuiteé s’ appliaue 3 1 intérieur des dléments

ne pose pas de problémes particuliers,

I'L n'en nest pas de mBme pour la compatibiliteé inter—éléments guil

requiere LTIe attention particul iere peoue le arbe s

1"approximation et des déplacements nocdau,

NDanes le cas de flexdion de plagques en flexion,ce arvitére se T

par la continuité des déplacements latérame W et de la

normale le long des interfaces,

cle

~achit

pente

III.6 MATRICE DE RIGIDITE ELEMETAIRE FPOUR L’ELEMENT RECTANGULAIRE

Les étapes & suivre pour la  determinaltion

matrice de rigidité élementaire sont:

¥ ETAFE 1:
Choix 4’ un systéme de coordonnées convenable et numerotation

noeuds dans le sens tTrigonomeltyigue

2 3

-Fl} 34

Trois Degrés De Liberte (d.¢.1) pour chague noeud qui sont

+f 5

- DEPLACEMENT LATERAL : W
- ROTATION AUTOUR DE x : O, 2
- ROTATION AUTOUR DE y : 8, |

[
2

%%51
36
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Le sens positif adoptdé est

— DEPLACEMENT VERS LE HAUT

- ROTATION DQNS LE SENS TRIGONOMETRIQUE

LE VECTEUR DEFLACEMENT FOUR CHARUE NOEUD EST ALORS

W

Les forces correspondantes en

- Deuxt moments ., f,..

- Une force latérale transversal

te

fi = ( F.

Fy

Donce  pour un élément on a 12

matrice de rigidité édélementaire est ocarrde et o ordre

oW

i

oY

chague noeud

T

degrés de libertés, par

4

fig-33

0,7 8,

consequent 1a

12,
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Et le vecteuwr déplacement pour ohague éldédment est:

.

O
Oy
Wo
Sa © szt
8y =1 8 = va» (E-13
S {
Sa € ren

Et le vecteur force pour chagque dlément est .

e

fara

fya

toa
F 1. |

Y F ¥ ={ Fal| = {vﬂ> (32D
Fus tza

F‘\- + s
fom
t Za

'Fnut#

L fve

=

Fuisque chacun de ces vecteurs contient douze termes, Lla matrice de

rigidité est carrée de 1°ordre 12,

ETAFE 2 :

Choix d’une fonction de déplacement

Il est avantageux 4’ utiliser un polynome pour définir la

fonetion de forme sur la base de ces dovse  parvamétres, Il faut
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omattre certains tevmes ' un polynome complet du guatrios. LA

v
P

N

Le polynome

W= Wy + gt b May t CeRe b e toaY e b oy 4 Kol my + X

+

s

Kaoys + Ky Hmy + KizXyas
(3—-32

présente certains avantages.

Le long de toute droite x=constante ou y=constante, le déplacement
Woaura une variation cubique. Et en particulier le long des aotes
de 1'élément.

Ainsi pour le noeud i de coordonnees G, y)
AL 4*m® oyrdre on o 0 WPy, K®FyE S ogyB 0 g

Les raisons pour lesquelles on a pris les deux termes du &M% ovdre

By, 2y®) parmis les autres sont

1) Ces dew termes maintiennent 1M isotvopie gaometrigue at:
satisfont les é@quations différentielles dans le oas  de non

chavgement de la plaque. Y*w=0



2)  Le terme x®Ty? ne convient pas car on ne peut pas trouver sou
couple: '

Le couple x* et y* ne convient pas aar ils ne satisfont pas P
compatibilité inter-éléments des déplacements au  moment ol le

couple X3y et xy® 1l'est,

Dans la forncotion 4 intevpolation les trois termes w., &Ko
®sy stipulent le besoin des constantes «., «a el ws pour les trois
modes de <corps rigide respeativement,

Fuisque 1’délément plaque a trois termes de déeformation:

>®W 22U Fu

Les termes ®ax®, Lay® et ey stipulent le besoin des constantes
®e, ®Ko et «s pour respecter les trois déformations constantes

respectivement.

Four controler la compatibilité inter-élément, verifions que oetits
foneotion eohoisie assure la continuité des déplacements et des
pentes i

Considérons par exemple le bord (1-4) ol x= Cee= 0 pour 17 élémant,
Les déplacements lateraux et les pentes en chaque point de oe (RGN |

.

sont données a partir de 1’'dguation (333 par:

Povd 1=4 (pour #=0) : W,y = oy + wpy + wey™ + wey™

B, (0,y)= u + Hagy + Zxyoy?

es,(OJY)=‘ = (xa ot K my P l:l(w'\,.lra oy my®

Ay extrimités de <e bord

Noewd 1 : (y = ) Wa(0D,0) = i, 5



Our (0,00 = wa
v Oua (0, e - wp
Noewd 4 : (y = h) Wa (O, B =y + el + wxh® + w ™
Qua (D, b)= wx + 2xsh + Zioh™
Oua(0,b)= ~ (e + Knb + Keb® + oyub

Ainsi on dispose seulement de six équations pour obtenir les Folt
coetficients inconnmus (xl, «f, «3, &b, W, Caan w10, wlE) i ne
peuvent done Btre déterming, .

W et 8, contiennent les mBmes quatre coefficients (K., &s, Ke, K0!
et puisqu’ on a un nombre suffisant o dquations pour calouler  oes
gquatre  coefficients done on peut exprimer W et O, en fonetion des
déplacements nodaus,

Tandie que les rotations normales 8, contiennent les quatre aubtres
aoefficients (dz, ks, de, 12) et les dews é@quations restantes ne
suffisent pas pour déterminer les quatve coefticients inconnus dans
0, .

11 est alaive que le déplacement Toteral W et la votation €. sond
coplétement definie et la rotation nomal zmo bord n'est pas S LTl e
d’une maniére unique, ainsi la fonotion choisie n’'est pas ideale ot

ent appelée ure "FONCTION NON CONFORME ".

Le déplacement 4’ un noeud de coordonnéges  Gooyd est  Laé g

douze coefficients par la matvice suivante,

v 1 kS a2 1o 3 aeou e O i G N
1 0 vy Ky ¥ H MY gy s -V IR OV
n o 1 0 ¢ 2y (0] b 2ry  Iy® 4B Fuy®
0 -1 0 -8mx -~y 0 “IRE  =Buy —y® 0 PRy S

A partiv de cette matrice on constiruit une matrice UAD gui lico les
déplacements nodau aux coefficients inconus en  vemplacant  ohoague

noeud  par  ses aoovdonnées et en placant  les blocs  selon la

41



numérotation adoptdée.

ETAPE 3 :

Exprimer  1'état de  déplacements en  ohagque point  fonetion
déplacement nodausx,
Le déplacement en n'imports quel point peut &’ exprimer sous
forme
& b LF G,y 4w (3.4
¥ [fix,y)] fonation de forme

* o F vecteur colonme des coeficients inconmu

Four obtenir les déplacements nodaux  en  fonetion

A

1

)

S|

veoteu: colonnme inconnu on reporte dans La  fonaotion

ddnterpolation les coordonndes des divers noeuds.,
On obtient Lg% =LA Y ow 3

9

LA MATRICE CA]

o
)

0 0 0 0 £ 0 0 0

o
—

£ 0 0 0 0 i) 3

O = O O =
i
[y
o

a 0 0 a=® 0N 0 a= 0
-2a 0 0 -3 0 0 o 0 0
b2 a®  a®h ab® b3 58 mh
0 a a0 A% Dab Abh® 4% Zahe
2a ~b 0 322 -2ab ~bh® 0 Zah —h
D 0 b2 0 ] 0 L0 0
0O 0 fh O O O =0 0
[ R ) 0 [ 0 " =bh= 0 L

Bl
= T O = T QO = O
L
4
m
o

o
H
-
o
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1

De ce systéme o équations on peut dxprimer le veolbewr ocolonme  des

coefficients inconnus en fonotion des déplacements nodau,
ow ko= [DATY ] 4 & CE~&2

Dol on peut exprimer le déplacement en n’importe gquel poivt @n

fonation des déplacements nodaus,
8 o= [ofl,y) 1L AL ] 4 Ee (3~77

On peut effectusr cet inversion par L ovdinateur,pouys  avoir  une
axpression  littérale Mplicite pour les rigidités el o autves
nous avons fait le caloul litterale & la main,

matrices,

ETAFE 4.

Relier les déformations en chague points aue déplacements  en o

point 4’ ol aux déplacements nodaw,

L'état de déformation en chague point peut Stre vepresentdé par

trois composantes:

1=~ La courbure dansg la divection des x - IRTFE) correspond A La

varjaltion de la devivée par rapport b o

2~ La  courbure dans  la dirvection des v @ Qui correspond o
vardation de la devivée par rapport b oy

D W B Wi
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Sadorpar Mage = Myse done on el s
Cpay ewamp e MaLdo st

pd s . 3 i ! " ; R
LR (R R R R R ST E: ST NS O I TN F S

Dves L0 Skt de déformalt . g - a b

[ f.:l};_ Y h I3 e T (A

Moy

Er remplacgant W par son expression (3-3) dans (3-8) on obtient une

daguation qui peut 8tre dorite sous la forme

it

€ (g, ) C Q@ 1% w * (3~9)

MO
e
-
4
~<

i |
Lo
Ly
E

LQd=- |

o 8 o
o 0O o
=1
o O
m 9 o
o 9
AN - |

o]
a..
~C
o
<

o

En remplacant 1’ équation (3-6) dang (3-9) on mbt;&nt la relation

déformations—~déplacements nodaux

e



‘{ Grese,yd o o DR DAD-Y 0 Fe 0 mpls 8= o 3.,100

ANV ER Lo = Q 1 [ A~ ] (3.1

Relier les contraintes en chague point 3 €0, y) dono & £8%:
En tenant compbte de la loi de  comportement du materiau  on peul
exprimer  les  conbraintes  en n’ importe quel point en fonetion des

déformations internes par consdquent en fonotion des déplacement:

e

roelangg .,

LU etal e covts nantes est representd par les trois composantes M,
My, Muy

woro= LD 4 Edx,y) ¢ (301D

| Do DL 0 l
| LD ]ﬁ] D1 Dy 0O I
| O 0 Dy |

DY Matrice o élasticitd, contient les propriédétés élastigues
de 1 éldment
Frowe une plague disotrope:
D = ER3/12(1-v2)
Ry = ER®*/12(1-v®)
D1=UDx
Digy=(l-wd)D/2

Four une plague orthotrope:

Dyes B3/ 12 (1 -VUily)
Ry= Eyh®s L8 (L =Yy
DAL=

FREIVECT M TR ety

on [revat relier contraintes en n’importe quel point  auv
déplacements nodaux,  en remplacant 1" équation (3.10) dans. (3.1

A
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woFo= DD DR T 8 o= [HILS™: (3.13)

aves LHI1I=0DI1CLEe I (3.14)

ETAFE &

Relier les contraintes internes aux forces nodales

{F}zflw(x,y)}d(vol)

J

Utilisons le principe des travaux virtuels
Imposons un déplacement virtuel 8% au noewud arbitraire, le praiocip
est d’' dgalise. le travail terieur et 1l’dénergie de déformalio
interne,
Le travail éxterieur produit lors du déplacement %

Wepre = S"EFw (3.1%)

Energie de déformation internse

Wye = €% 5 di{vol) (3.186)

ey

D aprés la relation déformations-déplacements nodaux (3-10F o

peul: déorire
LEnY dmy g% [ p o3t (3.17)
Far suite

wi o

TESYEIRIYINDICRILS™Yd (vol) (3,18)
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En égalisant (3-15) et (3-18): We, = Win

anE Fe =y gwe }[ iC B I%C D AL R Jdtvolds &=
]
‘ J

&* est arbitraire

I‘F

Fe IJL BOItE D AL R Jdivolds &%

Ainsi on a obtenu wune relation du type

Far identification
FCRIECDILR T4 (v l) (3,19

D’ aprés l'équation (3-11) on peut éarire
CBI"=CA* 1T G 2T (3200

Subsituons (3-20) dans (3-19) on obtient
[I‘
L K= 1 = iJ CA=*2T [QI1Y [DI LAY LA~ divol) (321D
J

CA™*] econtient que des constantes, done on peut sortiv LATY) et

C A™*1" de 1’integrale on aura dono:
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CRITEDICQIA(voly ) [A~*]
En posant
L QI DI1ILCA 1 divol)
L k" 1 devient comme produit de trois matrices

LOKe 1 =0 a-* ™[ R 1L A ] (3,22
ITI.7 VECTEUR CHARGE POUR L’ELEMENT RECTANGULAIRE

Le moyven le plus simple de  rendre les forees nodale
statiquement  dguivalentes  aux contraintes éxercdes aumx fronl oo
et au chargement véparti appliqué éffectif, consiste a impose 1
daplacaemnarnt vt (arbitraire) des noeuds et  dgale I
gxpressions des travaue déxterisurs et interieurs éffeatuds v e
diverses  forces et contraintes au cours o un tel daplacement .
Soit Su= déplacement virtuel des noeuds qui provogue

= Des déplacements: Su o= NI Suw=

Des deformations 36 = [P1 Su*

o DRY = [CLICND

Travail éffectué par les forces nodales:

Il s’obtient par 1a  somme des produits de chagque composante de

foraees par le déplacement corvespondant

A1 T e (3,23
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Travail interieur :

Le travail interieur par unité de volume offectys P les

contraintes et les chargements veparttis s’ éovit
€% ¢ —~ Ju¥ b (3,24
€ = B Su= =m===) € =(Ju=>r pr
D’ oh

(BuS)® BY 5 =~ (Su=)¥ N¥ o= (Fuedw o pe

(I !
Egalisons le travail irteriaus et le bravail

e

1

POELI™Y B0 g M ] ok

:

1

|

L N*b (vl AL

L mmemnes e,
—

Lon specifie un comportement lineaire i
loi o = D €

e bradait paye la

Or paut darire Qe = K*y= 4 fe=

[

On obtient ainsi fw = iNt b dfvml) (Z-24)
J

5i un  chargement surfacique rveparti agit sur un dlément selon la
direction de w en vertu de ( X.726 ) la

contribution en  chaocun  des
noeyds s’ dorit
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(3.27)

_P‘
=

i

|
Z
+

o

a

o

~

N s F' Q"'"‘ __'_"___,___._> 'NT = Q-—l-r F"T.

F étant l1a bhase

fa = L A -3y ) Fvroq aX dy 1o

 SOICR.

|
)

S5i q est uniformément répartis alors:

il

fa = L A —an 1 g zl Fv dX dy (3,29

J

Aprés intégration on obtient le veoteur de forces nodales

~-bh/é
aré

b/ é
aslé
T Fa ¥ o= (gxaxbh/4) X 1 (330
~b/é
-a/6

bh/é&
-a/é
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II1.8 ASSEMBLAGE:

L' assemblage eslt 1'opération qui 2onsiste & construire  la  matrioe
globale [ K 1 et le vecteur global des sollicitations ¢ F 3 2
partir  des matrices élémentaires [ Ke* ) el e vaaoteurs

dlémentaires des sollicitations < f* 3+ et eci afin de construire

le systéme 4’édéquations global,

Historiquement, la notion 4’ assemblage a &td J abord wbtilisde pour
des probléemes de mécanique des structures,  dans lesquels 1 éldment
est en fait un ressort, une  bharrve ou une pougbre, Four  ehague
éleément @, considérd ocomme isold, nous disposons de la relation

lLiant les déplacements et les foroces appligquées.,

€1

£ o foraes internes does b 1 action des autres déldments  sue
1'élément e,

P force extérieure appliguée A 1’ élément,

k : matrice de rigidite élémentaire,
En utilisant

~La continuité des déplacements o noewuds;

=L équilibre des Jforcoes  qui ose tradoit oen ohague noeud d,

par  p o= 0,

PRINCIPE D’ASSEMBLAGE :

Hoit (We) 1'énergie de déformation pour L éldment ayant i,J,k et 1

les numéros de ses noeuds dans la stroacture,



(We) s’ éorit: We= 1/2 &7 [ K= 1 ¢ & &

T & o Lle vecteur des déplacements nodaux de la structure,

i &= ¥ Le veocteur cles deplacements noadag ol
1'élément,

AVEND

- Ky %
F @ ERE UL oo e W e i PRI "R B

Y S b= Ty L B R W P Y

On peut daorire (We) sous une autre forme

We = 1/24 & »* [ Ke 1+ & =
[RINE

La matrice [Kal est construite pay expansion Jde la matrice

[Kel & pour dimension le nombre de degrds de libertd de 1’ élément,
CKT1 a pour dimension le nombre de degrés de libevte total.

De m8me 4 Fe ¥ est construit par insevtion de zéros dans 4 F
Four obtenir la matrice de rigidité assemblde globale, on utilise
le  fait que 1’énérgie de déformation totale de la structure est la

somme des énédrgies de déformation élémentaires.
W= X W = 1/2 48+ £ [Kelidr = 1/ £8% [K] <8

On peut tirer la matrice de rigidité de la structuve compléte comme
suit: :
LK = ZLK+=]
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ETAPES DE L'ASSEMBLAGE :

R’ aprés ce qu’ il wvient ' Btre déorit  on peut  prévoir  que

1" assemblage comporte deux étapes:

- Construction de la matrice de vigidité élémentaire L Ke 1 et

du vecteur force élémentaire [ fo 1 de chaque élément.
- Addition des matrices et des veolteurs dlémentaires étendus.,

REGLE D’ASSEMBLAGE:

L' assemblage de la matrice de rigidité o une structure s’ éffectue
en additionnant bloe A bloc les sous matrices de rigiditdé nodale de
chagque éleément, les indices des ligrnes el colonnes corvespondant 2
La  rumérotation des noeuds de cet déldment, Cette rivgle  eat
illustrée en (fig., 3. lf )

L' assenblage des forces équivalentes s’ effectue de facon similaire,

D aprés  1'exemple prdaddent, on remarque que 1’ assemblage se falt
par blocs, noewd par noeud; 4'aillieur, cetlte opération ne revient
qu’ s  addresser correctement  les  termes  de chaocune des mateioss
Lo k* 1 dans la matrice [ K 1,

Or il suffit pouwr avoir 1’'adresse de chacun des coefficients des
L k= 17, d’établir la correspondance entre les deux numérotations
utilisées pour 1’ élément isolé et pour  la  structure géneérale
respectivement .

51 par définition, la numérotation local reprend 1’ ordre dans
lequel sont rangées les wvariables pour la matvice de  vaideur
L k* 1,un moyen de réaliser cette correspondance est de conserver
les numeéros des déplacements corvespondants dans  1a  structure

totale rangéde dans le m8me ordre,

On peut reéaliser cette opdration a 1’aide o' une table dite table de
localisation pour chagque élément (voir 111~ 3 qaun donme 1

L

position de chagque terme de veaoteur ou matrice d¢lémentaire dans un
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vecteur ou matrice aprés expansion (rendu A la mBme dimension

globale) .

Frédcisons 1'opération 4’ expansion 4'une matrice dlémentaire [ ke 1
quelconqﬁe en une matrice [ K 1, en wtilisant la table de
localisation (Loo):

Chaque terme kij de [kl est transféré en Kexu de [Kel de maniére 2
ce que:

I = Loedid i o= 1,.,ndel.

[ 4%
i

Loe(l) J = 1,.,ndel.
ou eneore:
Kexs = Ke@rLoccirroacss ¥ Kay

De mEme, ohaque terme fi de L[] est transférd en Fer, de [Fel de

maniére & ce que:

Fexy = Feromceas = 4,

(voir§1ﬁ.ﬂu-¢.) .
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EXEMPLE O'ASSEFIBLAGE |

Considerons la plaque (fig )
composée de deux éléments et de
s§ix noeuds. y
Comme il y a troi deg® de
liberté par noeud, 1la matrice
de rigidité globale sera de
dimension 18x18. '

les matrices des différents
éléments sont exprimées dans le
repére global comme suit :

27

N

A rd
G

RN
NN

X

5 ¢
@
5 4
®
—

R

NN

NN
N
NN
NN

NN

ASSEMBLE

fig 3-4

ELEMENT 2




CHAPITRE 4

Organisation de
programme par
element fini



ORGANISATION DE PROGRAMMES FAR ELEMENT FINI

INTRODUCTION:
La réasolution par éldmnent it anteaine e caloul des matrices e

crgidite  de tous les Sldments e b s=hroacture modelisde puls

assemblage de la mabrice de vigaditd [k) de toute 1a styuetore
O oa va que  le  wveoteur  ochacge CFr 0 @taitb celd s ves e

deplacement T8 par la velabion:

LK MATRICE DE RIGIDITE GLOBRAL
Fod VEQTEUR FORCE GLORMAIL
VECTEUR DEFLACEMENT oL ORAL

FROGRAMATION:

On peut distinguer deus parties artae ) Lo

MODULE DE GENERATION DE DONNEES ET LES FRE-FROCESSEURS
MODULE DE RESOLUTION ET DY EXFLOLTTATION DES RESHLTATS

e dornmées sont construltes proncipalanent o dnformations coe oo
foE s Cooordonneds , conditrons TN Trontiaces, condibions ol
chavgement  etao, ) et sur les  @lémenlts Cpoanbs oe conmes o,

sovacteristigques des nateviaus, o0

I=ENTREE RES DONNEES

Pour qu’on puisse résoudre le probleme, le module d'entrée de
données doiti.transmettre sufisament ' informations aux autres
modules.Dans le programme ce module sert & lire les données
indispénsablés concernant la géometrie,les matériau, les conditions
de chargements de facon & permettre la constitution de touts les
tableaux qui  sont wutilisés par la suite.Pour notre ocas o est le

subroutine lea qui est concernd 56



SUPRROUTINE LEC:

SALEE S e | e e | P bronbactaan b P
A b e s @ T e S N RN [T e R WO e il ; 1} | 1
icite  LDY  suivant Lo oas A taotiopie oo -d oriobeop

Povie ol e L @menclia cpe o et adicored wamen sme Lo

LT SR B I IVH & W 0

RN N I ¥ B R I A P TN I

=L, by dimensions de la plague dans Le plan

* Un oode

- wode=1 plaque isotrope’
on introduit E,V

=~ code=2 plague orthotrope
| &

on introduit Ex,E, V., Ey, G

HURROQUTINE EMESH:

Povs de notre determination de Lk*l1 on 5 onoisl un sens bien
determing,

It eat important de specifier pour chagque élément ijkl son premier
noeud le deuriéme, troisidéne at quatridme (dans le HETIS
trigonometrique) 4ui  seront déduit automatigquement.C’est en oe

moment 1a qu’on définit un Tableau I,
IX(k, n)=h
horeprésentera un numero de noeud global
k=1,3,3,4 (nombre de noeuwd par &lément)

n=l, 2, 0oLk, e (nombore Al dldément total)

»

“y
]



l
(%) | (2 |
|
]

¢l | (2) 1

onoadoptera la numérotation par étage et de gauche & droite et ceci

Hin d4avoir 1’ aspeat bande de la matrice de vigiditéd global,

IX(1,3) = 4
IX(2,3) = %
IX(3,3) = 8
IX(4,3) = 7

aeoa genard automatiquement la lecture des conectivités,

by e le nombre 4 éléments selon 2 et selon v sont donnds, les
canpvdonnées de chaque noeud awpiguelle  on fera 1 extraction  pour
tachiire  les  dimensions de  chague  délément dont depend justement

Pl servont Facillement deduit,

HURROUTINE LOG:

ova de notre étude de 1 éldément plague on a conslidére trols degras
Ao liberte (ndf) par noeud,

Codlament ayant  guatres  noeuds  soit oun total  de 13 deqgods de
Pibertd, La matrice de rigidite globale sera 4 ordre 132,
Poes dovs 11l est  indispensable o introduire un v s taye Lo
Clocalisation) afin de localiser les degreds de Libevtdés poour ohaogue

g d o aveation df uan o veastedr loo,
F
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L E

o Ly b chima chagss sobacooot e ekt el 00 o

copectmrmde s g lalvaae e vooegals alnyay aae, 1o o

TR i T YD S O o W S

TEBLE DES COORDONMFES T CONMECT TUT s

e lament : i !

cove gl ! Coor o e s ! Looverad sl o !
i : X N4 ! b . A
1 0.000  0.000 1 2 3
2 0,500 0.000 4 5 b !
% 0.500 0.5%00 13 14 15 !
4 0.000 0,500 10 11l a2

dleément 2 ' !

FE S SR ESES Risy S9N S fhee G643 et rees dRbE WSS wews SEVE SRS PSS SESE SHEE Sen Eesm BAEA G4 4Si8 11 Seed S0Ss SH8S S04 Sese Seki bSs e BS54 ik Sies Se Si0s ekt Sess sher Shes se 4ais sias sees sees bebe sere semr

) 0,500 0,000 ) 4 % G !
3 1.000 0,000 7 8 9.1
& 1.000 0.5%00 16 17 ig !
5 0.%00 0. 500 13 14 1%

élément : 3 ' t

0.000 0.%00 i0 11 2 !

0 s

0.5%00 1.000 22 23 24 !
7. 0,000 1.000 19 =0 21 !

0.5%00 0.%00 13 14 1%



! ‘ alément : & !

i

! 0. 500 0.500 13 14 1% !
! é 1.000 0.5%00 16 ¢ 17 i8 !
! @ 1,000 1.000 25 26 27 !
! & 0. 500 1,000 a2 a3 =4 !

ettt ittt eseerietbiients | adoe

Ce  sous-programe  contient 1la matrice de rigidité eélemen! v
puplicite et le veoteur charge élementaire. En tenant compte 4o 1o
symetrie e la - mabtrice, 1 autre moitide est alevaliyy b
avtomatoquement . ‘

La matrice de rigidité depend des caractéristiques E,v,h,a, b ot 1

vectaur forece depend de g, a,b,

SUBRQUTINE ASHEME

ot e gL g oo 1 gmsemh e des matrices el oveoteurs @ Lew

leroman vt i Ta o mabdaos e vagidatd globale LK 1 el de

I SR by Cvisy ot ehe o mpamanprerys gpae 1A slyed e ) i
i |

TR T L B T i Fa I s ST v iy o Lo vdanlotdon aon

cbra iy ! Py | I IR o B |“.|.:|‘i o AN -1:-..|,__|l.::_'j [SANERE Yrivertd

T g RN T A L semes vy sl dovvbeyald e (REST

brosmodiom 1 e pee e mam e e b e Tws Lianes el 1o
TR N s ha b i YORE | 1 It f. ]

e RTE R L S & 130 M AT RS N Y iR SO A ) = 14 G

PO ¢ RN . 1 i A Pt p b TR DEFLACEMEMT SRR SR CTF D



R THODRE mertode oy Tevme daagovsd domansnd

au b tiplise L

Tenpmes by sgoinal: ahe L Eod covrespondant g

Pacoments Fimxes, soibt ke, poar un geanad pomb e e g 130
ey L

P aprds Lo condition 45 appar de baoopolague I A R T o N 0
ceds oayant des déeplacements Lmposas,

Lnposons par exemple au deplacement &y une valewur gl , & =0,

I.' équation de la ligne i
fr o= haa 82 + Kaz 82 +.. . Ftkaa8i .00+ kan &,
Or multiplie k*2 par un terme trés grand soit par exemple 10%9 on

introduit au veoteur force le déplacement imposé multipliepar  oe

avrand,

i kl..l s.l. + ki.-'?- 3.’! *, oF 1030 kti 3!. o000 0F Kaw S“

fimsi 8¢ =0 1039 —(kildl + ... . tkindn) )/ 1079 k.,

Fuisgque le terme digonal est beaucoup plus grand que les termes
non diagonans, la valeur du deuxiéme terme est trés proche de

JERO, ce qui donme 8, =uy

i 3

k

i X [ [ 0 ki_i'*‘loaou " " [ kj,n

—

11 ' ] ' [ lkﬂ,; 1 [ [ [ k‘_t,n 4

&1



FORL M EL
Bes

METHODE

les

Remplacer

déplacements fixes par 1’unité et remplacer le reste des ligne

methode d

termes

i terme

diagonaus de

colomnes cormrespondantes par des zZero,

0

e METHODE :

Eliminer les

fives,

REMARQUE

"\1“

0

' k el

diagonal

Lkl

unitaire

corvespondan:

lignes et les colonnes corespondant auwx déplaccmonls

La premiédre méthode et la deuxiéme

sont les mBmes

| ) e

oanr t

utilisent un terme diagonal

relativement:

grand A 4’ autres termes de

la méme

colonne

(WA

e

alors la troisiéme

Adem e

La mEme ligne mais

une acertaine manipulation de la matrice,

Dana nobre cas NOUs AvOons

v sertains Aoplacements
sl o gt ool A perL
a1 L ne byinad

Feay g

doidvent

e

prr e e

g I C s e e

avoinr

327

ntilisd la deuxiéme méthode.

des valewurs connin i
compte Lo peenio P

apngys noeugas i bee



HSUBROUTINE SOLV:

Fevrmet  la résolution du systéme + F o= [ K I £ & & L4 et LK
astant obtenu aprés 1’ assemblage et 1 application des conditions aux
Lamites,

[our notre cas on a wtilisé 1’ algoritme de resolution de gauss pour

les systeéme symetriques,

G sous-programme est utilisé pour  le  calowl de  la matrice  de

contraintes élementaive [ H* 1 donnde explicitement en fonation des

avacteristiques geométriques de la plaqgue,

SUPRQUTINE STRESS:

Hne fois que les déplacements sont détermings et la matrice
i H* 1  calculde , ce sous programme permet  de calouler les

contraintes ( Mx , My , Mxy ) pour chague élément.

€3



ORGANIGRAMME

| (W

| FMESH

| ELEM

'\

(et

A

L.OC

| S0LV

ASSEME

| IMFRESSION DE

L

| ‘
| CONT

l .
[,

[

1

4—| STRESS

r

{

| IMPRESSION DES CONTRAINTES |

1

I
(END)
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1V.3 EXEMPLES D'APPLICATIOR

l‘iﬂkk*it*n“l—l-"‘hl.!ﬁ‘?’!“Fi""‘h A AL AN AR RERP A RL
* Plaque simplement appUyee =ur 1= poulrt
W R EEEREAEAEREREEA A A R R LR RN RED . AR e omon e ow R

——————— s ""“""""—:""""
: |
-1 ]
bl i :
: i
|
| [
e —_——— 4 > X
" a )
1 1
1 a/’b=1.0 | deplacement ! contraintes !

I maillage I W(g.a"4/D) l MX(g*b2) ! MY (q*b2) !
1z ; q=bl2 x=ai2 ; y= bl2

- A e e e e e e

1 LY 4 ! 0.0041842 ! 0.051466 1 0.051466!1
| 8X 8 ! 0.0040932 ! 0.048629 ! 0.048629!

e T e e A R e S S e e e e e el e e e e IR R =



*******I*****i*****i*i**l********i*i

* plaque encastrée sur le pourtour ¥
***'I****}**ﬁ***l*ﬁl*l**i***l**i**l‘i-l

-1z 4
/
1
b 4
/
1
4
'_L_ {7 ar o v 4V or S S0 SV SLEL I SN SV SV SV SV L @V I i "'x
L a
1
1 a/b=1 I deplacement ! contraintes !
! maillage ! W(g.a~4/D) 1 (MY=MX)(q*a2)! MY(g*a2)!
! ! X=as2,Y=b/2 1 X=a/2,Y¥=bs/2 ! ¥=0 ,X=a/2!
! 2% 2 I 0.0014796 ! 0.046165 ! -0.0355111
! 4 4 | 0.0014033 ! 0.027783 ! -0.046446!
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I E E E e s R SRR R R R R R R R R R E B R E R R R R R

* Pplaque avec 3 bords appuyé®/1 bord libre *

Y T E R s TEEESER R R R R R R RO B R B R R S

Y N
! |
| |
( [
6 |1 |
I ]
! ' .
e TN T - x
e
__________________________________________________________________ i
1 as/b=1.2 | deplacement ! contraintes !
e e e R !
' maillage ! Wig.a"4/D) ! MX(gq*a2) I MY(g*az2) IMX(g*a2) !
! I (X=ars/2:;¥Y=b) 1 (X=ars2;Y=b/2)1(X=as2;¥=bs2)1=a/2;Y=b) |
T o om oo om o im e  e m  —  — — am m m ee e e e = o e o 1
! 2x 2 I 0.0119790 1 0.079609 I 0.051087 ! 0.124430 |
T o ot o o o o e o o ) e o oy e e e o !
! 4R 4 l 0.0116800 ! 0.071072 ! 0.038811 1 0.105520 !

61
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* plaque avec 2 bords encast/2 bords libres *
* y=0 y=b/x=0 x=a ¥

*i****l*liIl*ﬁ**ﬂ*R‘"*il!l**‘l"*.*!.‘*‘ll*
Y A

L g L A A e S

z//’f/ Vv rd Fd P /}'k :x
4
a
1 a/b=1.0 ! deplacement I contraintes

I maillage ! W(g.a"4/D) ! MY(g*aZ2) I MX(g*a2) 1 MY (q¥*a2)
! i X=a/2,Y=b/2 | X=ars2,Y¥=b/2 ! X=zars2,Y¥Y=b/2 1 X=a 2,Y=0

l 2x 2 ! 0.0029862 ] 0.019270 I 0.068791 L -0.071669
! 4R 4 ! 0.0026152 I 0.014330 1 0.047034 ! 0. 078610

! ax 8 1 0.0025698 L 0.011819 l 0.042161 i -0 0BOT7 14

I 1010 I 0.0025658 1 0.011506 [ 0.041536 1-0.0#1013

! 12x12 ! 0.0025638 ! 0.011189 1 0.041251 [-0.081174

! S50L EXACT ! 0.0025920 I 0.011000 ! 0.041000 1

(22



Y E E EE EEEE R E E TR R RN O I O I O R ]

* Plaque avec 2 bords appuyés/? bord libres *
* y=0 y=b/x=0 x=a o

I EECEEESEEEEEE R R R R R SRR R R R E R R R E R E R R EEEEE S B &R

‘fll

a
il %
a.
1 a/b=1.0 | deplacement ! contraintes !

- o e e . e e e S A e G W SR S Em A Em em m e e e e e A E W e W e e em e e e e e e e e s e e w e e e

I maillage I W(g.a"4/D) I MX(g*b2) 1 MY(gq*b2) !

! I (X=as2,Y=b/2) l(X=a/2,¥=b/2)1(X=a/2,Y=b/2)1
L ez - 1. 0.0108170 1 0.037500 1. 0.125080 -
. am A - 1 0.0123380 |  0.030970 1 0:122720 1
L e L B GREEIEE 1 GLGEE00: T .. Veod#Y
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I EE SRR RS R RS R R ERE R R R R SRR R R R R R ERESESRESESESEEEES]

* pPlaque avec 2 bords appuyés/1 bord encast. et 1 libr.*
" X=0 x=a /y=0 et y=b "

I EEEEEEE SRR SRS RS R RS RS R R R R R R R R R R EREREEEREESERESEEREERSERERSESESSE.;S

1
|

I I
I I
I i
]
bl |
| |
I
’ :
Y PP PP 7P 77 PV VIV Iy FrFFrrrryrrrrrs LX
1'7 d
1 d |
1 as/b=1.0 ! deplacements ! contraintes !
I maillage | Wi(q.a"4/D) ! MX(g*b2) L 1| MY(g*b2) E !
1 2 2 ! 0.0123740 ! 0.128700 ! -0.09999%9 !
! 4% 4 ! 0.0115740 ! 0.104450 I -0.11341C !
I 8x B8 ] 0.0113260 1 0.098952 1 ~0.116%930 !
I 10%10 I 0.0112960 ! 0.098312 ! -0.117430 !
! 12%12 ! 0.0112780 ! 0.097966 ! -0.117710 I



'Iﬂ'l**"*l'****I*I‘*I***ll***l*********l*ii******lﬂi*l‘l***I

*» plaque avec 2 bords appuyés/2 bords encastrés *

*i**‘I**I"ll*l'ililﬂ**!ﬂ**ll****!i***il******i*!*l*i**!ﬁl

Y ¢
. Sl L L L L Ll L L L LL //////_(L/I
i |
b ! | e

: * :

: |

7T SV 7 &7 S 4V & 4V & S 4V SN 4 77277 /777

I —

! a
1 asb=1.5 ! déplacements ! contraintes
! maillage ! W(q.a"4/D) I MX(g*h2) I MY(g*b2) 1 MY(g*b2)
i 2% 2 ! 0.0053416 ! 0.063402 1 0.079059 ! -0.050293
! 4 4 l 0.0055300 ! 0.047745 I 0.063561 ! -0.089343
! 8x 8 1 0.0053922 ! 0.046301 1 0.059740 ! -0.100410

G e il e 0, . ey e ST R G e e TRIAm e o o RS SMCTRUS SRR SEOSOEE

#




CHARGES CONCENTREES
***;4n*gi*****-‘*&*ilﬂ**!***i*iﬂ**ik*ﬂliQ*'ﬁuv
* pPlaque simplement appuyée sur le pourtour
*» sous charge ponctuelle au centre "

LS EEE R EE S SRR R % W o W W N KRR AR R

a/h=1.0 1 deplacement ' contraintes
| maillage ! W(q.a"4/D) ! MX=MY 1
1 2% 2 I 0.0137840 ! 1.141200 1

- e A e e S w S e e mm wm e e wm e e em mm Em G Em e e hm e w em Am e o em e e SR e e

regaaeee S *YEI TSRS SRR R R R R R EE R EE B AR R

* plaque encastree sur le pourtour *

* sous charge concentree au milieu *
IG‘*“I‘I‘I‘I‘*****III****l**l***i*ll’***

B e e e ] R e W e e o W e ) kS o

! 2x 2 ! 0.0059186 ! 0.923300 !
! 4% 4 ! 0.0061345 ! 1.219800 !
l 8x 8 ! 0.0058026 I 1.566000 !

e e e - - an e e e e e e Gm e e e e e M A M e — o — — = == =

- e e e e e S M S G M G e M e we WS Se am e em W S W S AP mom oo e



KA
KD
KE
KJ
KH
KO
KL
KM
KN
KX
KY
KZ

KA=60 Dx/p? +

KB
KC
KD
KE
KJ
KH
KO
KL
KM
KN
KY
KZ
KF
KS
KP
KW
KI
KK
KQ

n

n

1]

L]

n

]

MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE POUR L'ELEMENT
RECTANGULAIRE
KB
KF KC
-KH -KQ KA SYMETRIQUE
KS 0 KD KB
0 KI -KE -KF KC
-KM -KN KX -KY -KZ KA
KP 0 KY KW 0 -KD KB
0 KK =KL 0 K@ -KE KF KC
-KY KZ KL -KM KN KJ -KH KO KA
KW 0 KM KP 0 -KH KS 0 -KD KB
0 KQ -KN 0 KK -KO 0 KI KE -KF
60 Dy p2 + 84 Dxy + 30 D1
20 Dy a2 + 8 Dxy b
20 Dy b2 + 8 Dxy a=®
6 b Dxy + 15 D1 b + 30 apDy
-(6a Dxy + 15 aD1 + 30 b/p Dx)
-( 60 Dx/p2 - 30 Dy p2 + 84 Dxy + 30 D1 )
15apDy - 15 bD1 - ébDxy
-(30 b/p Dx + 6a Duy
-30 Dx/p2 - 30 Dy p2 + 84 Dxy + 30 DI
-(6 b Dxy - 15 ap Dy)
-15 b Dx/p + 6a Dxy
30 Bp/p¥ + 60DRAY p* - 84 Dxy - 30 DI
15 a D1 - 15 b Dx/p + é6a Dxy
-15 ab D1
10 a% Dy - 8 Dxy 2
5 a2 Dy + 2 b2 Dxy
10 a2 Dy - 2 b? Dxy
10 b2 Dx - 2 a2 Dxy
5 b2 Dx + 2 a2 Dxy
10 b2 Dx - 8 a2 Dxy

KC
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LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES

V.1 INTRODUCTION
La mathode des diffévences finies el Line

mathode approachas cle rasolution o' déquations

différentielles ou awd dérivdes partiel les, tres otilisée
dans les problémnes de mecantgue des floides, elle 17 est
moins  en necanigque des solides,  en raison probablement
des  difficultes  dies  aux  condiltions A limites,
Cetlte méthode n’est pas nouvelle, elle a étd ulilisee
aves sucaes dang La theéorie des plagues planes ainsi que

dans plusiears  autres  domaines  de la mécanigque des

constructions, - elle  constitue  un instrument de aalaul

vapide et efficace lovague la solution analytique n'est

pas asses simple ou bien qu’elle n’est mEne pas connue
V.2 CAS D’UNE FONCTION A UNE VARIABLE

Les expressions des  difféerences finies peuvent Bires
obtenuess o aprées la définition de la premiére derivee en
respectant la continuité de la fonotion vy = § GO

Far définttion 1a premiore davivee est

Coaly /S o D = lam O Yewen T Y )/
s 2 )

(i

2 on peut le voly sur
la figure  S5-1, quand o
ne tend pas  vers  zero,
mats A oune valeuar finie"n"
les deravess Hag points X,
sont representées par des

expressions dépendant des

i

g

i

[N

#4



Evv utilisant différents groupes de points, nous pouvons

auprimer les differences finis en  wn point  de  trous
maniéres duifférgntes

V.2.1- DIFFERENCES EN AVANT

Flle wtilise les points situés dans 1 ovdre croissant
par vapport aug point considereé

La premiére différence en avant de ¥ en Xa esl

Yoo = Yowea = Yo v R dy Zdi )y, ¢ 5.1
V.2.2 DIFFERENCES EN ARRIERE

Elle utilise les points situés dans 1’ ordre décroissant

par vapport au point consideéerd,

Yo = Yo ™ Yeear [ e bl

V.2.3 DIFFERENCES AU CENTRE

ELLe utilise les points situds symetriquement par
rapport au point conslderé,
1. Ay

B e Yk § 5 B e
¥ Ere™ 5 eed ' o (5.3)

3

= el
Aves la mBme procédure on  peut produaire des deriveées
A ovadire superieunes

o=y

de (9. 1) b ( mme ) Ayg = Byiay = T(Bya),
dr® N
o=y

de (9.2) B § mme kO Vyner = U¥n = A(Tya)

5



d°y
de (9.,:2) ¥

e

- ) " \" '\fl La i X - \f {]" n = A (v .)) ™ "
el T

A=y 1
de (%,3) P12 (e ) e (G . SIS TC . :z:y“

— ”

LA PES i
Done la dérivée seconde peut B8lve dovite:

1By
B s ) = Cym 3 o= 8%y, (5,4)
d®on
Considérons maintenant 1la différence au centre:

l.a 2=me Aj{ffarence ad centre on X,

de (5H.68) 32\’“ - A(VYN) L A(Yn E= \/n-—.‘l.) = A"fﬁ - A‘Y‘n'—il,

it

( Yeea Y 'r-) = Yr ™ Ye-a )

= Yrer — 2Ye *t Yoea = hZT (e ) L (5,5)

% La J=me Adiffévence aun centre en

N
PR LY

%y = 3(8%y ) = S(ypes = Oy + Yoey)

= .;Sy.,.,...,_ - Eé;\-’n + ‘SVﬁ“"!.

1

SLC Yourzr =Y o) =2 (Yras™ Yama )t (Y, “Yrem) T

-y

= [: ")"rl - :.\ "'f LA o + :" '\f [ el y e et :i e l“l s

o P P 2 ::J')(5

% La 4% Adifférence ol centre en o

v




5“";'“ m A= {‘SEY“):::: é;-'a(l,fn,.,]_-‘ :"'Y',.I 4 ‘\‘!‘.,-..1.)
= 1?;;?"*"1-'.-1"‘ :.‘.(g:'ay" + {SEYV'V—-I

=1 ('y'r;-.-;‘..“::}?n-t— 1 ""v"l) - (Yn-o-:l."":‘:yn"'ynml )+ _(VH_EYH-—-:I. +yﬂ__2)

E Yhnem T AYee1r T OOY e "GYee1 t Yz

V.3- CAS D’UNE FONCTION A DEUX VARIABLES

Les citdérences partielles finis d'une  fonction WO, y)
par vapport A une seule des variables x ou y s’exprime

comme les différences finis ordinaires (vu précedement )
% MATLLAGE CARREE
Dans le cas des différences au centre on  peut exprimer

les devivées partielles comme suit

D 1 oW 1

Er utilisant les expressions (5.3 ), (%.4 ), (5.5 > il

clecoule

D W Wy wa, 0 = Waea, o B;#W Wowa,u — 2Wa, o + Wy, o

o I o= k=



BU wt.-l-t-:l. b wi_J""l ’ B:'"u wj_‘.]-o-'j_ '_::-thg‘“; 4“"1.4-—1

3, & h dy= h=

Les indices i ,J designent la position des points pivots

comme on peut le voir sur la figure  (5-d)

i=1 1= i i+l i+2
(10D

J+2

Jt+l

) (1) - '
(fig.5.2)

APPROXIMATION PAR DIFFERENCES FIMIES DE L’ OPERATEUR
LAPLACIEN

On appelle - operateur Laplacien 1’ opérateur

Farmondque suivant

F Wy W 1
GHEW e 4 e m s (W 4 W 4 W+ We —4lo ) (5.9)
o u* oy =

Les formules o approximations

!

ordre  superieurs des

derivees partielles sont developpées en utilisant les

ol
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S
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=

1
bt B = LU (500

pe cetlte notation

oo e eas s (uw =

ireant ; % et
(%.4&) et (5.7) pour les dews: dirvections X
RN o LB 4 3 R

_Mfw(m+2h,y)”2w(m+h,y)+2w(H—h,y)*u(m—ah,y)J

Pl o o

=h Pt 3
+2h y)w#N(x+h,y>+6W(x,y)+4w(h h,y)+u( Y

b

on peul gorire (of fig.5-2):

1

Ay #0Wm - Waald

=

(w-v - fl-N; +({)uo '”"fl'um + ul:l.)

(i

A o+ DWla

Mo

2=

L S LF 1 I a0 +&EWe Gbla W)

1
) 2 - bl 1 w:z)
e S, (8F M) e (W + Wa e + EWa
P . 2n=

1

1 \'J:,'*‘N(},'*'u'r'*'uu""fl‘uo ":.: (u‘ ;+U2+N3+N‘,)

<L
b

|

13




N
4

il v Iy«
Ainsi  on peut resumer le
derivées o ordre superieuns
d

2h (0 —————)

P B

dz

m=( )

Pa b

h'.r v w2

BB

e

dx dy=

(=19

0)

dévelopement des différentes
dans un bablean,

L)

(1)

)

(-1)

1)

(1)

(-2)

o m—— o —— % e —— ——

f0



%% Mailllage rectangulaire:

3¢y At dy 2h 3

4Kh

V.5 SOLUTION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES:

Trans formons L sopaatiion

differentiell

e de 1a

Glastique de Lla plague en une équation algébrique.,

Les coefficients de 1 operatewnr sevont representés

st

) (-8) i)

1)

(L (-8 ¢ (-

2D (3D (&)

(Fig.%—4) ()

d%u %M >

v L T e e . R + sy =4

DX D Xy = Ay =

1

VAWa=== L (Watbl oty #Wa ) 2 (WatlW g+ W o+ W e) =8 (W +WatW st Wa) +20W ]

(W

ligne

comme

g2



Une e:-pyesslon gimilalyre Sevi Gorite pour  ochagque noeud
Ae la plague en renant compte des conditions AUR
frontieres, on obhtient Tun Gy &l Eme 4’ dquation 00 les

ipconues sont les déplacements.
partie programation comment on peut

Op  verva dans 1a
automatiquement.

genever 1a matrice Jdes coefficients

v.4 CALCUL DES EFFORTS:

les deplacements sont trouveés ,les efforts

gevont facilement

)

Une fols oue

(moments, efforts rranchants )
saloulés en developant les EHPYressilons ¢ 1.1

v.6.1 LES MOMENTS:

(DU — Wa = Ws 2 ¥ ViBWe ~ Wz = Wa)

(1-v) ( Wg = Wa ¥ We =~ Wz 2

V.6.1 LES EFFORTS TRANCHANTS

Qe o= ()

QY =) R ¢

- W o= W )t ViRl ~ Wa — W) 1

83



V.7 AUTRE MANIERE DE RESOLUTION Dii PROBLEME
On peut résoudre le probléme o une autre maniére

Rans Lo achapitee 1 nous avons detevming une relation

entre les moments Mx et My définis par
My o+ My

M o= N T ) vzw
C 1L + v )

On resoud o abord ¢ M D M

............... “+ AT B = L0
qui donme les moments
En suilte on resoud

2% W > W M
............ . + S S e (%11
Ox® Dy® D

La solution du probléme permet de déterminer les valeurs
e Moelt W ogui satisfonlt e systéame A’ équations
algabyiagues,

V.8 CONDITIONS AUX LIMITES

Les noeuds qui se trouvent sue le pourtour de
La  plague, font appels A des points fickbifs qu’ on peut

connaltre en faisant developper 1la condition 4’ appui

V.8.1 BORD SIMFLEMENT AFPPUYE

D apves ce quil précede les conditions o appuis sont



Ev developpant 1 opérateyrs

W - M/ = )

L) I T W g B W Loem U sy - [ L) " = ()

aves Wa ® Wy = Wy = 0

Wyng = — W A,

Finsi  en  géneral, quand  les  bords sont  simplement

ARy @ le  déplacement o un point d une division au

adeldh de la limite essl & de sidne opposdé oy

déplacement  du point de 1a division & L interieur de la

Limite et symetrigquement et rapport o celle-oi,

V.B.2 BORD ENCASTRE

& bovd encastré doit verifier les denns conditions

on

t nulle, on peut

Fuisque la pente normale au bord e
démontrer  que les  déplacements des points opposes et
Gltugs sur une division de part et 4 autre des hords

sont o

ENLS

oW t*:

Lol < L4a

s Waey = Wawa = 0

T \\

Wawa = Wy oy

Rove  un ens rement  covvespond A une  symetrie [

85



rapport H o oun plan,

v.8.3 BORD LIBRE

Le long de ce bord les moments et les efforts tranchants

sont muls.,

Frno developpant 1M équation (9,112 pour

e yipeaad 1+l ML ROk D Cw 4424y T W PRI A +/ a t W e 44 4+ p]

Le moewd 11 0 Myper = =D W ey am Wy AWy Wy ~4UW g )
Wy, Wygwa + Wowe + Wowr = &, W, = ()

Les déplacements du bord libre sont identique.

Wwem = My = Wy
Bas * 3 s ~ Wasi
PR

Do un bord Tibae B

correspond A oune

gymetrie parv rapport

au point carracterisd

poar W= 1)y

X Fremnple:
Utilisons la  technigque des differences
1

a3 osimplement appuyéds et uniformement chargéa

finies pour analyser la flexion d'une plagque carvése

( )

~e

(F"(:) )

*¥On résoud le 1'7 systeme o dgquations gui est
indépendant du 2%me systeme pour déterminer les  valewrs

Ae Moa 1 ianteriedr de L élément.,

% % s & réaond  le 29 gyateme pour

At ermt e W



Avec les valeurs de M et W évaludes pour chagque noeud on

peut tirer les expressions des moments et  des efforts

tranchants,

h = a 7/ 4% S raeres eeeeeen —— —

En tenant compte de la symétrie, on ne détermine M et W
que pou les noewds 1, 2, 3 (voir fig. %3 ), aux
Fromtiéeres M et W sonlt nals,

Dans une premiére détape on développe 1’'équation

~

C 5,110 ) ad noewds 1, 2 et 3, il en résulte:

Noeuad 1 =4 My o+ 2 Mo = Foh<

i

Noewd 2 2 My - 4 Ma o+ M = Foh=
Noed 3

P
=2
&

!
i
4
=

i

Fah®

Sous forme matricielle

o sl 1 My m o —F gl [ 1 I

0 4 s M:s

132



Dans une seconde dtape on développe L'édquation (%.11)

aux noewds 1L, 2,3 les  moments étant  trouvés dans la

premniéare atapea,

=& Wy + 2 e = ( My h® / D)
2 We o b W 4 Wa Mz h® / D)
G Wa = 4 Wa = ( Ms h® /D)

it
~

Le systeme o équations linédairves gui resulte

& =4 1 ez = (~Fo h*/I)

L[J 4 =4 b
fiprés réasolution du systéeme
r 3 r I

Wy 000214

W e 0.00293

e U.UU#DBJ

La fléeche au centre (Wa) eqst 0,79%
la solution exacte,

Le moment au centre:

C pt.1)
( pt. 2
( pt.3H

est

-
=-11/16
~-7/8

-9/8

moiLns gque

M = ﬂv = L+ v ) My /2 = 00,0047 FPo a*®
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CHAPITRE 6

Organisation de
programme par
difference
finie



ORGANISATION DE PROGRAMMES FAR DIFFERENCES FINIES

{2 Lremplon  de  La métthode des o rdrenoes

pres o on aboutit

drgealemant & un systéns Aol Lons

bl

Corarres aimal tandas, Fros s LLoest dnialilsyg s e e
provaay o un poroaddd automatiogue poor oun el sya b dme
procads doilt pouvoilr s adapter aud caloulatoeurs

oz et fournny an oubee ) des

vrégultats ausst exanls

(RO e i bal e,

Deruzt variantes de programmes ont étéd @laborees.

La  premiére développe 1’'opérateur double laplacien et
vesoud le systéme dont lequel les inconnues sont  les
deplacements.,
I a  deuxiéme développe 1'opédrateur laplacien qui donme
l1ew A un premier systéme dont les inconues sont  les
moments et le vecteur second membre depend uniquement du
Feargement  puis A un second systéme dont les inconnus

it les déplacements et le vecteur second membre depend
devs moments qui sont fournis justement  par le  premier

ot eme
VI.1 DESCRIPTION DU PROGRAMME
VI.1.2 — ENTREE DES DONNEES:

données sont consltitudes principalement
diinformations S les propridétés geométriques,
e aniques ce 1la plague,le nombre  d'édlements A
drscritiser selon une dirvection et le chargement,
Conrvant le cas  de  symetrie de la plague on reduit

i abtude de celle-ci soit au quart soit A la moitide,



O forme 1la matrice du systéme selon le cas des
noends. Four des noeuds qui se trouvent & 1’ interieur de
Pa plague les cosfficients sont génereés automatiquement

cobon Le tableay des cosfficients.

Frean gy A el se  trouvant  aux  frontiéeres une

i Freation des coefficients s’ oppére selon le oas
)

A appud du borvd considere,

On fovme  le  vecteur second membre qui depend

thvauemaent s chargement:
Evubilizant le sous-programme de resolution on

obbarent les momenls,

Hne  fois gque les moments sont obtenus on forme
P wnebegr secand membre 1a matrice étant déja préte et
. aluticn dovne les déplacements,

"

V.1.2.2 DEVELOFEMENT DE L’OPERATEUR DOUBLE LAPLACIEN:

aavs o diveloppement  on génére la matrice des
ceftroients A 1 aide  du tableau  des coeftficients,
cant Pa position  des noeuds & 1’ interieur ou & 1a

o cagae et La rdsolution donme directement
Le b scemernt:

VI . 1.3 —-RESOLUTION:

Les  syatiémes  auxquels on aboutit ne sont pAas
svmeltvigues on utilise aleors 1 algorithme de  resolution

fogauss poue les systémes non symétriques.,

V1.2 FONCTION DU PROGRAMME PRINCIPAL ET DES SOUS-
FROGRAMMES :

VI.2.1 FROGRAMME FRINCIPAL

Part appel aus divers sous-programmes - et imprime les

v ER A b,



UT.2.2 SOUS—PROGRAMMES -

S0US

RSO

FROGRAMMES - FONCTIONS

saovt pour la lecture des caracterige

T epes gueonetriques et mecaniques

Gevere Lo matrice des coefficients selon

le cas d appuie

FRMATL  1-Four plagque simplement appuyée sur
le pourtoun
Z-Four plague 5 trois bord simplement
appuyes et un bord libre,
IePour plague b deux bords
simplement appuyés et deux bords

Tibres,

FrinT4a - Four plaque encastrée sur le
pouytoure

FMATS . Four plague  deux bords simplement
apuyés et

FMATA: Four plague & deux bords simplement
un bord encastré et un libre,

FMAT? . Four plague  deux bords simplement

appuyés et dews bords encastrés,

Four 1a vésolution du systéme

At daquations,

V1.6 APPLICATION DE LA RESOLUTION PAR DIFFERECE FINIE

Pilustroos Le devoulement du  programme dans le

Prume o laage simplement  appuyée ‘et uniformément

a1



Poope deray compte de 1a symetrie de la  plaque, 1'étude
fait  sur le quart de cette dernitre (fig 3) et ceci
o de vecdhinire Je nombre 4 dquation du o systéme  formé,

gl dimdinuae Ta capacité mémoire de 1 ordinateunt,
P abaoed Lo plague B dtudier est devisde en un nombre

finis d'éaléments carrds (la numerotation des noeuds se

Fait par étage)

Liegquation differentielle de 1la ligne élastique o ordre

dquatra ast rerplacde par deux éqguations du second ordre.

LA cConai bions aue limites

s noeuds de la ligne  supevieure ont une  rotation

E L]
R

Wywrn = Wiy
BY Hl*h = Ht—n

Les nosuds de la n*me cplonne ont une rotation nulle
dw Wiwa = Wyeon

Maies = Myi-y

noeuds  de la 1*v* ligne et de la 1*7* ~olorne ont

s odiplacensants et des moments nuls
Yiapevatewr VF aslt développd pour les noeuds de 1a

plague ayant  des moments (respectivement deplacements)

ot nals,
UTl.3.2 FORMATION DE LA MATRICE DES COEFICIENTS:

Lo D moegad G nedkd jusqu’ au onoeud j= 2n
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MJ'O-'H + ﬁ.j-l—l e

4 M,
b Wy
i 4

My

"‘4w‘_|

Myar + Myws + Mywa = 4 |"1J

1 r = TI+:'—'.:

Wawnm + Wiea -

ﬁ_,.,.,., + .: M,j—-—j.
TN el ¢

Woiww + 2 W ey
RS A S i

Wowrm + Wowea + Wiy -

proagd s ment L Jusaqu’ auon
M NS -"}' M NS )

(R | me e
Wawwm Wy
Mywr + Myon

o NEQ-w
H NE ] + l'jJnnf“

M Jer
=1 omentl 44 NEQ-n

u NE L]

b1

noengd g

Mamem + Myea
o m L

u.l-—-n + l'JJ-o-j,

:j H = + :
o MNEG

Wymg + &

oeud j=
+ Myea
LT T
+ 2 My
+ 2 Wy

+ ﬁJ""n

+ uJ""u

- 4 My

"{i- HJ

Mawa =

Wy =

4 W,
NEQ-n
- 4 My
- 4 W,
Lo S 4 ﬁ_j
-l = 4‘
+ MJ-tJ_ H‘j-—-j.
+ Wiea Wy-a

Jusau’ au noeud J=NEQ

4 My

4 Wy,

& M,

4 W,
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e

2 My + Myws + My-a - 4‘HJ
siomen+l {(j4O NER

2 U,,m'-. + w_]-o-:l, + U_.-z - 4 l"J

Ao D noeud  j=Dnel jusqu’ au. noeud j=m-2n+1  (sur  la

solonne 2)

Myer + Myerm + My+vs -~ & My

Wowr + Wae + Wiy = & W,

% - (M reE J=3n Jusqu’ au noeud J=ENEQ-2n

Lot 1o aolonme ni
Miwer + Moy + My—ma - & My
uJ*ﬂ + wJ“n + wJ*l L u..l
G lLes  noeuds A 1interieur  du rectangle dont les

sommeet g

Sred, Aol me2 (n-1) , NEQ=2n-1

Mawr + Myon + Myes + My-2 — & M,
Wowrm + Whn + Wiey + Woms = & W,
Finaiement Lla matrice obtenue est 4’ ordre NEQ X NEQ
30 © NER = nombve de noeud total
EXEMPLE

Goilt une plague carrée (axa),simplement appuyée et
ot formement chargée, devisée .en 64 éléments (BuB): le

[y e ppmay A8



Yuae la symetrie  dua probléme, 1'étude de cette
plagque  se redal au gquart de cette derniére gqui sera
evisdn en 16 é@lénents (4u4)

" opavategy ® eat developpé pour chaque noeud par

le = gs-progeramms FMAT poor aboutiv 3

Flague simplement appuyde sur le pourtour

e MY M A B I DI I e KR

MEEE DYELTS DU QUART DE LA FLAQUE .
SLON O e 4

SELLON QY mmum) &

T

raooooo 200000000 000000
e 1NN DD O0ND00000000000000
l-4 1 0000000000000 000000
2004 1 0000000000000 0 O.U 00
By -4 0 0 0000000000000 .0
DAL I L T R 0100000000 0000
g e l-4 1 7001 00000000000
O g l-4 10001 0000000000
T T R T O O T O A o I
ot 0 A= 0000100000000
e 0 L 00D o-4 000010000000
o oo 1090 l1l-41 0001000000
o 000l 000 l-4 1000100000
OO0 0000%1000I1-4100010000
NHNO0000o0010002400001000
O30 n00100000~40000100
noooooonaoon1o0001-41 00010
Co0ODoo000000010001-410001
0o oao0onooon0o0n1ronnl-410o0o0
o000 o00N1rTonN02snnon

0

- O 0 0 0 0OcC oo o O oo o ©C o

= o0 0O 0o = o0 0 o o 0 o2 o c o S o8 oS o . o

™
et

NN nonnaoonono0o0o20000-40
Do eo0oo0Ccdo0o0onn02000 141

Pt b 0 D0 0000002000 1-41

o oD ooo0onoo00200002000 1-4

o I |

m % N n n N9 nnn oo R n0n 2



Ensuite la résolution du systéme
CA1LCMII=-h#/DILMHMI]

' NOEUD '  DEFLACEMENT !
' 1 0.000000 9

! 2 0.000000 !

! % 2y 0.000000 '

! 4 0.000000 '

! 5 0.000000 '

! 6 0.000000 !

! 7 0.000663 '

' 8 ! 0.001186 !

! 9 0.001515% !

! 19 0.001627 !

| 11 0.000000 !
t12 . 0.001186 !

- ' 13 0.002134 !
# ! 14 0.002733 !
! 15 0.002937 !

e ig 0 0.000000 !

! 17 0.001515% !

! 18 0.002733 :

! 19 0.003507 !

] 20 0.003770 !

! 21 0.000000 = !

! 22 0.001627 e

! 23 0.002937 !

! 2 ! 0.003770 '

' 2 ! 0.0040%% !



ORGANIGRAMME DU FROGRAMME

/FRROGRAMME FRINCIFALE /

T LEC
FMAT T—
4] RESOL

IMPRESSION DES RESULTATS




VI.4 RESULTATS DES PROGRAMMES:

EXEMPLE 1:

ﬂ.“,':.’.l

T T I T I ™

* Flaque simplement appuyée suvy le pourtour %

PR T IR TR IR R P I

PrMALLLAGE ! NOEUD ! MOMENTS ! DEFLOCEMENT

' o8x8

! 1010

] e
S

'18x18

SoL. EXACTE 0 004062

( ‘?"—.‘- [D \

! 4 : 0.062500 ! 0.0032906
! . 9 ! 0.070313 ! 0., 004028
! 25 ! 0.072783 ! 0.004608%
4 36 ! 0.073098° - 0.0040%8
! 49 ! 0.073272 - 0, 004059

' 100 0.073493

0.004061

99



EXEMPLE 2:
' D3VIVIVVIVDVIVIID DIV D DD DDA DDA a1 ) 4}
@ Flaque encastrée sur le pourtour @
100390000000V DNIIVVDDDDDID DD DD D

v 1
|

Ll L b L Ll Ll b bbb s &bl L Lt Lis

|
1

SRR RS

+
NN T,

L G i G i S A G GV 4 i S S L g o O v v

!

alb=1 —

——

' MAILLAGE ! NOUED ! DEFLACEMENT !
(qa*/D )

{' axg ! & !i 0.002604‘ !
St s ¢ oo
amaz t 4s t ooomm
L imas + w0+ ocoier

S0L. EXACTE 0.00126

400



1
f
I
3 EXEMPLE 3.
i HX KK XK KK He 22 KKK e 2K DK I, K KKK
| ¥ Flague avec 2 bords appuyes/2 bord libres x
i -
ﬁ ® y=0 y=b/u=0 x=a *
| LR R R S P T E T LRI TR T T D D R T T T T R R IRV
il
y I
___LI CIDD NI ITVDEIIITIIIIII4 |
| |
by !
I |
| |
- |
alb=1 "‘h"',/////////a// T T ITIII
¥ i

! ! ' MAILLAGE '  NOUED ! MOMMENTS ! DEFLGCEMERNY :

’ _(1a"70)"

J_ . u-:'uJ-- AT TR SIS SR SRS Smn 0 050 mmem aue 4 eer 4RI B804 S04 ete wede bewe'maen Sus GaNs SN oed sede Sewe BeSe BEE A48 Seie seee Sevt Sees S008 evE Sees waas wees e smm cans sees . ahe e een vem
v SRR - 4 ; 0.15%62%0 ! JnEA :

R S J @ ! 0.132813 ; 0.015%198 !

i‘ : ' BxB ! 2 ! 0.126953 ! 0.013%37 !

' 10x10 ! 36 ! 0.126250 : 0.013349 !

8:18 ! 100 s 0.125386 ! 0. 083121 :
u | e ma ddh en sorm weee one sae

| SOL. EXACTE

401

ST T 30 1010 1 T1E o VRl BT ST EEEEEE | s 1T 0 8 ui w1 = T



EXEMFLE 4:

X326 3 e e 202 B N6 K KKK KKK KK e KK MK

x Flague avec 3 bords appuyés/1l bord libre x

SRR R PR e PR Y e T T,

¥

alb=1 + !

T 77 7 7777 777777777
K +
* a

! MAILLAGE ! NOEUD !, MOMENTS Vo DERFLACEMENT

(qa

4/p)

T oup ! 6 0.125000 L 0.015609

' 44 ! 15 : 0.125000 ! 0.013672

' Bx8 ! 4% ! 0.125000 ! 0.013184

' 10x10 ! 66 ! 0.125%000 ! D.013129

ST B ! ?1 ! 0.125000 ! 0.01.

3093

' 18x18 : 190 : 0.125000 ! 0. 01

H2



EXEMFLE 7.

LERERREES LR P PSS I S Iy T T T T T T L T
*Flaque avec 2 bords appuyés/l bord encastré el 1 librex
% =0 w=a fy=0 et y=h *
XK X RN AWK KN KNI KKK K6 B D KK 06 K0 X

y 1
|

j T

L AL i L i i S i G iV i v o & v v o o o e o o el EEE 7

d.,fé, =1

' " maillage ' NOEUD ! DEFLQCEHENT !
' (9a7/0)

. 2%X2 ! 6 ! 0,.0312%0 '

' 4X4 ' 15 0.013672 !

X 8Xx8 : 49 : 0.013184 !

' 10X10 ! &b ! 0.01312% !

S e & e : 21 ' 0.0130%93 !

! 18X18 P10 ! 0.01305%3 !



Gonclusion



CONCLUSION

Dans cette étude il ressort que

Les deux méthodes ont une technique de discrétisation,
ou dont le milieu continu est representé par un certain
nombre de noeuds.

Cependant elles different dans les points suivants

- L'élément fini est entiérement déterminé par le: dé

placements

nodaux a l'intérieur et aux frontiéeres de l1'élément, pa:
contre dans le maillage de la méthode des différences
finies il y a des noeuds 3 l'exterieur des frontiéres

- L'approche de la méthode des éléments finis est bacce
sur une minimisation d'une fonctionnelle =ans qu'elle =ea
refere aux équations différencielles tandis que l'appro

che de la méthode des différences finies est representee
par l'approximation de l'équation différencielle gouver-
nante sans se reférer 3 une fonctionnelle.

On peut dire que les deux méthodes se diiidrent unigque

ment dans le choix des coordonnées généralisées et g
localisation des degrés de liberté.

- Il est également 3 remarquer que la méthode des &]4-
ments finis peut é&tre vue comme une genéralisation de
systémes d'équations aux différences finies.
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