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Introduction

Une des principales difficultés rencontrées dans la comm-

. ande des procédés est la présence de retard qui sont souvent dus
aux caractéristiques physiques du systéme a controler {(con-stante
de temps d ' élements constituants le processus,acquisition -
conversion de signaux,...) et peuvent étre variables. Ces retards
sont souvent la cause des problémes rencontrés lors de
l*application des commandes classiques ( exemple:P.PI1.PID...).
De plus, ces régulateurs classiques sont inadaptés lorsque les
paramétres du processus a commander sont variables dans le temps
et/ou inconnus. lLa variation des paramétres est due, en majorité,
aux chagements des conditions de fonctionnement du processus et
aux perturbations non stationnaires quil agissent sur le procédé.
C’est pour résoudre ce type de probléme qu’a été intoduite la no-
tion de COMMANDE PREDICTIVE.

Nous nous limiterons par la suite au cas non adaptatif,
c’est a dire que nous ne vérons pas l influance des variations
des paramétres du systéme mais celle du retard et des horizons

propres & la Commande Prédictive Généralisée (GPC).
DOMAINE D-APPLICATION D”UNE COMMANDE

Parmi tous les algorithmes établis jusqu’a présent, aucun ne
peut fournir une commande pour n’importe quel systéme. Pour
remplir ce réle, une méthode ou algorithme de commande doit étre

appliquée a:

» Un systéme & phase non-minimale: la pluspart des fonctions
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Introduction

de transfert temps continus tendent, lors de la discritisation,

& exhiber des zéros a4 l ixtérieur du cercle unité.

» Un systéme instable en boucle ouverte ou avec des poles

mal amortis.

» Un systéme & retard wvariable ou inconnu: certaines
méthodes ( exemple: Variance Minimale ) sont trés sensibles aux
hypothéses faites sur le retard et des approches qui essaient de

17étimer.

4 Un systéme & ordre inconnu: la méthode de placement de
pélesiet LQG ( Linear Quadratic Gaussian ) ont de mauvailses
perfofmances 31 1l ordre du systéme est suréstimé.

4& méthode que nous allons proposer GPC surmonte ces
problémes en un seul algorithme. Elle est capable d”une commande
stablé des processus dont l ordre,le retard et les paramétres
varie&t.

ﬂ‘objet de 1 étude présentée dans ce travail, consiste en la
mise fen euvre d’une méthode moderne issue de récents
développements de 1 automatique pour la commande de processus

réel
PRESENTATION DU MEMOIRE

Le Chapitre 1 sera consacre & la présentatidn du modéle
utilisé et & un tours d horizon des algeorithmes de la Commande
Prédictive.

Nous développerons en détail 1l algorithme de la Commande
Prédictive Généralisée.

Dans le Chapitre III nous montrons par des resultats de
simulation 1l éfficacité et la robustésse de cet algorithme.

Nous terminerons ce modéste travail par une conclusion.
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Chapitre 1 Kodélisation et Cozmagde

I-Modélisation et Commande [T.1] (T.2] [0.4]

Un modéle de procédé est un ensemble de relations
mathématigques permettant de prédire certains aspects de son
fonctionnement. Ce modéle doit décrire, avec wune précision
suffisante, les intéractions du procédé avec gon milieu
extérieur. Le type de modéle qui nous intéresse est le modéle qui
nous décrit 1 évolution d'un procédé dans le temps, par rapport
aux contraintes du milieu extérieur: commandes et perturbations.

L idée principale de la commande prédictive est de
transformer le probléme classique de commande de la sortie &
1 instant présent, par la commande d’une prédiction de la sortie

& un ou a4 des instants futurs. Cette notion de sortie prédite

‘permet de prendre en compte 1l effet du retard, pourva que cette

prédiction soit faite & un instant au moins égal & 1l instant
présent, augmenté du retard.

Il est présenté dans ce chapitre, les différents modeles de
représentation; auto-régressif, moyenne-glissant, auto-régressif
4 moyenne glissant et auto régressif & moyenne glissant avec

entrée exogéne respectivement AR,MA,ARMA et ARMAX .

I-1-Modél; .

- . -

. 80it un signal analogique y(t) Qque nous considérons

repésénté par ses échantillons aux instants k,k+1,...,k+p et que

3



Ghapitre | ' Nodélisation et Consande

nous noterons:

| (k) ,y(k+1),...,y(k+p)}

|
Nous supposerons que ce signal est généré & partir d une éxci-
tation u(t), représentée elle aussi par ses échantillons:
{ulk) ,u(k+1),...,u(k+q)}
Un modéle linéaire discret du signal sera une relation linéaire
entre les échantillons {y(k)} et {u(k)} que ncus noterons:

ay y(k)+a; y(k-1)+...+a, y(k-p)=b, ulk)+b; ulk-1)+.. b, u(k-q)

Une telle représentation constitue un modéle ARMA dit d ordre

(P.qaj-
— Le processus décrit par:
Lorsque { e(k),k=...,-1,0,1,...} est un bruit blanc ou séquence

de bruit non corrélé, le processus est appelé processus 4 moyenne
glissant MA.

~ Le processus décrit par
|
|
[

ylk)+a, y(k+1)+...+a,, y{k-na)-e(k)

est appelé processus auto-régressif AR.

— Le processus décrit par:

y(ki+a, y({k-1)+...+a,, y(k-na)=-e(k)+b, e(k-1)+...+b, e(k-nb)

est appelé processus ARMA.

— La combinaison des deux meodéles:

y(k)+a, y(k-1)+...+a,, y(k-na)=b, u(k-d)+...+b,, u(k-nb)

relk)+c, e(k-1)+...+c, elk-nc}
I
|



Chapitre 1 ' Bodélisation et Coxmande

et appelds processus AMAX ( X: éxogene, entrde oxtérieur ).

L utilisation de modéles de type Fonction de Tanfert ( la
pluspart du temps discrétes ) donne une bonne représentation du

processus a commander. De plus qu’il ne nécessite qu’un nombre
réduit de parametres, il permet de situer exactement
17instabilité du systéme. Z0it le modéle CARMA ( C: controlled ):

A(g™) y(&) -Blg)ult-d)+c(gt)E(L)

- g-l:est 1l operateur retard,défini par g-1 y(t)=y(t-1).
- A, B et C sont des polynomes en gq— 1.
“5{E(t)} est une séquence de variables aléatoires non

" corréelées

IZQ iEr!a!q

Lé plus célébre des algorithmes est certainement la commande
a4 Variance Minimale, proposé par Astrdme etWittenmark(1973).
Cette commande est basée sur une prédiction a d-pas en avant, ou
d eat le nombre de pas d’échantillonnage représentant le retard
du systéme. La syntheéese de la commande es8t basée sur la
minimisation d’un critére quadratique, comportant d une part
l"erreur de prédiction de la sortie par rapport a la référence a
l'instgnt t+d, et d autre part la valeur de la commande.

L’ inconvenient majeur de la commande a Variance Minimale est ason
domaine d application relativement réstreint. En effet, il faut
dans ce cas, connalitre exactement la valeur du retard { ce qui
n"est pas toujours évident en pratique ) et disposer d un modéle
de prédiction & phase minimale, c’est & dire & inverse stable.
Or, il iest bien connu que la déscritisation d un systéme continu
a4 invérse stable peut aboutir a un modéle discret & phase non
minimale.

Une solution a ce probléme a été arpportée par l introduction dans




Chapitre | Nodélization et Commande

le critére d une pondoration du terme de commande: ¢’ est la
Commande & Variance Minimale Genéralisée ( ou GMV ) dont le

critére J a la forme suivante :

TJ=-E{(P{W(t+d) -y (t+D))2+0[u(t) ~ult-1)13)/t}

ou:

- E{.} est 1l eapérance mathématique.

- u(t),¥y(t) et W(t} sont respéctivement les vecteurs d entée
. de sortie et de référence.

- P et @ sont des polynomes de pondération.

Deux autres méthodes ont été présentées pour pallier les

rroblémes rencontrés: le placement de poles et le concept de
prediction a Horizon Etendu.
La commande a placement de pdles ne nécessite ni une connaissance
précise du retard, ni un modéle a& phase minimale. En effet, il
suffit d augmenter 1 ordre du modeéle pour prendre en compte
les incertitudes sur la valeur du retard. Le probléme inhérent a
cette méthode est le mangue de robustesse numérique de la
résolution de 1 équation de Bezout ( pésence de facteurs -

communs ).

La notion de commande prédictive & horizon étendu est
apparue comme une soluton aux problémes cités ci-dessus, car elle
fait appel a8 un ensemble de prédictions effectuées sur un horizon
supérieur au retard, d’ou une relative insensibilité & 1la valeur
de ce retard. De plus, les commandes utilisant ce conceprt ne font
ras appel a4 des annulations de pdles et de zéros,ce qui améliore
1 insensibilité des algorithmes résultants par rapport & la
astabilité du modéle inverse.

Il faut aussi noter gque le fait de prédire plus loin le
caompar tement du systeme permet d obtenir des commandes plus

douces et donc d améligrer la reégularité de fonctionnemerit du

6



Chapitre | Nodélisation et Comsande

procede considére.

Parmi les algorithmes présentés, on trouve 1 algorithme de
Commande par Matrice Dynamigue DMC dans laquelle la prediction se
fait a l’'aide d’'un modeéle de réponse indicielle, sur un horizon
egal é l1'ordre du procede. Le critere gquadratigue comporte alors

un terme lié aux erreurs de prédiction.

Remarque:
Nous pouvons dire que les méthodes se différencient par la
maniere dont la prédiction est effectueée, par 1 horizon sur

lequel se fait cette prédiction et par l expression du critére a
minimiser.

[-2-2-2-Critére Quadrati

La commande a horizon etendu est calculée pour satisfaire
l1"identité :

% E{W(t+k) -y (t+k)}=0 avec krd

Le calcul de la commande peut se faire par minimisation du
critére, donc seule la commande u(t) est appliquée zu procédé
( voir plus loin ) : ¢ est le principe de commande & Horizon
Gliggant ( ou fuyant ).
La robustesse de cet algorithme est garanﬁie pour les gystémes i
rhase non minimale si jJ (j:horizon de prédiction) est choisi
suffisamment grand, et la connaissance du retard n est évidemment
pas néCessaire, nous verrons par la suite l influence dua retard
sur le systéme ( voir les courbes de simulation ). Par contre le
fait gu’une seule prédiction j=1 soit utilisée ne permet pas de
stabiliser des systémes naturellement instables.

I Qn reut étendre cet algorithme de la maniére suivante : la
sortie n'est plus prédite a un instant futur, mais & un ensemble d’instants,
depuis t+d, jusgua t+j.

Le critére multipas a la forme suivante :

5 .
J=Y [y(t+i) -W(t+1i)]?
Z; y(t+1 +




Chapitre | Bodélisation el Cousacde

11 es% possible de calculer des prédictions permettant d’ obtenir
des resultats satisfaisants tout en alleégeant le volume de
calcul.

Une approche de commande predictive proposée,consiste a prédire
la sortie du procede a 1l'instant t+j grdce & l'utilisation d’'une

equation diophantienne, sous 1 hypotheése suivante :
u(t:)-u(r:#i) pour 1i»0
La valeur de y(t+l) ne depend alaors que de u(t) et des seéquences
{y(e-1),y(t-2), ... L lu(t-1) ,u(e-2),...}
la commande u{t} eét dedulite en posant :
W(t+j) = y(t+])

La stabilité en boucle fermée est fonction de la valeur de j et
du choix fait pour la séquence de reéference {W(t)). Il faut noter

Que si ) > d, l1'algorithme devient indépendant des variations

passibles du retard. '

Finalement la plupart des algorithmes de conmande a prédiction étendus
sont des cas prticuliers de la commande predictive généralisée,et peuvent
Stre retrouvda par certains choix de paramétres de synthese ( horizon de

prédiction,de commande,ete ).
|
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Ghapitre 11 Cossande Predivtive Sénéralisée

II-1-Mods] tilige

La GPC est 1°un des derniers membres de la famille des
commandes & horizon étendu, et se veut une généralisation de
certains algorithmes.

Le modéle utilisé CARIMA eat une extension du modéle CARMA, dans

la mesure ol il incorpore un effet intégral
Al@?) y(t) - B(g™) ult-d) + C(g™h) E(t) /A avec A-1-g7

Gréice & ce modéle, une réponse indicielle du systéme est
prédite sur plusieurs pas. Une séquence d entrée est ensuite
détérminée, de maniére &4 minimiser 1l écart entre les sorties
prédites et les références, sous la containte que la commande ne
varie pas au deld d'un certain horizon: Horizon de Commande.

Done, la combinaison des notions de prédiction 8 horizon etendu et
dhorizon de commande, rend la GPC peu sensible aux problémes de reﬁard

variable ou inconnu, et de déphasage non-minimal.

I1-2~-SYNTHESE DE L& COMMANDE PREDICTIVE GENERAL ISEE.
[P-1] [P.3] [P.5]1 [P.6] [T.2] [0.3]

Nous allons présenter dans ce Chapitre une approche de

commande qul résoud tous les problémes rencontres dans les autres

types de commandes.
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Commz cela & eté montré dans le Chapitre precedent,

considérons le‘modéle linéaire discret suivant:
A{g?) y(t) - B(g™) u(t-1) + x(t) (I1.1)

ol A et B szont des polyndmes fonctiones de 1l opérateur retard

q—1, ,tel que:

Algt) =1+a,@q+...+a,q™"

B(g™) =by+b,@t+...+b, g™

avec
na - d°(A{gt) et nb = d*(B{qg-1)

Le retard 1 (un) est di & la discrétisation du modéle continu.
Si le systéme posséde un retard différent de zéro, les premiers
éléménts du polynéme B(g-1) sont nuls. Dans 1 égquation

(II-1) : u(t) est la commande ou l entrée du procédé, y(t) est la
sortie ou la variable mesurée et x(t) est le terme de
perturbation gui se présente sous forme d un modele MA

{ moyenne glissant ).

11-2
x(&) = clg™) E(t) (11-2)

ou
Clgt) =1+, @ +...+C g7

|
Dans | cette équation, E(t) est une séquence de bruit blanc a
moyenne nulle et variance finie. En combinant avec 1l égquation
(II-1) on obtient le modéle CARMA.

Alg¥)y(e)=B(gt)ult-1) +C(g™) { (L) (I1-3)

Introduisons un effet intégral, en modélisant le terme de

perturbation x{t) comme suit:

x(t) - clg™®) E(e)/A

10




Qapitre 1] Consavde Predivtive Binéralisée

#(1) représente alors la sortie d'un intégrateur exciteé par une
séquence de variables aléatoires indépendantes {€(t)} de moyenne
nulle;et de variance finie. C(g-1)z=1 et A=1-g-1 est l‘opérateur
de différence, en introduisant x(t) dans 1l équation (IT1.1) nous
obtencns le modéle CARIMA ( voir le cas ou c#l dans [R.1} ).

Alg™) y(t) - B{g™) u(t-1) + E(t) /A (1I-5)

1I-2-2-Prédicton de 1la Sortie,

Pour commander un systéme il faut disposer de la prédiction
sur un horizon donné. Cet horizon a été pris égal au retard dans
le Chapitre 1I.

La commande prédictive généralisée consiste a prédire la sortie
sur un:horizon J supérieur au retard. Réecrivons 1"équation
(II-5) & 1 instant t+j:

, B{gt) ; Elt+7) .
y(t+3) = u(t+j-1) + (II-5°)
Algt) Algt)yA(g)
avec
- aTiB(q~1)/A(q-1) Fonction de transfert relative a la
sortie et 4 la commande.
- 11/A(Q‘1)A(q—l) : Fonction de transfert relative a la
sortie et a la perturbation aléatoire
E(t)
Le terme { E(t+3) / A(q-1)A(q~1) } dépend de (ECt+3), ..., E(t+1),-

E(t),E(t-1),...}. Les termes { £(t),&(t-1),...)} peuvent étre
calculés & partir de l'information digponible & 1 instant t c’est

4 dire & partir des mesures

{ y(t),g(t—l),...} et des commandes { u(t-1),u(t-2),...3}. Les
termes { E(t+d), ..., E(t+1) 1} constituent la partie non
prédictible.

- Pour expliciter analytiquement cette décomposition,introduisons

l7identité polynémiale suivante:

11



(hapitre 11 Coasande Predivtive Givéralisée

1 - By(@™) Alg™?) A(g™) + g™ F,(g™) (I11-6)

obtenue a 1 aide de l“algorithme d'Euclide gui permet
d effectuerla division de 1 par le polynéme A(g—*)A(g—*) jusqu’'a
l'ordre j. Par la suite nous proposerons un algorithme recursif
(II-4) donnant les coefficients des polynémes E; et F, ( le
programme sera donneé en annexe [1] ).

Nous podvons ainsi remarquer que les polyndmes E, et F, sont
définig uniquement par A(g—*) et 1l intervalle de prediction j.

Tel gque

d°(E(g™)) - j-1 et d°{FP(g-1) - d°{(A(g-1))

31 1l équation (II-5°) est multipliée par Es(g-2)A(q-1)A(g9-1) on
obtient la décomposition de 1l information connue et celle gui ne
l’est pas

Eyj(qgh) Alg) A(g ) y(t+3) =By (g™) B(g™) A(g™) u(t+j-1)
+ By (q7t) §(t+])

et substituant Es(a-1)A(g-1)A(q-1) de 1l équation (II-6) on
obtient

y(t+j) =-E, (@) B{g ') A(g™) +F;{@g ) y(£) (11-7)
. +E (g™t) §(t+7)

r

comme Es(g~1) est de degrée j-1 les composantes du bruit sont

toutes dane le future.

IIBD" . I- i E -I. I Q I- ]

I
1

Pour déterminer le prédicteur optimal nous devons minimiser

le critére quadratique au sens des moindres carrés

Iy (te3) -9(t+3/ )13
G=E Y 0qH5)= 07

12



Gapitre i1 _ Cossasde Predivtive Généralisée

- E{.): represente 1'éspérence mathématique.
— Plt+i/st):ireprésente la sortie a 1'instant t+3
connaissant celles jusgu’a t.

- y(t+)) : reprécente la sortie a t+j.

. J=Bl[G;(g™?) Au(t+j-1) + Fyy(t) -p(t+3/¢t) +B;E(t+j) 12
| avec Gy(g) -E;(g!) B(g?).

=~ J=El[GAu(t+j-1) + Fyy(t+F/)12 } + E{[E,(q) E(£+7)]1%}
+2E{ "doubleproduit ).

Le critére J doit étre minimisé doit donc soit procher zéro.

Le terme contenant le double produit est égal & zéro parcequ”il
n'y a pas d’intércorrélation entre les signaux y(t) et E(t). Le
deuxiéme terme étant constant, donc pour que J soit minimal il

faut que le premier terme soit égal & zéro, ainsi nous aurons:
Gylg™ ) A (g™ Y ult+ -1) +F (gt y(t) -P(t+F/t) =0

Le prédicteur optimal au sens des moindres carrés de la sortie
compteltenu de l information disponible & 1°instant t est donné

par:

ye+rJ/t) = Gy{g ) Au(t+]j-1) + F,(gt)y(t) (II-8)

Dans le développement de certains algorithmes de commande
prédictive une seule prédiction est considérée v(t+k/t) ol k est
le retard du systéme. Dans la Commande Prédictive Généralisée
GPC, nous considérons un ensemble de prédiction &4 Jj-pas, ou jJ
varie dans un intervalle appelé horizon de prédiction. Pour j <
k le prédicteur 9(t+j/t) dépend entiérement des données
disponibles, mais pour j > k des hypothéses doivent &étre faites
sur les actions de commande future.

» Cette hypothése est 1°idée principale de 1’approche par la

commande prédictive généralisée.

13



Chapitre 11 Comsande Predivtive Généralisée

du(t) G,(g—*)gs—=

y(t+3/1t)

yee) § Fsat)
|

» Schéma bloc du prédicteur optimal .

Au(t) — q—*B(gq—=*)

4+

Alg~1) e y(t)

+

E(r) 1/t=g..=1/(q—*)

» Schéma bloc du systéme.

Comme cela a été énnoncé dans la section (II-2-2) nous

proposons un algorithme pour la résolution de 1°équation
(II-6).
L”implantation de la GPC nécessite la résolution de 1°équation de
Diophantine. Son développement ne présente aucune difficulté du
point de vue mathématique. C’est une résolution itérative qui a
été développée par D.W.Clarke.

Considérons l”égquation suivante:

1- Ej(q-l) A(gHA{g?) + q'JFj(q_l) (II-9)

gupposons gue Es(g-1) et Fj(g-1) sont connus et cherchons 4a
caleuler Ei+1(9~1) et Fsv1(g-1). ces deux polynémes doivent
vérifier l"éguation (II-6) pour j+1

!

1 - B (@M A(gh)A(Q™) + ¢ U F,, (g) (II-10)

14
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Ghapitre 11 Comaands Predivtire Généralisée

faisaﬁt la soustraction de I'equation (I1I1-10) et (II-2) on

obtient ;
0 - Alg) A (g )ME,,, (g71) - E, (g1}
+ @I gtR, (@Y - Fy(g-1)}

Es{(a~1) et Ejg+1(g~1) étant respectivement de degrés j-1 et
Jd, la différence ( Es+1(g~1)-E5(q-1) } est de degré j.

Ecrivone cette différence sous la forme:
Ejalg™)-E (g) = R(g™) +r,977
de telle sorte que:
0 - A(g™)A(gH)R(g™) +q¥{ gIF,,, (g%) - F,(g™) +Alg™) A () Iy}

pour
R(q-1)=0 (II-10-1)

Fyu (@) = qlFy(g?) ~A(g™H) A g ) r,) (II-10-2)

d'ou les récursions qui permettent de calculer les coéfficients
des polynémes Ez+i1(a-1) et Fi+1(g~1) connaissant les rolynémes
Es(g-1) et Fs(g-1).

posons:

Fj(q-l) - fj.o L fj:l * se. *+ fj.ﬂ‘.

A(gt)A(g1) - a8 +a, gt ...+ a;;::"“

Deg éqﬁations (IT-10-1) et (II-10-2) on obtient:
I

rs=fs.0 (II1-11-1)
fyv1,1=Ff5,441 — as+1irs (i=0, ...,na) (II-11-2)

Les conditions initiales étant pour j=1

1=-E(gHA(gMA(g?) + giF, (g™) (II~11-3)
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Chapitre 1] Cossazde Predivtive Généralisée

Le coefficient a.,* étant eégal a 1, pour gue cette identité soit
verifiée, il faut que le coefficient e,., de E,(q*?) soit egal
a 1. Comme le degre de q-= Fi{g—*) est egal au degre du polyname
(A(g~1)A(g~1)), le degré de Ei1(gq-1) doit é&tre égal a

zéro, ‘donc :

E(g™t) -1 By (@) = By(g™?) + g7r, (IT-12)

Fo(g™) = g1 - A(g V) A(g™L)) Gj1(g@™) = B(@g) By, (g!) (II-13)

Le programme suivi d un exemple numérique est présenté dans
l"annexe [2].

L objectif de la lois de commande prédictive est de conduire

la sortie future du systéme y(t+J) a W(tﬁI), comme c est illustré
dans la figure 1 -

£isr Hae prediles

1 L [l 1 I up A
I &7 17 teivm ~H2 -

COME TS profaied

fig 1: référence, commande et sorties dans GPC

16
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Ceca est fait en utilisant une approche d’'horizon fuyant par
laguelle a chaque instant d'echantillonnage t on a :
» la sequence de réference future est calculee.
» le modeéele de prédiction (11-8) est utilise pour génerer
un ensemble de sortie ¢(t+j/t) predites avec 1'erreur de

prediction
e(t+j) = W(t+J) - p(t+j/¢t)

*» une fonction quadratique appropriée (I11-14) des erreurs
futures et des commandes est minimisée, en tenant compte
qu’aprés un certain ° Horizon de commande ° tous les
incréments de commandes futures sont égales & zéro.

» seul le premier élément u(t) de 1la sequence est appliqué
au systéeme, ensuite tous les vecteurs de données sont
décalés ( voir proceasus de décalage dans [R.2] ) de
telle sorte gque les calculs peuvent étre répétés au

rrochain instant d“échantillonnage.

La loi de commande prédictive considérée par GPC est

associée a4 la minimisation du critére guadratique suivant :

52 N2
J(N1,N2,t) -E{f‘: [y(t+3) -W(e+3) 12 + ; A [A(g M u(t+7-1))%
! = S

(II-14)

» W(t+j) est la séquence de réference future supposée

| connue d”avance.

v

Nl est l‘hprizon minimum de prédiction.

v .

NZ est 1 horizon maximum de prédiction.

v

A(J) est le terme de pondération sur les incréments de
; commande future.

Dans la section (II-8) nous verons la minimisation du critére
(II-14).

17




Chapitee 1] Coamande Predivtive Géniralisse

II-7-Calcul du Preédicteur a 1—-pas

Revenons a 1 ' expréssion de la sortie a l'instant t+j

(II-7) elle s~écrit -

y(t+l) = G (g™ Aul(e) +F (g ) y(t) +E (g ) E(t+1)

y(£+2) = G (g™ Au(t+1) + B (g V¥E, (g 1) E(£+2)

Y(E+N2) = G (q™) AU(E+N2-1) +Fyp (g7 y(t) + Eyy (g-*) £ (£4N2)

dui consiste &n trois termes - un dépend des actions de 'commande
futuﬁe { a4 determiner ), un autre dépend des commandes connues
£t le dernier dépend des signaux de bruite futurs ( qui sont
les termes imprédictibles ). L e
prédibteur 4 Jj-pas de 17équation (II-8) peut é&tre écorit sous
forme matricielle, et cela dans le but de :
» faire une preédiction en terme d’incrément de
commande .
» décomposer la sortie prrédite en deux termes
= un deéependant des commandes futures
— l7autre ne comportant que des signaux connus a
17instant t.

Soit
Y(t+3/t) = g, (t+d) + p,(t+7/t) (II-7-1)
nous avons :
Plt+3/ L) = Gy(@™) Ault+d-1) +F, (™) y(¢t)
en effet

-1y o lnq-jFJ(q.‘l) . -1} = B(g-!) E.(q-?
Ey(g™) A(gD AT or:  Gy{g™) (g~) ,(q )

18




Chapitee 11 Coasande Predivtive Généralisée

aonc

l-q’le (q-l)
A(g)A(g?)

Gs(g™) - B(g™)

Le polynéme Gs(g-1) peut étre décomposé en deux parties :
Gy(q™) = G (g™ + g7G,(g™?)
avec

éj {g1l) = -0 - X s SN +gj_1q'(3"1)

51(‘1'1) = Gpo¥ 9@ttt Gy Y

donc :

y(t+3/t) = G(g) Au(t+i-1)+G(g™) Au(t-1) +F (@) y(t)  (II-7-2)

En identifiant 1°équation (II-7-2) a (II-7-1) nous aurons
- ?1(t+j)=§h(q—l)ﬁu¢+j~l) : fonction de la valeur prééente de
la valeur présente et des valeurs
futures des des incréments de
commande [ Au(t+i) ; iz0 ]

- ?2(t+j/t)=E}Au(t-1)+Fd(q*l)y(t): fonction des données

disponibles & 1l instant t.

Considérons maintenant la séquence { f(t+1),£(t+2),...} qui
est fonction des données disponibles a 1 inatant t mais,
seulement, il faut réecrire E}:qJ(G;—aﬁ) ce qui nous permet

d”écrire le prédicteur & j-pas sous forme matricielle.

Donc

Y - GU+f (11-7-3)

19




Chapitre 11 Comsande Prediviive Gézéralisée

avee tous les vecteurs

sont de dimension
1l hypothése que gis=gs; pour J=0,1,2,...<i

(N2x1} sous

Y~ [P(t+1),P(t+2), ..., P(t+N2)] T

- [Au(t),Au(t+1),...,Au(t+N2-1)] T

= [£f(t+1),£{t+2),...,F(t+N2)]) 7T

done 1l expresgion (II-7-3) devient -

—

. _ _
ry(t+1/t) [ 9 e e . O rAu(t)
y(t+2/t) 9, 95 - 0 ' Au(t+1)
y(e+N2/t) Iva-1 Gazz - - Do Au(t+N2-1)
[ (G-gAu(e) + Fy(t) » ]

q(G-g,-g, @ ) Au(t) + Fyy(t)

.

T CaGo=91@7 -+ - =Gy @ WD) Au(L) + Py (£)
g

Sachant que ;

Y~ GO+ F avec U=~ AU

ol tous les vecteurs sont de dimension (N2 x 1)

Y- {P(t+1) ,9(t+2), ..., P(t+N2)] T

U- [Au(t),Ault+1l),...,Au(t+N2-1)] 7T

20
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£= [£f(t),f(t+1),...,f(t+N2)} T

- La matrice G est triangulaire de dimension N2 x N2

(% 0 o0 ... 0]
9 g 0 ...0
¢ - [~ G G- . . 0
Ing-r Ing-2 » » + 9@1

Il est & noter que &i le retard du systéme est k > 1 les

Premiéres k-1 lignes de G seront égale & zéro

W - [W(t+1),W(t+2),...,W(t+N2)] T

Le critére (II.14) écrit sous forme vectoriel est le suivant:

J= BE{(Y-W) T(Y-W) + A0}

- {(G[?'*f—W)T(Gﬂ-rf-W) +A 0T (I1.16)
aJ
o9 _
‘3 o d
_ -w) T - - N T -
3A (GAU+£-w) T{GAU+F m+aAU(GAU+f W) (GAU+ L WMI+2AAU0 - 0

= GI(GAU+f-W)+G(GTAU+F-W) T+2 A AU - 0
~ 2GTGAU+2GT(f-W) +2AAU = 0

= (GTG+AI) AU+GT(f-W) -0

AU « (GTG+AI)1GT (W-F) (I1.17)
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Chapitre 11 Cossande Predivtive Gévéralisée

La premiére commande est -

u(t) = ul{t-1) +g7(W-£) (I1.18)

ol §T§est la premiere ligne de (GTG + AI)-1GT

La loi est utilisée dans le eens de 1’horizon fuyant : le
bremier élément Au(t) est calculé et éxecuté pour donner la
commande u(t)=u(t-1)+4u(t), et a 17instant t+1 tous le calcul est
repété pour avoir Au(ty) (ti=t+l) ( voir 1l organigramme de la
commande dane 1 annaxe [3] ).

La matrice constitué dans l"equation (I1.17) est de dimension NZ
X N2. La puissance de la GPC réside dans 1 hypothése faite a
propos des actions de commande futures. I1 est supposé, qu’aprés
un certain "Horizon de Commande” NU au dela duquel tous les
incréments de commande sont pris égaux a zéro. Ceci dans le but
de ne pas laisser 1"équation (II-17) choisir librement 1la

commande a appliquer au systéme.

Soit :
i Au(t+j-1) = 0 F>»NU (I1.19)
i
r go - » 0
S 9 - .
G, = .. .
L ] - go
Oxz-1 Inz-3 - ﬁwqgj

22
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Cela implique que la matrice G est de dimmension N2 x NU

Donc

2 - (GIG,+AD'G (w-p (I1.20)

Ce gui nous simplifie les calculs puisque la matrice a
inverser est de dimension NU x NU.

Remarques
» o1 NU=1, (GiTG2+AI)-1 se réduit & un scalaire dont

l7inversion ne pose pas de probléme.

» 31 1 < NU < N2 le probléme d inversion se pose puisque
(G1TG1+41) n"est plus un scalaire mais une matrice ce
qui rend les commandea plus actives, et , la réponse du

;systéme médiocre nous vous invitonas a voir les courbes
de simulation dans le Chapitre 111 dans le cas du
réglage de la vitésse d un moteur & courant continu
(MCC).

i sdiction Nl -

Intrduisons dans la matrice Gi1 le retard du systéme d et
l"horizon initial de prédiction, nous verrons que d énormes
calculs seront simplifiés puisque nous ne considérons qu’une
partie de la matrice Gi.

aoip
f = [ft+ND),... fi1+N))T

U = [Au(@),....Au(t+NU-D}T
de di@ension ( (NZ-N1+1) = (1) ) et ( NU X 1 ) respectivement.

La matrice G1 devient

de dimension ( (N2-N1+1) x (NU) ).
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Capitre 1 Consarde Predivtive Gisiralisée

rl;xpd-l Bnigz v 8 0 . o .. 0
8vi-d 8Nt - - & - -

G, - e e .
8vi-a-t Bnidz - v ¢ e e 8Nn2-d-NU

Structure de reglage ROT :

La formulation de la loi de commande GPC sous la forme canonique
R3T (voir fig.l) permet d ' étudier ses caractéristigues et ses
spécifications de commande ( voir annexe - - '1 }. Pour cela

on doit d’abord écrire la loi de commande (11.17) sous la forme

o -~
Yime Yime + - - Tim W(HNI)-f(hNI)T
Yomi Yawir - - - - Yam
Augp) - [100...0}
Yvom: Yaumzea + - - - Yause| |WU+N2)-f+N2)

On obtient la somme

N2
Au() = Y, 1 W) -fel) |
J=N1

ou  Yi3 : (i,J) = [(1,NU)(1,N2-N1+1)]
Ce sont les éléments de la matrice I’ définie par

‘T = (GG, +AD'G]
En introduisons 1l expréssion W(t+J)-f(t+J) de 1l équation

(II-7-3) dans la somme ci-dessue, on obtient ;

N2
Au(®) = Y ¥ AW+)) - g (Da ™" Bul) - F ()]

J-N1
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Chapitre 11 Cossande Predivtive Généralisée

N3 N2 N3
Au(n)+ E Yugjh(’)q-lAu{r) + E Y;,W)J(f) - E Yy W(t+j)
NI N jNI

N2 N2 N2
Au@1+ ):,: n,g,,.(l)q"hX; Y FOYO = Y v, Wi+ 1)
J-N. J=N

J+NI

Donc les polynomes R.S.T sont :

- N2
S -1+ v,8,00q!
J=N1

N2
R - EY}JFO)

Jj=N1

N2
T =
P

Le Schéma bloc correspondant & cette représentation est
donné par la figure 1 [P.8].

La structure de la commande numérique de la GPC est représentée
sur la figure 2 {P.8].
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Chapitre T11 Application de 1a gpe

Dans ce Chapitre nous nous Proposons d appliguer

1l algorithme de la GPC & quelques systémes particuliers:

- systéme & phase non-minimal.

~ moteur & courant continu.

Noue étudierons 1l influence des parametres NZ, N1, NU et &
gur la qualité du réglage ( sortie et commande ). Dans les
exemples présentés, Ll entrée de référence est un signal en

éscalier représenté dans la figure ( fig.3.1 )

Dans cette section nous allons voir 1 effet du retard pour
un systéme a phase non-minimal NMP et 1”influence des horizons de
commande et de prédiction ainsi que du coefficient de pondération

sur la réponse du systéme.

Un systéme 4 phase non-minimal est un systéme dont les

zéros en boucle ouverte sont a l exterieur du cercle uniteé.

- -~ s

Proposons-nous d’étudier un systéme & phase non-minimal de
premier ordre dont le zéro est & l exterieur du cercle unité
( zo=—2 ) et de pdle stable ( po=0.9 ).
soit :

- 1+2g*?
Flgl) - ——*<d
q 1-0-9q-1
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Chapitre 111 Application de Ia gpe

Pour ce systéme nous allons déterminer lea paramétres de la
commande & partir de 1l algorithme établi dans 1le Chapitre
précédent pour un certain horizon de commande et de prédiction.
A titre d exemple nous prenons de petite valeur de N2 et de NU
pour de simple commodité d”écriture, et nous déterminerons les
paramétres du régulateur RST juste aprés la détermination de
u{t).

I111-1-3-Dimepsionnement du Réglage.

Le cas N2=3 , N1=1 , NU=3 et A=0 est simulé, la matrice Go

&établie dans le Chapitre II s écrit comme suit :

1 o 0
GO' - 319 1 0
6.51 3.9 1

Le cas le plus agréable pour obtenir de bonne sorties est comme
nous lfavons déja énnoncé dans le Chapitre II est pour NU=1 .

Soit NU=1 le terme (GoGo + AI) se réduit a4 un scalaire dont
l'invefse est : '

1

* AI)™ = —=
(Go'Gy + AT) 58.590

et la matrice Go de dimension (3 x 3) devient un vecteur (3 x 1)

G, - [1,3.9,6.511]1F

pour ce cas bien précis nous pouvons établir 1 éxpression de la

commande a appliquer au systéme ;

Au(t) - -5—8—174-2—1-{11.4157-34.357y(c) +23.447y({t-1) -52.104Au{t-1))

Détermination des polyndémes R(g—1) et S(a—1) .

En se basant sur le schéma de la figure 1 du Chapit?e I1 on

déduit 1la forme du régulateur ;
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R{g™) Au(t) = w(t) - 8(gt)y(t) (1)
Au(t) devient

Au(t)-0.017(11.41W-34.856y(t)+23.446y(t—1)—52.104Au(t—1))
d’ot :
(5.181+4.585@ 1) Au(t) - W-(3.053-2.062g)y(¢t)
par identification & 1°équation (1) on a :

R{(g™) = 5.181+4.585¢g™

S(g™*) - 3.053-~2.062¢™

On obtient les pdles en boucle fermée en considérant l°équation

suivante;
RAA + g"1SB - (1-0.436g™) avec p-0.436

Nous pouvons remarquer gue le pdle en BF est stable et cela est
di au bon choix des horizons N2,NU.

— De plus amples détails de calcul en annexe (4 ).

ﬂa simulation a été faite sur un horizon de 2000 pas de
calcul dans lesquels le systéme répond sur 5 périodes. Sur la
premiere période, le systéme répond a la commande établie dans le
paragraphe (III-2-3). Pour les autres périodes nous intoduisons
au systéme un retard;

— 2eme période — d=1

- 3eme " - d=3

~ 4eme - d=5
Tout ceci dans le but de voir l1"éfficacité de la méthode GPC sur

le retard.
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sdicti

Le systéme est simulé pour plusieurs valeurs de 1 horizon de
prédiction NZ avec N1l=1. Les courbes correspondantes aux sorties
et auxicommandes gont représentées ci-dessous. On en déduit que
i 1l intervalle de prédiction est assez large [N2.N1l] le systeme
répond avec un écart permanent considérable mais dés qu’on
augmente le retard cet écart digparait et le systéme répond trés
vite, on peut aussi constater que plus N2 augmente (>d°9B(gq~1)) le
dépacsement diminu, voir les courbes de simulation sur les
figures ( fig.3.2 ) - ( fig.3.9 ).

Ce coefficient n“a aucune influence sur la réponce du
systéme, dans la mesure ou toutes les commandes sont bonnes (et
réalisables) il n'y a pas lieu de les pondérer. Toutes les
courbes relatives & cette section sont identiques & celles des

figurese 1 & 8 du paragraphe (II-2-5-1).

-

Nous pouvons annuler l”ecart permanent obtenu dans la
section (II-2-5-1) sans l-introduction du retard. Ces résultats
sont comparables aux résultats obtenus par l horizon étendu de
Ydstie 1984 [P.7] qui est un cas particulier de la GPC.

Les résultats de la simulation ont été faits pour différentes
valeurs de N1 avec les valeurs de N2 correspondantes & la section
(II-2-5-1), pourvu gue N1=N2 voir figures ( fig.10 )

- ( fig.3.15 ).

Les résultats de simulation ont montré que, pour un systéme
a4 phase non minimale, la prédiction doit étre & un pas dans le
futur (N1=N2) ou A& un instant du degré de B(q~1). L7introduction
du retard pour le méme systéme (NMP) entraine une annulation de
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1’écart permanent dane le cas ol N1sN2.

_courant continu.

La fonction de transfert échantillonnée du moteur muni de
son reglage interne de courant est du deuxiéme ordre représentee

comme suit.

0.04072g~* + 0.03210g72

P(g™?) -
g 1 - 1.417g™ + 0.489g7!

Elle pfésente un retard de d=1 du & l’échantillonnage, un zéro
stable zo=0.788 et deux pdles stables pi=0.82 et p2=0.58

- . Y -

Les figures ( fig.3.16 ) =~ ( £ig.3.21 ) montrent les sorties
et les commandes pour N2 respectivement égal & 3, 10 et 20
représenté sur une péricde.

Lz sortie du systéme ( vitesse ) s ’améliore lorsgue N2
augmente, ceci est confirmé en obgervant la commande qui devient
de plus en plus douce. Le temps de réponse, par contre, augmente
avec N2, ce gui est un incovénient, mais nous verrons par la

suite ( III-2-4 ) comment remédier a ce probléme.

La variation du retard est intoduite au systéme de la méme
facons que celle décrite dans la section simulation du sous
Chapitre III-1. Nous avons fait la simulation sur plusieurs
periodes avec lee paramétres N2=20, N1=1, NU=1 et A=0 .

Le systéme subit les retards suivants:
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Chapitre 111 Application de la gpe

— Z2eme periode d=2
" d:S
— 4eme o a=5

- 3eme

La figure ( fig.3.22 ) montre la réponse du sustéme subissant
différents retards, nous pouveons ainsi dire gque le systéme est

ineensible au retard, ce qui était prévisible.

En prenant N2Z=3, N1=1, NU=1 nous avons présenté sur les
figures (fig.3.16) , ( rig.3.17 ) pour 4 =0 et les figures
( fig.3.23 ) & ( £ig.3.26 ) respectivement pour A =0.01 et

De différents éssais ont montré qu’il y a une plage de
variation de &4 dans laquelle les performance sont bonnes,
( O.Di( A < 0.008 ) en dehors de cette plage celles-ci se
déteriorent.

Ceci est dii au fait gue 4 introduit une pondération sur la
commande ( voir équation ( II-17) ) qui peut 1l adoucir &
condition gquelle ne soit pas trop forte, la commande devenant

alors insuffisante.

- - - - -

Pour d:l, =0, N2=20 et RNU=1 on wveit sur le tableau

représenté ci-dessous que le temps de réponse diminu lorsque N1

augmente.
N1 1 5 10 15 20
tr 29 28 26 . 24 ) 21

tr étant le tempé de réponse du systeme

Jusqu”ici toutes les simulations ont été faites pour NU=1.
Les figures ( fig.3.20 ) et ( fig.3.27 ) montrent la réponse du

32



Chapitre 111 Application de la gpe

systéme pour NZ2=20, Nl=1, A=0 et NU=1 puis NU=2. L augmentation
de NU entraine une forte détérioration des performances. Ce
probléme peut étre résolu en introduisant une pondération

adéquate A=1, ce qQui est représenté sur la figure ( fig.3.28 ).

Mis & part le retard d, les paramétres N1, N2, NU et A ont
une grande influence sur les performances obtenues, il convient

v

donc de bien les choisir.
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Lorclusion

CONCIUSION

L‘algorithme de la commande prédictive généralisée qui a
fait 1l objet de cette étude peut &tre présentée comme une

géneralisation de quelques algorithmes de commande prédictive.

En effet, les résultats obtenus par ces algorithmes peuvent
étre facilement retrouvés par un choix adéguat des paramétres de

prédiction et de pondération.

L étude prar simulation de quelques exemples a montré la
robustesse de 1 algorithme de commande prédictive généralisée par
raprort aux variation ( méme importantes ) du retard dans le

aystéme.

Les performances des systémea par la commande prédictive
généralisée sont grandement influencées par le choix de la
ponderation de la commande et de 1 horizon maximal de prédiction
NZ. Uhe grande attention doit donec é&tre accordée a leur

détermination.
De par de large choix des paramétres N2, N1, NU et A la

commande prédictive généralisée offre de grande possibilités

d'utilisation dans le réglage des systémes 4 retard variable.
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Annexe

Anngxe 1

Cette annexe examine la relation de N2 et les pdles en
boucle fermée. Considérons le systéme & rhase non-minimal

suivant:

(1+a,g ) y(t) = (byebgl)u(t-1)

{(1-0.9g V) y(t) - (1+2gt)u(t-1)

par la relation de récurence présente dans le texte ont obtient:

Or = 1-a@16, § £y = 1-Ly ; £y - @4, .

Les pramétres du régulateur sont.

9 =-by -1 ; g, =b ~2

e

g, - 6.51 Gy = 5.42

bl

Supproson que NU=1 nous allons voir 1l effet de N2 sur le calcul de

la commande. L expression de la commande est:
Au(t) - (3] g, (W- £,y (t-1) - £,y (£-2)) ~g,,Au(t-1) /Y (g,)?
pour un régulateur de la forme suivante

R(g™)Au(t) - Ww(t) - S(gt)y(t)




Asnexe

avec,

g5 = 291:,,/2 g1 ¢ 85 - Eguuf):g;

ry - 3, (90%/3 9, i 1 -3 9:94/Y,9;
Et leé pbles du systéme en boucle fermée sont donnée par:
| RAA + ¢7'SB
pour 82=1;
RAA + @18B =~ (1 + 2q@q™)

~

pdle instable
pour N2Z=2 ( c’est a dire superieur au degré de B(q-1) ).

RAA + g'1SB = (1-0.09qg™)

pdle dua systéme stable.
Pour N2=3

RAA + g71SB = (1 - 0.416Q-1)
pole de nouveau stable

Remarque.
pPlus on aughmente N2 plus on obtient de pdle stable.



ANNEXE 2

PROGRAM DIOPH;
USES CRT;
var
a,f,e:array[0..10]cf real;
i,i1,j,.n,jl:integer;

r:rgai;
begin
CLRSCR;
for i:=1 to 10 do
f[i1:=0;

write{"n= “);readin(n);
for i:=1 to n do

: begin

r write{("af”",1i,"]= “); readln(alil});
end;
al0]:=1;

a[n+13:=-aln];
for i:=n downto 1 do

afi}:=afi1}-al[i-1] ; {calcul ax}
for i:=0 to n do
fli):=—ali+1]; {calcul f1,i}

for 1:=0 to n do
writeln( " f(",i,”)=",f[i)," °);
e{0]:=1;
writeln( e(0)=1");
write(“j=");readln(j);
for jl:=1 to j-1 do
begin
r:=f10];
for i:=0 to n do
flil:=fli+1)-ali+1]*r;
eljll:=r;
for i:=0 to n do
wreiteln( " f(*,1i,")=",f[1i]," )3
{affichage}
for i:=0 to jl do
writeln(“ef[”,1i,71=",e[i]),” 7);
readln;
end;
end.

|

pour A{q )=1+0.8g +0.15q et N2=4,N1=1,NU=3.




|

n= 2

afll=
al2]=
- f(0)=
f{i)=
f(2)=

0.8
0.15
1.99998999999818E-0001 -
6.50000000000546E-0001
1.50000000000091E-0001

e{0})=1

j=

3
£f(0)=
f(1)=
f(2)=
e[0])=
el[l])=

£(0)=
f(1)=
f(2)=
e{0])=
e{l1]=
el2]=

6.90000000000509E-0001
2.80000000000200E-0001
3.006000000000011E-0002
1.00000000000000E+0000
1.99999999999818E-0001

4.18000000000120E-0001
4.78500000000622E-0001
1.03500000000167E-0001
1.00000000000000E+0000
1.99999999999818E~-0001
6.9000000000050SE-0001



ANNEXE 2

Annexe 3

ORGANIGRAMME DE LA GPC

A(Q™") , B(a™ )
NU , N2 , ~ , W(J)
kmax
1
Calcul de

E. , F , G =E .B
J J i i

Y

Former les matrices
T T -1

G, G, 6= (G.6")
Y

Initialisation
k=1,u=0,y=0

!

£(3) = g,,(3)-(ul1] - ul2]) + [£,1.v(k)

» *
w E(3) = w(d) - £(3)

{ oui

Jj £ N2
»
non
u(j) = G,G-E
Y
u = u(l)
{ k = kt+1

Afficher v , w , u p—
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