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t'oty'ct de notre travail consiste en @'étude des plagues pat fa méthode des
ements pins |, c'est @ dite La determination des deplacements et des
contriaintes en un poinl gquelconque de La plaque soumise a un
charcgement  quelconque eb avec  divenoes Conditions aus Limites .
Ce braval montrne en outrne Comment on peut nesoudrne .un probleme de
plaque bien detoxminé et ceci  pat  plusiewws voies dippérentes
aboutissant a des nesultats btres proches Ces uns des aubres .
Powr notre pant , nows avons uwbilise trois méthodes dq’féa.enl:ea
apin  d'etudiex Qe probleme de La plexion des Pﬂaq.u,c/b:
@) élements pinus tectangulaines poun L' étude de la plexion des plagues.
b) assimwlation d'un probléme de plaque a un aueea.ae de poulres .
O assimilation d'un probleéme de plaque a un probleme de champ pcalaire .

Ce travail est divise en cing parties

Premieie partic :  elle neswme Oa théorie des plaques munces .

Dewocieme partie :  elle est consacnee d4a La presentation 3e’ne'A.a.Er. de

La methode des eféments piris .

troisieme partie = elte consiste en L application de ' élement pand
mtanau,ﬂa.b\.c (d quatre noeuds avec trois dea&éé cle Lbeate pan noeu.ol)
pour L' étude de fa pleocion des plaques , avec application au beton
arme ausx étaks de Service

quatiie me partie : elie concerne £'assimilation o' .un ptobﬁéme cle

plaque a wn auﬂﬁaac o’t.thoeon.a? de poutres et a L' application de

la thecrie des €quivalences .

Cingui€me pahtie : elle traite L'assimilation d'un probleme de plaque a

un probleme de champ bcalaire . efle monkre awss Comment on peut nésoudre
an probbeme de plaque en wlilisant seslement un élément tuanaueaﬁwc
& Arow notuds et a un d.t.au’ de lRiberte pan noeud .
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TI. THEORIE DES PLAQUES MINCES
EN FLEXION

I.1 DeFinitions

Une p(iaque ek wun solide _fimite
par devce plans paradleles et  un
contoun perme pour _Aeqiel eoaciste
mn  plan moyen .
ke ptan moyen 'u.p-'t,c'/u.nte. wun plan de
Aamétfu’-e pour ALa plaque .

Pan CQrwe.nL&On,jc an.n. moaen (o-u.
Punpace moacnne_) Aera Lfe plan xy

et L'awxe 03 COMMPOILd.Ma. a R axe

transvensal  fbebon L' €paisseurn ho .

Sows L'efpet d'un c;hq.nac.men.t , 4l

y @ deplacement de chaque point duw ) -

P'{Em moa-‘.n PLan_ moyen o

&e r_"Lelpé’.a.cemﬂmt /i.aéion L'asce 03 ut" — ~—prr ——

appede : ' pléche et est noté: *w . or=on'
Zv

Selen d2 mode de dégormation , Les plaques peuvent etre

cbarveen en trois 3q.a.ndcx.\ c.a,te‘aoue/s :
a) iulﬁac,u.eé munces a pebites gﬁéchm (W << h) .
by plaques minces a aaa.nd.m pléches (W #* h) .

9 pf:' AGaLen éP QAAATEN



-3 -

* hﬂfothéSQS Fondamentales :

c_:.)___pﬁaq.u.e/b minces & petites pléches

1. 34 n'y a pas de deformation du plan moyen pous les
efpets  des c.hcmaw transvernsales  ((at y ena éventuelement

pous N dane fe plan de La plague’) .

2. Les poinks de Ra plaque Aitues puwr une noamale |
Testent pur cette normakle apres deépormation .
(.E'e_ggo'\,k tranchant n'a pas d';;n.elucn.c.e Spwrn La

fleche €Exz = Eyz =0 ) .

3. deo contrauntes normales puwivant une dinection transversale
a la plague Sont n.e'a&;aeim (Tzz =o0)

lz)_p;@_a,_ﬂuw minces @ aln.a.ndr/: gle‘c_hm

, 4 eociste donc wmne

z haPothMc (1) n'est pas veaipier
depormation du plan moyen (meéme pans epport normal eootu&.m)
Cette -:i.égw_ma.b,on est due a La gie,ou‘.on. ((‘.oup-?.u.ae_ des

eppets cle membllane eb des efpets de efeodon.) .

9 _praques €pawmdes

3¢ n'eouste pas de théorie des plagues €paisses | e probléme

n'est pas A.J..mp-@e et Reur étude cloit 2tae condwite a L' acde

de fa theowe de £ elasticité baidiment.ionneble .

Remargue - dans tout ce quu pauit on ne A'interessera

qu’ auoc  problemes des plaques minces a

petites pleches.
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I1.2. Theorie de Love Kirchof¥f

I.2.1_. Relation contraintes . Deformations

dars Ada theowue de Kirchoff | on mahae J'o_ffet de cisaillement

transverse .
e champ des d.ipea.Cemen.tA est d.if.i.rui Mru'.quemmt

Dans ce cas |
Le deplacement tramsversal w .

pan une varmable

TN . ; Vi o o ; wgw(x,-j)
2 x 2y

deo  fpewles composantes non nulles cdu tenseur clepormation

Aon donc s

(£ - du - z W
?2X 2 xt
1
.{ 63 = _.__?_._\.,.._ = —Z _3_\:!__
2Y 24
F 3
L 2 Y 2X 2X Y

de contaaintes p{anu .

pe téduisent a

puisgue Uzz =0 , on est dans wun état

Zes nefations de la theorvie de A ePasticite

1 14V
Ex "“‘;:‘“ (T~ Vv oy) » &y ‘T(WS-"VJ‘) y Exy= '; Txy
|
Ce GaLL ncws clonnt :
’ I3 . EZ d'w 2'w
Ux = I (C.:x__*. vey) = - ( 4+ ¥ )
1. v? i_ vt 2x? 2yt
£ £ Z > Cy
Ty = e (r’;j+ vt‘,x) . _ & (ow L.V w
] : e 1_ vt 2 Y2 P et
= 2
‘C.&j = £ .__(1._ Vz) Exﬂ = £EZ @ w
i
- + v 2 DY
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donc en wun point du plan moyen de coordonneds (x, y)

hi2
Mae = f G-.Z'. Z d £ = - D [ atw + J )’w }
-h/a ?x? 2 yt

hi2 *w 2w

_h/z 2 3*
h/a 2
P’]xdsj tzyZdZ: D (1..\)) -B_Lu)

-h/2 be:j

E£AR’° : /
avec s 2 2 D:etant Lla riﬁiJitc ¥€¢xionn¢l.le
12 (1- V3
de La Plaque.

h: é?aiascur de La Plnc‘ue
E: module d’ell.asticif.ef Lonail:udinaL du materiau

constituant La Plnuluc

W c.oef de Pe%sson

Sous Eorw\e matricielle :
[ Mz ) [ VD o | (22 w)
2 xt
{ My L= VD D o J- 2wl
2y
Mx 0 0 @»p 72 Pw
- 3J — z __J | 31'5J
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1.3 Equations d'équilibre , Equations de Lagrange .

denoite /:Supcifia,e.?.ﬁe cle

Considerons une plague poumise a une
d'un élement

gorce g (x,y) et écuvons _Les equations d'equibie
n'.u;tu.naueme ABCD , dont Les cotes AB : doc et  AC. dy

Aont  paralleles awoc aoces 0 et oy

J
) 9 Myx 4+ oMy 5%
] ‘*‘ _
" / Yoy 239 dy
A M +-°”§ dy 3
e "y
Mac f
) __.A*(L _
r/- H:xal
e A 3» OC
B
/
.~ dx -

il ¢guation d'equilubre : La somme des prgjections des porces  Sur L'axe

oX est nuble

2° cquation d'éqm&bae: A psomme des projections des couples AuA

2'asxe 0 ¢ est nulte.

2% g’ﬂua,tion. d.'c'ciu.itib&c : fa pomme  des _'10Jcc.t|',on.d des C.oprcA A

L'ance oy est nulle .

donc _fes  pioc €quations d'é?ui&bii de L' element _se

necuwsent g



r\bax 0Qy
. + 9 =0 (@)
2 2 Y
T ™

Jj____t‘____ + _.a.___._a_'x.'_._. - Qo =0 (b)
DX 2y
2Fy . BPmy 4y w6 g
2 Y X

en  portant Les valeuro de Qx et Qy , caloulees d partin des

équakions (b) et (¢) , dans (a) on obtient :

'bl Mo 21 N;,x 'bz May blﬁs
-+ - +

o x? DX DY 2y dX 2y? = -1
M 2 > M 2 ™ ™
SRR R . TR— x 22 >y L 0y . 4
ox Ay 24 2 2 act 0 Y dy*

templagons Ma , My et Mxy par Les valeurns obtenuwes précédement

‘ {.:o'éeﬁe'm. i} . on obtient
4 ik
R ., 2 oW 2% w 9
I " ) , + 4 =
= i g X0y Y D
' 1

ceble cquabion et ,E'e{qu.aucan cle .ﬁaa‘mnae ek peuk étre écnrike

Aous La forme b vanke

‘
]

[aaw o

D

cu : A ceésigne  2opfaatesr  Laplacien

w . —— -l z
N >
| Ly = .
| 2"
L




-8

A on nemplace dans les équations I (b) et 1 (€) Les moments

Max , My et Mxy  par Leurs valeurs , on auwra

i3 1

+
DI Dt Y
|

QH = D 2 (-a‘w Bzw)

2y 20t T 2y?

L' epport  tranchant est du 2% otdre par rapport aunc cdeplacements

I.bEner\gnlc. de deformation d'une plague .

e Ltravail e.fgecl:»e pan .Eu moments Mx dy et My doc est

r
donne pan : dus = ...__.<l"1x My 2 W

d'ow : duq = +—;._D[

IJéne':.aa{.c cle d.é?o'v.ma.ti.on due a

2v 2V ]dxdg
2ot 35

H:xs dg est éaa.e& a

oW : ; .1_
_;._Mx:, 20y dxdy = D (1-v) (’6135) dacdy

,?w coupﬁw My x cdx p*:.od.nMe,nt La meme ?u,a.n.tité d'’ eneaait;

d'ow l'éneaax‘.e procduite pan Mxydy et Myx dx est donneé paa:

duz = D(1-V) (axagj) dax dy

l'ének@ie de dépormalion dans wun eldment de furpace A est
donnee  paa

w; = ff (-du;_;_ du;) dxdy

s 72w Y (ow Y dW bw
! - ¢
Wo TR D%(a:ﬂ)*‘(aﬁl +2v 2xt +20-9)(3 ax'aa




2. présentation générale de la
methode des eéléments finis
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II . PRESENTATION GENERALE DE LA METHODE
DES ELEMENTS FINIS

I.1 HISTORIQUE

{a methode des elements pinis (en a.b'u'jé ME.F) a connuw wun

dew.P,opptme.nt intense d parkbir de 1956 .
344..574.4.'(.{ cette date |, plusiewws Aravauwx onk été epfectue auparavankt
hotament des methodes modernes d'analyse dont voict un Aynoptique .

1800
- ptauckunes hypenstabiques NAVIER 1819
| théoneme de ienen,au MAXWELL 1864
CASTIGLIANOG 1878
1900
. meéthodeas d'a.ppf:.oou'.ma.hion RITZ 1908
GALERKIN 1315
. approcumation pan “ elements _P.Lnu" COURANT 1940
. méthodes makaicielles .
1955
a2 Com‘.ePt d'element paind
. methode des porces. ARGYRIS . DENkE 1955
. methode des deéplacements ARGYRIS _ TurNER 1956

A partir de cette (1956) , La methode des eléments pinis va
connaitre un developpement intense gous {'impulsion de Llndustrie
aenospatiale eb grace a fa disponibiliteé des premiers ordinatewns .
TURNER , MARTIN et ToPP  introduisent en 1956 Le
concept d'élément pani dans : * StifFFness ond deflection analysis
of complex structures.” | J'ormna.e op aeronaubical pcience 1956 .
da méthode des deplacements va ebre ch.isgie de pagon  quasi

, CLOUGH

Aniverselle comme kechn.ic,u.c de nésolubion mabnicielle de prépétence



S

a la methode des porces

Des Lo, on assiste au  developpement de nouveawsx elements teles que
membranes , plagues , coques et a L'¢tablissement de nouvelles
pormulakions basees pur des cone<dérations énc&aét-&q«u et
variationnelles , dous La porme 3én.e.'h.n.ee des mesidus ponderes .

Pax ailleurs , Le domaine d'application de Ra mM.E.F _Limite
au debut a l'anaﬂﬂot Lincaire p'etend a Ra dan.ar'ru.cl.u.e Lin€aine
aw plamberment _Uinfarsé et a £'a.rw274c non Ainéaire .
Actuellement La M.eE.F est irés nepandue dans Les industues de
pointes (Cono&«.w_uom acronautiques , acrospatiales, navales r.l:c....)

Zele se developpe dans Lea a.PP&'Ca.l:ioM de ALa meCa.m?uL des 'E.luu.’du'.
etude de Lla maree |, des transports de gediments
potlution theamigque ow chimique eb des interacktions flucde . structure.

, des phénomeéne de
De nombreusc programmes generaws  de caloul sonk disponibles pour ubilisr
ancdustiellement Lo . E.F , puncupalement dans e domaine de fLa

mécanique des solides . Citons par exemple  NASTRAN
MARC, ANSYS

ASKA , SAP,

, TITuS ADINA

Ced programmaes pont Congus pour clre eocecuber pur de gros ordinakbews .
mne mouvelbe générakion de projgrammes , plus modufaures et adaptes
aux mi - rdinalewns | va peimettre L'wbilisabion de Ra M_E-F par
des entreprises el bureawx d'étude de kaill. redwite .
Parcours b&bﬁon«.aphLTu.e

A partin de 1967 | de nombrews _Livres donk publics
anglawe , pur Lo méthode des €lements pinis
Signalons en particuirer Les trou éditions tres abpandue du Livae

de Zienkiewicz

) &en 2 a.nau.c,

A L'Reure ackuelle geules pont disponibles en prancaus  des
tradictions  des ouvrages de Zienkiewicz ( peconde edition) |
de Gatlagher | de Rockey et al . ains que Rea ouviages
cde Absi et d'Imbert .
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I_2 GENERALITES

da meéthode des €lements firus  neprésinte  R'eoctention des méthodes
matriciedles  a L' etude des sbauckures conlirues .

Elle permet a L2 ,Cngém;m d'etudier Le comportement approche
d'un domaine continw en Le _Ltaraibant comme une Alauckure
Compotee d'ebéments independants sreli€s entre ewoc auniquemenl par
e noewds
Et clest peulemenk par cetbe neprédentation que La meéthode des
Réments  pinis dipgere  des methodes mataricielles habibuelles.
Notons Jue chacun ode ces eléments possede des propres ponctions
pour decrmre  conbtraintes eb deplacements
30 et important que ces ponckions assurent La  conbinuite dau
COded:e.me.nl: dans L'endemble du miliew .

trols  conditicns  de  bast  dodveat ébare veripiees Lows de L'emploi
de La méthode des 2léments pina
Q) _gn’m_&'bac cles  porces : Les porces  inteines awse poinks

nodlauce  dovent cawilibrer  Les forces  eocternes appliquess a ces noedls.
b) _Compakibilite des deplacements - apres  depormabion  Jeus Chaages
Les élements  doivent J’Ccut'ow A€ Aencorbrer awee n :

La phructure dout ébre  convenablement depormei dans son ensernble
o) Atou de compobtemenl des makteriausx avant d' abilider Les
Condibions précedantes | 48 est necemsaire de connaitre fa Aelakion
enkae x;hau\?u et d.efo’\.mauon4 powr c}marwc Atruckure

(dams Le cas de L' élasticite fincaire , cette aedation e

acduit & Le  MAov de  Hooke )

JL eocusbe , aw gein oe cette methode | plusiewns fotmuﬂa.&.(on
condursant essenticllerment &

1. ka methode cle mi?,&:&tc' 0w ole dr_'f»ea_ceme.n.l:fl

2w La  meéthode de ,é(ouf{e.:ﬁc ow  de ft:ﬁ.c.M :

3 _ L méthode miscke .
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1 méthode de deplacements Aes  conditions de compatibslite

et des deplacements sont /satafau:tu et Lea 4'?-uat.¢.'on4 d'e'qmuba\,e,
Aonk  posees  pour obtenia  fes deplacements nodawor quu  gonk Les

Anconnwesd |

2_ methode de forces ALes conditions d'ein]uiub«,c ausc noeuds
Aonk /m}.ufmtu s on  pose Les ia'uq.bt'on./.s excpaumant Lo,
compakibalite des deplacements nodawsc el on aesoud pour
obterun Les  porces Unconnues .

3. methode miocke C'est wn mceanjc des dewse meéthodes
P&e'ce.'d.anbu ;

Pour notac part |, nows avons opté pour La méthode dea

deplacemenks qui  presente  cebainy Q.Vﬂ-nta.ac»t par Aapparb Ao

aukaes ( PLM g»\.a.n.d.c. /doquc‘k j fa.oc&'ce' d.'a.PPJLooh.c oles dc}-ﬁacunenlz
aclmisrbles a.t'c,...)

aingi  aprrts cle'c.omfoabcon de nobie  staucbure en wun certain

nombie d' tlémenks Awvank aun ma.d&&a.z,c a.due’ci.‘.c.a.b )
Comnsidere Aoms _Kes de)o—zaf.‘.tmen,bd awoe noewds de ce mau‘«eea?c

Comme  inconnues < pobléme  eb  nows approcherons aw dein

de chagaise element Le champ des deplacements par des ponchion
d'dnterpolation cus Simple que poddibles (généralement Pd]mm&‘)
assurant Lo conbinuwibe des di«PQn.wnf.n.bé aéne’&aﬁcéc‘»i (!tof:ai:.éoru
et Ccourbwres ) a A inkerface de deux elements eb auoc

neewudas .

nowA



14 _

I.3 PRINCIPE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

n_3_1 Introduckion :

da méthode des élements  pinus est uwune méthode approches de
cabeul  numerique ;  peamedtant  de determinen L' equilibre édastique
des plauctudes conbinues a dews ouw Ao dimensions

da methode des élémenka f4nis  consule a determiner Les
deplacements en wun  certain nombre de points A, (v;f,z,..--.,n)
de _Aa Aauck ure
Ces cl&f)lq.ceme.nkd Jonl- de’fdn.&.a par des malbaices colonnes A,
qu ponk  _les  Anconnies q~' 4 lauk calouler ,

La  methode repode  dunr  dewsc hgf;ol:hc}u :

[

llznr/s o de /Mu.ga.c.u .mea;.inau:n.u passant  par Les noeudls Av,
Lo ptacture en  un  nombae pirs  d'élements Eg (,4-4,2,-—--,”)
et a Aupposer que Les élemenkts Ex ne donk méc_a.m'c)uu.mm,t
astembles enbre ewn 7«-'% noewds Ay

19 La  premicae hzfokha-{ Condiste a divider auw  mogyen de

2’) La  peconde ha(fothelu condude a neprisenter _Le
cléf)-{a.cc.meni: en  un  point M cle L' élément Ep par une
fonckion matriciele d'intespolation U (M) prenant _Les
Aradevns A i Aﬁ ; Ay e 101,4744; Le Pmln-t M vient
awx noeuds A«, Ap, Ax, ... , de UL'élement
Le theéoreme des _bravawor  analbuels peimet de deteiminer
que Lles forces Al fauk @,puqm ausx noewcls Aw, Ag, Ay, ...
pouwr L sburer Z'@u&b&.c de Ep  connaussant _Les
d'.éfea,c.unen,bs A i b Ay } ©EEw . dea noewds Les
forces  eocteriewnes appliques a R'element et les cietemmatzoru
Eventue blea Am/f)oétié a L' eleément (c.:.g-?al:c\):(.on ther(,m.icra.a .
nebrcit  ebe ... ) '

l

T 3.2 d.cge’q.cn{:vs é‘caFM dans da polubion cl' une /_H:A,ut‘_luu,f_
_pwn  Aa  méthode des alémenks Jhnd |

é.t:ape. 5 : Edle Consisbe 4 chodddh  un /4941-.-:'11.: cle
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Coordonnets et une rumeérctation des noeuds approprie pour L' €lément,
des dejres cle ubeite ole L'élement fans  pont connus | on peut
cdeterminern Le veckeur de deplacement nodal {S‘} ek Le
veckewn chaige noclafe {F‘}

fa mataice de M;-c'au{:e_' [_l-("- pour cel element eak
alors clc:f.,&'ni.c. Comme A :

A :
(F} = [x] {5] (@

Etape I : cholsdr  une fponckion de dép-?ace_mwt e clefunl:
cle fason Anigue AL'état de d.éPQq.c.eme.n.t de bows _fes potnka de
L'élement .

Ce modele pewt éEbre MP/Le’AenJ:é par aune eocpression po@anom@&
ek puisgue  son buk est d'excpaimer Les d.épﬂa.c.cmenlu {S(x,y)}
cle n'impoire quel poink en LteAmes de deplacemenkts nodeouwac

{6‘} , elle doit conkenin un c.oc”,a.'c,-;e_nt Anconnu  pown charu
d.ezu: de _Miberte de L'element .

L'etal de deéplacement en chague point (.x.,a) de L' element

A {sp) = [1=p] {«] @

ol {d} est _Le vecteur colonne des c.o:f/.;.aun.t ANnCco nauA
de da _fondu;on Po%m.am E f (xfa)_-’

Etape it . Redien _Les dae'P{a.r_cme.nJ:A generausc  de 2 élement
a pes déplacements nodawns .

On eocprime Aes coeppicients de La fonckion de deplacement {0(}

en ,fonc'tcon. des d\e[dace.merd:‘a nod awse [5‘] .

Bt en Ae Aappoartank dans ,E'efx.PJLe@-t‘cn (JI) , on nelie Les

clc’péa.ceme.nhj des  poinks de L'élemenl auwsc de’Fiacemcn.bA nod aus: [5"}.
Pais qune S (o, y) Aeprésente  Le  deplacemenl aw  point (x,4),
Aes L\{PEJCE_;LEA*:/S io.}tm /Mpmvenk Elre f:f:e.ruu a Paai.i el E '7)

Celui . ¢i en .Ln'm.pdm}w&- Loulk /ALMP-QEme.nt _Les coordonneis nodales
Convenablfes et on  aunra
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({87 [ [$Ceqa]
(xz, 2)
{5‘}:4{3 b I3:‘7] {o(l

]
[

SE B R IO
(o) - LAl {«]
da matrice [A] étant Cconnue , Ade vecteur des coefyscienks

Anconnuws {a(} est donne par La redakion Amnl’:r_ .

{«] = [A]7" {7

en Aemplagank « dams {4’ equalion (Ir) on obltient La
p " )

relabion enbre  _Les déquccan.lz 16(1,3)} de Aous Les
Pm’nJ:A de L' étément et _Les dc‘Fia.camenba nodawec {ée}.

{6 =)} = [1ay)] [A]J {s°] (m)

Etape IV :  nelation enlre dép!accmcn.t4 et de'_rotmq.l;;.oms
on aredie Les de;,O-LmaJ:ioM é(.x,a)

di  point de coordenness (> ¢)
de L' element s o'te’Pia.c.e.men.h S (xy)
ddpﬂacgme,nkd nod.cuux [5‘ }

Les dé‘rowa.téond aunc  clipperents
étae  obtenues a4

et done auac

Po&?’l‘bﬂ de L'element P(.u.ven.t'
parts, de Ada ronc&ion de de‘Pi’a,cemenJ: par wne
&fré&,&r&iaﬁ‘:iom dont  la _Pm.mlt-_,,_,ft_.occ.cbc dc’Puto' du );/x de
pLob«Ec’me. bnaite .

{E_ (_‘x,a)} = l Jf,ﬂfircnf.{elge de 5(1,&)‘}

en A.emcu..:?,uq.nl— qase [_A]" el {5‘} _ond ,Lnole‘Pe_nduml:A
de x eb de é — awha '

{é (.'X-. yJ}f- i Jirﬂfelenl'.cc{’& e _’P(_x,z)} [_A]J {6e}



.

(6 (xp)= [c] [A) {89

o [C] Contient en ae‘ru'ta.ﬁ des keames en ¢ ek a

point de L'elément

d'ow la nelakion enkie de_{o’hmah.‘an , en ahat’,u.e

et Lles deplacements nodamec
(¢ ). [B] {7 (=
aee  [B] - [c] [A]7

Etape ¥ : nelalion entire difoﬂ.ma.b:on.;; el Conbtraunkes .
Ler  contraintes snternes de £ ¢lement {O'(x,a)} ponlk reliews

auo.  depormakions | E (i)} pa  Ma  relakion Auivante :
{oeg) - [p] {eeip]

i [D]  est  da mabrice d' lasticite et conbient Lea

O
P&OPAAé.tQL& eﬁmuquu de £'eélemenk (MOJM-Ec d_':jou.na ) Coc.,mel'

de Poison )

o & (xi9) = [B] [ 8% (dapis fa aclakion W)
donc = {U(x,a)] = [D] [B] {ée} (I)

Etape WL E nelien _fes ChaA.au nodafes auec dépla cements nodauwe
Lo contraintes  internes [(I <1 4) } onk Mrnpfq.cz'u par Les
Cha-\ae/,s nodafes {Feg /Alid:&'clucme.nk equun.tu § ek ces
derrieres  dont neliees  amaoc dc’PQQC,e,men&A nod auwoe dquwdan}:
[_K‘J de L'ébemenk .

ainsi notie malrice de u?.a'dj.u':i
Pour determiner L'endemble des cha"?m nod ales /dz:.ticl.c.nmnl:
équivalentes auoc Contraoinkes snternes |, on ubitise Le
prancipe des  kravausx  wirbuels |

enonce princpe
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durant n'importe quel  déplacement winkuel imposé ad L'élement | Le kravail

exterieunr Lotal P‘Lodu»t par Les ch.m.?u nodales doit etre éaa.& aw travail
inteane _total des contraintes .

on chowit un ensemble anrbitraire de deplacements nodausx  ( deplacements
wrbuels ) nepresente par de  veckeun [&™€] ‘

oW
(5%

[8°]) . . {s"i‘} |

Le braval exbericr (Wext) des porces nodales est donné par :
ekt {61"} {Fq‘} H {5‘:}{&‘] B waswn e {5‘:}{,:;]

clonce Wext = {Sﬁt}T {_Fe]

M Les dépea.ce.me.n,td wirkuels arbiliairement impoots produisent des depoumations
{C(.x.g)'j aux points de L'element ou _Les contrawntes neilles pont {q (.x,;)},

alcrs Le travail inkeane par  unite de volume est conne par :

Wink = {{:’(x,a'}'}-r [0}
Le travail inteane ltotaR est obtenu en inkegrant pur Le volume tolal de
L'élement  c'est a dire :
]f; Wine d (vol) = [ [e@eg)*}T [o,n] d (vet)

d'apres L' €quakion () , on pait gue {&(.x,a)}g[e,] [.{,‘}
donc en imposant Les {8%) | Les deformakions Courespondantes  donk

e ™) - [8] {&7°]
de plus on pait par L'equation (X) Gue {U(x,a)}, [o] [B] {6e]
ded + [ wine o (vt) - fv [(8*€}7 [8]" [o] [B] [&°%] d(we)

et Wext = {(S‘tlT {_Fc]

Le PAA'-nalpc des btravaws vart weds condute a eaaﬂ.u Le Aravail

Anterne et de travail externe produits penclant fes deplacements vinkuely
(5%} .



- 19

Et  purque Jde puncipe de base des deplacements wirtuels est valide pown
n' amporte clu.gz Arg{n‘mg de dz.an_centenl:A app&ci«,é , 4€ esat cormmode
de chowin _fes deplacements nodawac €gaux a L' aunike .

on obtient alors en e’aa%a.nb e travail extemewr et Le travail
interne  Lotal

[Fe} = [, re1" [P} [B] dowat) ] {5°] (@)

d'a.Pq,cld ,E'e'fiu.n)c.acn (1) on pait que {Fe}‘ [Ke] {ée}
on en dedwl ains La malrice de :u.']cdu;e,' élémantasae [ K]

[k] - J, [8]" [o)[&] o Cwot)

él:age I oo add-emb£aﬁ¢ des malrices de m;:.c.'d&l:ek éléementaines et
antroduction des conditions aus Limites

apres  avoir  obtenw , dans l'e’l:q.Pc précedante  fa mabrice de luldid.&be’
elementane | on  doit efpectuer maintenant .Q‘Mmbaaac de ces makrices .
Cek assemnbloge 4¢ paik en chaque noeud de Lfa stauctwre entiere.
une pois que  L'antemblage soit teaminé,il permet 0'obtention d'une matnice
de fu?.td.&hé aeobaﬁ de La ptruckure da L'étal Libre
[ Kerosarl {5} - {F} (1)

en fait , fa mabrce de MJJ;C‘-LL'C' 7toba.€c aingi obtenue est Mrguticse
mkhimaucruamcn}: cela Algnipie  que oon deterrminant est nul ek que gon
invense  n'esciste pas cela Amplique  que Lfa résolubion olu,é,dt’l:ﬂu.
(1), dans Le quel  Les deplacemenks sont Les inconauer | ne pewt e faine.
cependant wne dimple rason physique eocplique cebte pituation ; La
Mrccbue n'a pae ete f.éocei et aucune Limitation n'a éte Amposee  auoc
déplacements . Dponc, L'application  de w importe quelle charge eocteriemde
agire  pur Le ,og,s{;é_mc en fe déplacant comme un corps  mugide
on peut nemedien  a cette pibuation eb  aendie Le probléme nésoluble en
donnant des conditions aux Limites pufpisankes  powr empeche La ptructue
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de pe deplacer comme wn  coips nigide .

Par  conseguent on blogue kows Les appuis et on  determine  ainsi La
makrice de migidite’ de da sbaucture a  L'état L€ | qui elle peamet
La résolukion  du Aa.ate’mc (1)

étage g nelations entre contrainktes et déplacements .

Une fois que Le probleme anba.E a éte nesobu pour _fes deplacements
nodawsc , on  pe propose d'évaluer fes conbrainkes internes .
da nelakion cherchee a &k de‘ja. obterwe a l'étapc (g et eat do.‘;inie
par L'equakion (X) de La fagon  puivante :
{ \
1 v (-“..d)] = [D] [5] {5'}

doi o] - [H] [ avee [H] = [D] [B] (wm)

[H] étant la matrice aeliank Les conkrainbes inteanes de L' élément
[T ] a e deplacemenks nodauae (8%} -

en general La makrice [H] contien: des teames en oc ek y et relie

donc  fes conbraintes inkeanes en choque point (x,y) de L'element aun

deplacements nodawa {6"}

JE est dont commode d' ukiliser La makrice [H®] obtenue en

templagant  fes diverses coordenness nodales par Lewn valewrs .

€es  contraintes inkeanes  donk  ainei obtenmes pour chaque éElémenk

p{Pmmc,rd: patr Ra nelaltion : {0"} - [H"] {éel

reca pitulation - TP_que.mch , Jes  principales étapes dams La solubtion
od'une péauckune par La M.E.F Aont

9 rdentipication dau P»\ab-@(me. .
9 cho<oc cles fonci:.-.’on, de dépﬂq.c:mer& Convenable .
3  nelien _fes  deéplacements g én€raunc de L'élement a4 ses deéplacements

hoa cuuce .
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9 netier Ales deplacements  auec de"eouna.txon.d.
5) nelien Mles déformations awec contrainkes .
€) ~nelier Les chaxges nodales ama dc')!aceme.nl'a nodawoc
(obtu\bion de lda maklrice de m‘.aa'.chtc' élémentaire)
?) a,«;emb‘ﬂa.ae des matiices de M’JA."I:Q clementaires eb inbroduclion
des conditions amoc Limikes , puis nesolution du pysteme (K {8} = [F}
3) telier  Lles conbraintes awoc deplacements
(\obttn.ti.on des contraintes inteines pour chague c,Eémeul:)
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I.4_. etopes caractéristiques d'un  programme d'éléments Finis .

Tout programme basé pun La méthode des éléments pinis  nenperme
quebques blocs  ponctionnels caractéristiques :

@) decture , véinication et O1ganisation des donnees deécnivant Le
mwﬁﬂa&e 1 4£es parametres physiques , Les sollicitakions ek  conditions
auwx  _damikes .

tj Construction des mabrces et vectewns élémentaires , pauis assemblage
de ceusx.ci pour pormer fa matrice globale et Le  vecteur 80.obai’.

des pollicitations .

€)  Reocolubion du systeme d'équakions apres ptrise en compte des

conditions auoc Limites .

<_i) Impression  des neswtiabs apres coboul de vaniables additionnelies
(comtu ,  Alactions | elc )

‘enchainement de ces digptrents blocs e pait  comme puit :

Lecture , wverification , orgonisation des données.

Lire et Amprimen
e des coordonnezs des noewds .
. dean connechiviten dza eléments .
e 46 poramelrgs physiques .
. do pollicitations
o %8s  Condibions awx Limites .
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Construction de La matrice et du vecteur globoux [K] e {F} -

Pout chaque élement :
o extraine Lm.in{owmab’.onn Hieés a cet élément .
o Corstrmine La maltrice et £e vedteur élémentaires [K‘]d:{F‘}{
. amembler [K] e {F] dans [K] e [F].

|

Reésolution du Systéme d'équations [K] {8]={F].

modipier [KT et [F] pour prendne en compte les conditions aux Limibed
& E'.,i,.:t...'LaJJQ;\,L&M [K]

« Calculer Lo potubion {8}

|

Impression des Résultats

o Caluwlen Les variables additionnelPes .
o Imprimen Res nesultats.




3. elements finis rectangulaires
nour |'etude de ia flexion
des plagues
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L II . ELEMENTS FINIS RECTANGULAIRES
POQUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

On considére dans ce chapitre L2'application de ALa Eedvuqm.e des
eléments pinis & La nesolubion des pwblemes de pleacion des plaques .
Le cadnre du present chapitne a pour but L'etude des plagues minces
Aujettes  peulement a des pléches peuw importantes . Cela nepresente  une
Clase exirémement importante de problémes qui onk wn aaumd nombe

d'applications P'Lau?«u comme fes dalles plates , Les tabliens de ponts ek

.1 determination de La matrice de rigidite de
L'élément rectangulaire.

dans notie cas , on emploie Aeo dif\péun.bu etapes citees au
chapitre I (pa.raa'u.aphe I.3.2) pour determiner La matrice de
nigidite de {'éleément mecbanguea.ine :

etape I : A.d.anti.f.t‘c:atwn diu  probléme .
dans cette étape on doit choisin un A?otc’mc de coondonnees et numeaoten
Leo rnoewds

on  puppode que L' élement xcctangal!m a

d
des cotes de Longuewr a et b el une epaicseur /
E . on wbilice JLe /A‘;o'te'm de numérotakion Locale @

des noeuds de Jfa pigure  W.1 (a) .

on peut wbiliser d’'awbres Ayoteme | mais ¢ ~o/
celui em.po(%,é ica est commode pour des /
naisons Jue  nows  vearons p-&u Loin . @ :
@ o of
. a

dans fe cas de da pleocion des Pgaq.u.u
Lélement a trcis degres de Libeté ¢ Fig m.1 (a).
i
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en chague nooud | c'est a dire deux totations
et une piche transversale .

da rotation autour de L£'acce des est neprésentee
par @x , celle aulour db L'axe des y par
8y e la degoumation Laterale par W .

Pes direckions posibives de ces notations
pont  depinies  pelon  La u’a-&: dat.ua_boudm
d'ébement a alows wun total de dou(’c

7

degrés de Aberte  (pig m.1 (b)) . z Fig m.1 (b)
.
des moments et Les porces  correspondantes
conslstent en dewx momenks Tx et Tﬂ et
Tx4
une porce de cisaillernent Fz en dmrc Fz4
neud  (pig m_1 () .
. " & e Tsf
des deplacemenls de L'element
wctaaauem pecveal ge mebtre fous T sz%
La porme Muante : Fz4 Fz2
{ s‘}1 Figm.-1 (C)
{ 2} Oxi
{5‘] x4 l 3}r avec {6;} -{esij
Wi
12
d'ou e vecteun complel des  deplacements pour L' elemenk :
~ ex‘ -
Oys
r———w-‘_-..-
Ox2
Oya
5¢ N B |
{ } + Oxs3
Oy3
.Y |
Oxq4
Oy
Wy
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de méme Lfe vecteur complet des porces pour L'élément  p'ecait

[{F1)] Tt |
{Fz] TF:SI.
{F‘} = 4 {F}] b = <-~——-£——r

{ Fa] Tys
L J L

Puwque chacun de ces vectewrs contient douge 4ermes , fa maknrice de
ugidite de 14'élément 'r.c.c.tan.aulm'.u Ck®] sera camer d'ordre 12 .

(F]- ]{8] W

étafa o chowir La fonction de déplacement [;(:x,g)] uus d.r.pmth
dépf.aceme,n-t {6[3{.,3)} en chaque point de [£'element

dans fe cas de la pleocion des pﬂa‘}uu o Les phéches gonk petites | L'état des
d-zplacunenta en chague poink de 2'élément oot nepresente’ pad

[

Les dewx pentes  Ox et Qy /60n.l: nefices ow deplacement fatéral w par

6x » . 2% ok 63-_-_?._‘”_’_
2y 2 X

donc  une f"-’"’ gue _fa fonction de deplacement est chousie pour w

des  ponctiora  poun BOx et By  peront donc dépinies d partia de
Celle de w .
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Puisque L' éleément a douge d.ca«.i.o de _Liberte | on doit avoar douge
Coefpicients indeteaminés dans _Le pognam neprésentant wo.
prenons donc  un poﬂanérne du &% dzau

W = &4 4+ X2 X +o(3ﬂ + X4 X* + Xs XY +0(CHZ'+ X7 x3+ g xzﬂ
+ X XY* 4 X0 Y3 L X XY 4 o042 Y3 | ot x“+0(ﬂ.-x25"+0(15 J*.

on Aemarque qu'on a trop de Coeppicients . on peut prendre  un
Po?jrfbmc cdu 3% d(’.g’l.e: mads on en awra troP pew cle Cocfp,t.'u':.nh.
donc dans notre cas on elimine Les Arois deaniers teamen

)

13 = X1y = ©Xas = 0

d'ou
8x = - (X3 4 xsXx 4 2XeY, XgIX? L 2aXY 4 301042 OXae X3

+ 3 X 12 ‘sz) "

By = Xz 4 2 X4 4 Xs5Y, 3AzsX? L 2XgX Yy OC9Yy?

+ 30m XPY 4 oz Y3,
Veupions  maintenank gl cette poackion asmure La  continuite  des pleches
et des penkes ode La golukion .
Considerons wn bod de L' élément | par eocemple fLe boad (1.-2)
ou : Y =0 y Ce qu nows donne

W = &1 4 22X 4 oy Xy Ozl

Ox = _ (X3 4 s 4 o8 X, X1 OC3)

Oy = A2 4 24X 4 37Xt

en considerons Les conditions aumoc eoxckrimités de ce bord , c'est a

dire auax noeuds 1 et 2 on  auira

« noeud 1 - X = 0
W = Wi = 1 (1)
Ox = Ox1 = _ X3 (2)

Oy = 641 = 2 (3)
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. noeud 2 X = a
W.oWz = 1, 2a 4 e a?, Xza’ (4)
Ox = Qxz ._(Dfs + X5 4 Xga® 4 OC11(13) (5)
Oy = Byz = o2 , 24 A , 37 A (6)

ainsi  on  dispose de pioc éa]uabi.on's powr obtenin fes huit Coeppicients
Anconnus (0(1,0(2, X3, Xy, s , X7, Xg , 0611) Gus ne pesvent
done etre determinés .

A on negarde de plus pres nos egualions | on woit gque w et Oy
Contiennent Lfesa mleme q.u.a.tle.e Coc;‘eic,éenta (0(1 , Xz, Xy , DC;)
P.d.u'.éw Guatre des equations pe nappottent a W et Oy (1,3,&,6)
on a alowu aun  nombre Auppuant d'eguations pouwn Ccalouler Les
coefpicients nelies a ces gquantites et ainodi on peut eaxcprimer W et Oy
en ¥0nch.on des djp?.a.ceme.ni:d noclawoc .

Les  clewx equakions nestantes (2,5) ne puppisent pas pour determine
Les quatres inconnues dans Ox . done La sotation Bx L Long du
bord  consdéné n'est pas dépinie de pacon mnigue .

Cela /"’3’“{“ cue fa  conkinuild de W et Oy est asduree Le lona des
bods ou y est constant mais ©oc est cliscontinue Le long de
Ces bords

on a considére pseulement Le cas du bord (1.2) , cepancant
on pewt montrer de pagon simibaine qu' wne ddscontinuile de la
pente novmafe peut eocister Le ,ﬂong de n'importe quel bond.

A cause de cela , fa fonction chowude n'est pas 4ideale et
est appelee : fonction non conporme”

cdone £' élement rncctana.u.eaue wutilise dans notre cas est  un T element
hon COn)eo’uF.e» . Comme <ces éféments ne ,da,tu;a‘egn,l: pas a sne cles
conclitions de convergence  qui eet fa contiruité des deplacements ek
de fewns derivees premiéies  Meurns emploi panait donc Allégitime mais
des ewais et des tests ont donnes de bons resubbats et ont monktréa
La Convengence de tels elements .
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des cquations précedantes de w |, Ox et Oy pewvent pe mektae pous
da porme  puivante

Ox © o .1 o .x .2y O ._x* _2xy.3y* _x?

_3xy" o(s
Byy = 0 1 0 2x y 0 3x*2xy y* o axy y? 10“ >

W 1 x y xl 13 31 x3 xts 151 53 x33 133 X3

oc10

e = L1
qui pe tesume  paa l'e'?.u.q}:;on

{8} *tttxra?] {«} (@)

etape I : eoxcprimen L'état des deplacements {6(3(.,3)} dans £'élement
en ponckion des deplacements nodaumoc {63] .

Cette etape consute a zemplacer par fewrs valewrs Les coordonneés nodabes
dans L'équabion I puis da 2résoudAe en {cx}

en introduwsant Les coordonneés des noeuds dans [pGc,y)] on obtienk :
-ou noewd 1 X1=0 , Ys

o Q -1 (o]

= 0
o o] (o] o (o]
U("“-S*)]= 0 1 0O o0 o O 0 o0 0
1 0 o 0 (o}

(o)
o]
(=}

- o4 noeud 2 1 Xz=a , Yz =0
© ©0 -4 © -a 0 ©0 -a* o -a® o
[.{(x;,gz)] |'o 1 0 2a 0 0 3a* o o
l_1 a 0 a* o o a* o o o o o
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-Gu noeud 3 @ A3 =G , Uz =b

-1 0 ..a .zb.'0 .-a® _1ab _3ab® _b* _3qP
[3(x;,33)]= © 1 0 2a b o 3a* 2ab b* 0 3ab b?

1 a b a* ab b* a® a*b ab®* b® a’b ab?
- Qu noeud 4 1 X4 =0 , Yy, =b
|"o o -1 o o -2b o o o -3b o o

[g(x4,34)} | o 1 0 o b © o o b* o o b}
|_1oboob‘ooob300

£'eéquation (@) eot valable pour tout point (x,y) de L'élément donc
elle 2'est particuliérement aux hoeuds .

o] [{s@isa}] [ e sn]]
. [ &2] [ & (x2,y2)} [ (xz2, y2)]
[6 }=1 {8315’ =3 [6@’-3,35)]r= [f(xs,gs)] [a(}
{64 | & (X4, 40)} (£ (xe . yu)]

L L 4 L i
e o0 .14 o o o ©o o o ©0 o o
0 1 (o] o] (o] o] o o 0o 0 o (¢
1 © 0 0o © 0 o0 0o o o0 0 o
© ©0 .1 0 .a o0 o _.a* o o _-a’® o
o 1 © 200 0 0 3a® o o o o o

{6' ] 4 1 « o a' o o a* o o o o0 o { o(]

© ©0 -1 0 _a .2b o _a* _zab _3b* _b?® _3ab
[0} 1 2a b o0 3a' zab b* o0 3ab b?
( a b a® ab b* a® a’b ab* b} a’b ab’
© o 1 o o .2b o © o _3b* o o
© 1 o o b 0 0o o b* o o bl
it o b o o b 0o 0o o b o o |

Ce quu peut pe afduire a
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on multiplie abows Leo dewsa membres cle l'o.'clua.l:i.on pur_f.'d.cu\.tt. par
Llinverse de [A] pown obtenin Les Coepjicient {o{.}

P | e
«} = [A]" {&}
en wemplagant ce nesultat dans L' dquakion (L) , on poutta aunw
e primer {8 (I,ﬂ)} en  Ponction des deplacements nodaunc {55}

{6 9] = [pee,9] [AY[8°) (m)

¢tape I : nelier Les depormations [E (x,Yy)] en chaque point

aux deplacemenks {5(.1,5)] et donc awmac d.ipﬂac,e.mz.nbs nod aua {5'}.

dans fe cas d'un probléme de pleocion cles plagques | L'état cles

depormations peut etre representé  pan trols composankes
courbure dans Ra direction des o¢
c'aa.ee a fa variabion de fa deaivee par uppmt a Joc

elle st

2 dw _ 2w
22X 22X D A

courbure dans La direction d“ﬁ
elle est eaaez a Jfa ku.a.b«on de _la olea..wce par Aapporb 4y

‘33( —-;;V

elle est égaﬁe. a Jfa vamation par aapport a oc de

.. totsaion
La derivee pa rappod  a Y.
2 (2w o 2w
2Y RS 23X 9Y

agicent chacun sur deuwsc Cobés
pour _Les momenks de towsion

des moments internes Mx et My
de L'élément |, Uil en est de méme
Faxy et Myx , mai pusgue Moy est égal a Myx , on peuk

conoderer qu'mn des dewsc (par eocemple Maxy ) agit  pur Le
quatre Cotés et ceda en cdoublankt  LRe teame de orveion

dans Le veckeur des dc’fo&ma.b&orm.
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L'etat des d@'fm,m.a.biom dans L'éléiment peut  ainsd  etre nepracsenté
paa

templagons W par  pa waleur a4 parkia de A g‘?,u,qkion donnee

dans L'étape @ , on obtient
- N ~ ~ a
_2;‘;_{ - (2%4 + 6X7X 4+ 202y 4 611 XY )
{E(x,:j)}: 1_._21_;2’_ .=4_(Zo(¢ + 29X 4 6(11054.6(1113(‘.3) !
Lz E%J vz (Ots + 23X + 2X9Y + 3051|x1+3°51351)J
r 1
, (> &)
X2
(s
i - Xy
0 0 0 =2 © 0 -6X .2y O 0 _6xy © s
{6(3:,5)} 0 o o o) 0 -2 O 0 .2x .64y O _éxy chc 8
C 0 0 O 2 0 0 4x 4y O 6x*ey oy
L o X3
e 4]
1o
OC 19
o 12
L

que  pewt  ebae ecnite

{_é(xw)} = [<]
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pachant que |}« [A]" [8%) , néeubbat obtenw dans L'étape précédante
doi e} = [C] [A](5°)
[eGw) - [B] [&] (@)
aee  [8] = [C][A]”

{'equation () nelie donc Les dépormations en chaque point de
L'étément amac déplacements nodawa .

etape ¥ : nelien Les contraintes .inkeanes {.G'(x,g)l auoc
dépormations {& (:x.,g)} et auoc déplacements nodaux [5‘}.

d'apes  La  theorie des plaques exposté aw chapitre (I) on pait que
fes conbraintes inteanes pont  Qes moments de pleaion et de torsion .

r 4 — -T a -‘1
Mx Dx D1 O ’g;’l
i
— w
{cr(.x,gj)] =‘”” = | D1 Dy O *-2_55.?
2
M 0 O D 2 9 W
.I-S i 13-‘ Ma‘a.‘l

C'est a dure
[cr (x,g)} = [D] {&(x,g)}
depinssant ainei La matrice [.‘D]- .
en penant La  valeun de {E(:x,)j)] donnee dans I'e'c,uatxort(m)

de L'ctape precedante , on obtient La relakion cheachese enkre
Les conbraintes de L'élément et Aes d.efpﬂa.c.e.mz.n.ta nodaua

[z} - ][] (5] @
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¢tape M : dans cette étape , on wva nemplacen JLes contraintes
inteancs [0'(1.3)} par  des porces nodales statiquement €quivalentes
{F‘} . Puis nelier s porces nodales awx deptacements nod.a.uac{&‘}

et de La oblenin 2a matrice de ugn;ddté de L'élement [K‘] .

on procede de La meéme pacon que dans Le chapitre I ( paragraphe
Z.3-2 , étape W ) , aindsi La nrelotion entre Les c,h.a.'t.aea nodafes
{F ‘} et Ules dépi’.acemen}.d est donnet dans Le cas Sén.éfta.e pon.:

{(F'} = LL0el" [p][8] dwa] {&] (=)

dans notre cas |, on doit remplacer Iv d (vot) de 2'équation W
par ,E‘éocptcédion J:I: dax dy Apecipigue a notre élement
mcctw?;ea&\.: powr La fleocion des plogues .

l'e'qu.a,ta;on (ﬂ) Alecrit  alors de da pagon puivante :

{7} = [L55 (8] [p) [B) d=dy] {&°]

o [P - [KT s

d'ow Lfa matrice de ru.a‘da.te de A'elemenk [K']

[ke] = §7 50 [8]7 [DI[B) dx dy

nemargue : pour obtenin [K®] on dott caluuler Les matrices
(D] e [B)]

- 4a matrice [ D] a €bé caleuler dans L' étape ¥ .

- da matuce [B] qui o éte donnet clans L'étape I (€quation
(m)) n‘a pas ebte Calcoulet eocplicitement wu La taille des
matiices considerees . cette makrice a ét€  donnec (€quakion I¥)
Comme produit de. dewoc matrices : [B] - rc] [A]"

nows avons calcule explicitement Les makrices [A] et [c] + powr
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cdeteamines [(B) , 4l puppit  d'invewer [A] et calowler Le produit [c] o
ce deanien contient cles teames en oc et y , on doit donc .in_téam
de produit (8] 7 (D) [B] pur La purface de L'étement .

bien entendw |, cCes calculs gont Lres £On34 et 4rop pastidiewmcc ek

C'est powrquoi nows ne les owons pas env4sagés eocplicitement .

nows avons incliqu€ clairement Lo marche d puirte powr aboubid a
Lo mabrice de rt.tla,éd.t;{:e' el€mentaire , cepandant La waleur pinake

de cebbe makrice a été neprise de ZIENKIEWICZ

£or expremions pont valables dans Le cos genéaal  orthotacpe.

étape VI : r.wu.mb!aac des maltiices de ruaid.ite'A elémentaires et

introduction des conditions aux _Limites.

clans cette etape , nous devons assembler  Les dippérentes mabaices
élementaires , en vu d'obtenia La mataice de rigedite 3Qoba.9.e. de
da ptructuas  étudiee . cet asmemblage s¢ pait en chaque noeud de ba
Atauct wre .
A ce gtade La ptructure est a4 L'état Libre | c'est a dine que
nous n' avons pas introcluit de conditions amoec Limites (ou condition
d'a.ppm) ce qui zend La mabrice de mig,i.d.i.f:r_' afoba.ee /d{nau&.'ac
Ceck nows oblige donc & é.ztmm.inm wne mataice de ugxd.él:é de
da ptuckure a L'étak Me | Gus  elle tient compte des conditiom
auoc _Umites et peamet Ra Aesolubion  du Aysteme -

Lkl {8} = {¢]

L'introduckion de condition amx Limites  jsera détaillet dans La
parbic programmation “



-

¢tape VIl : «elation entre contraintes ek déplacements .

dans cette @tape , on doit établia La matrice [H] neliant Conbraintes
et deéplacemenkts .

d'apies L' equation (Z)  on a

o m}- [p][8] &}

o) [H] {6] (sr)
[#] - (o] [B]

avec :

Les mémes Temarques  que mous avons pail pour [K®] deronk

’a.i-('.u Qs poun CH]

-E'c'quati.on ¥ donne Lfes contraintes {\T (_:x.,g)} en tout point
(¢, y) de L'elément . £es  conkraintes ained obterwes conkiennenk
des termes en o et y  que _Le calculateur ne peut prendie en
considération |

Pour obtenin Les contraintes en  mn poinkt dornd | on remplace
tout simplement dans Lfa mataice [H] oc et Yy  par _Hes coordonness
de e potnt .

de cette pason , on peut deteaminer  Les contrainbtes aua quatre
pommets cde L£'e¢lement

r - = -
T (X1, ya) H (31, Y4)
{qf_} e 0'(;[2.,52.) - H(Iz.jz) {5c}
T (X3, Y3) H (X3, Ys)
| T (xm\‘ju)_} | H (x4, Ya)
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da vabeur de [H (x4, 407, paa exempfe est obterwe Axmplement

Ades  coord.onneés

-'rno('_c'de de fa

en int.oducsant
de [# ] . on
oumbree nocuds .

du noeud 1

méme  fagon pour Les  krois

dans ' eocpression

,E'é?u.at.don pre€cedante peut  se nesuwmen par
(7} = [H] {8

dc'f.&'moﬁanf aings Mo matrice de condtrainte [H.J pour un efement

fu,cka_n.?u.ﬁm dans f2 cas

d' un probleme  de ffeou:on des P-Ea.qu.m.

matrice de migidite de ' é0€Ement reckangulauve

des expredsions Sont

F -
SA
-8B S
-3 S& &F
8 ¢ 9o s Symétrique
0 SR &5 SB scC
_— 1 SO -5 SX _SD _SE SF

[K Jb??&gﬁ SF 0 -SQ@ S6 0 S5H sa
0 ST Su Q0 SI _-57 .s8 5S¢
SQ -3U Sy _sw -ST sm sSp _SE SF
6 0 SH sp 0 -5Q sn 0 -50 SA
O 51 53 0 st _-su 0 sk -Ss sB Sc
-PH 853 5m 5@ Su Sy _sc ss Sx SO ~E &F

ow P = Cl/b
SA :ZCLE’.DS Y 8b33.1=3

SB . 5 ab D4
20 b’ Dx .

SD = JJC.'P D:‘

S5C = Rdz.Dx-g

+ 45 b D1 4 6bDay

valables dans Qe cas aén.éa.a.e orthotrope .

SE =30k Dx 4 15@D4 4 € aDxy

SF+ 60p™ Dx 160 p? Dy 4 30Dy 4 84 Dy
56 . 10a"py _ 2b* Dxy

SH=_30 apDy - 6b Day



e3P

SIe10b Dx_8a’D, SR= 10b"Dx - 2 a*Diy

-y 15bp".Dx -15apy _6agDxy S5« 30b p'1Dx + 6Qa Dxy

SM=30p "Dx - 60p*Dy _30D -84 Dxy ST = 5 b*Dx , 2 a’® Daxy

SN= 10a°Dy _ 8 b’ Dxy SU= 15bp " Dx — 6 a Dxy

SO = - 15 pady 4 15b0s 4 6bDxy  SX = -60p~ Dy 4 30p*Dy _ 30D, _84 Daxy
SPs 5a*Dy 4+ 2 b Dxy SY = ~30p "Dy -30p*Dy 4+ 30 Dy 484 Dxy

SQ « 15apDy - 6b Dxy

Mataice de Contrainte délementaixe .

r ) 6?'1:01 K

tq_anq :‘:?..’..t. bpDs 0 2bDx L6p Dx| O 0 o -2apy o -6pDy
: _—

-4aDy | 4bDy  &pIy Y 2bdy L6 Dy O o O |-zapy| O |_¢pby

memen o BEFV Ty I

2bDxy |24 Dxy| _ 2Dxy |-2bDxy| © 2 Dxy o 0 |-2Dxy o 2aDxy | 2Dxy

e T | St i

o] -2bni_6p"D; -4aDy - 4bDx ‘P+” -2ap, 0 |_¢ppy O | o
—tt——1——$fp2¢4 ! """ - | " _ﬁ___

Q ~2bDy -‘P- Dyl yady _4bby ‘P+Dﬂ -2 abdy 0 ~-6p Dy (o} o i o
- b.._ e T USSR S "'_’]‘ — - ) S— ‘l
2bDxyl O -2Dxy| _ 2bdx ~2adxy 2Dxy O 2aDxy|-2Dxy| O | 0 |2Dxy
T I R |

[ff]z_.‘!t.’_ o) 0 o 2ap, O |-6pdy 4ad, |-4bdx 6P+ bx o Ii_szx ..Gp'..D,t
a _— b [ :

0 0 O [2ady| O Lepdyl4ady|-ubdy époy| O |_2bp, -5,
o o . . Y,
[ ~-2Pxy| O |_2adxy 2Dxy/_2bdxy 2a Dxy _2px, 2bDxy| O xy

ite.
2apy | 0 |_epdy| O ) 0 O | 2bDx|_¢p by 4aby | 4bDy | P 2x

S S —— - g épP1
7039 0 "P‘DS 0 o 0 0 2bdy -.GP'JD' & aby LbD, ‘-‘&hs
s T . = p="D4

0 |lzapxy/ . 2Dxy| O 0 2Dxy -2bDdxy O |-2Dxy| 2bDxy 2a Dxy| 2 Dxy
. :
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L'élément de plague .

H.z.1 .

Orgonigrqmme

Nombre de noeuds total (NwnT)

Nombre d'éléments total (NELT)

e

Locer -

ASSemb g

Grille
Caracteéristiques mécaniques et
yeométriques (E, v, h)
chargement (néparti ouw Concenbu)
IE =1
Elemo o
X
IE « TE 41
TE > NewT .
oui
/Conditions aux Limites 7
V4

5
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Resol

cont

ITE = 1
—
Sol e
Y
IEIE 4+ 1
— bl - IE > NELT
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M.2.2 Fonctionnement du programme .

we programme qui a €6 iné au pom.t pour Le calcul des plaques en
Abilisank L'élément wctangulaine g Guatre noewds ,  se Compose d'un

programnie  puncipal  paisant appel a Aept Souns - progrommes , €'ensemble
comportant 500 Anstructions FERTRAN .

‘_1) _programme prncipal

1L est umbibise pouwr L'inbroduction des donnees tel que :

- des porametres (nom-bu de noeuds tokal : NNT |, nombre d'élements
total : NELT)
- Les Caractinistioues mecaniques ek geométiiques de La pLoques
(ccm Ts0laope  E v, h , cas othotrepe : Do, Dy , Dy ng) .

- de ch.alLac,m-e.nt ( nodaf : concentre . mcpmh)

- Kes conditions awoc _Limites (ow conditions dappui ) | qui dont
4ndroduntes  pelon  wn code & Ao Chigpres

Code L_:_._t_'_ﬁ Lioe

D.D.L | Bx | @y ‘*’__T nous avons ahilis€ fes deunx chifpres Oet 1 :

-

[ air}

0 : g d.eaa.é de _Libeate est _Libre |
1 : e dxgu. de Liberté est AMmpose

3
- e - OO0 O

exempie : Code 101

- Za notation awboun de f'aoce des 3 (Ba) et imposer.
- da notation aubour de f'asce desy (0y) est Libae.
— * - e deplacement fateral (w) est Ampooé

- D == -

-—
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Donc  pown L'introduction des condibions ama Limites , on doit donner

e numéne du noeud presentant  un ouw des clegné(n) de Liberte
AMmposé(A) ainsi que pon Code , puie on introduit La valewn du degré
de Libewté impose .

Cette valewa est introduite dans _fe pecond membre c'est d dire Comme
mne  porce nodale exlberieure et on vewt Lfa  aetrouver comme polution
et Atedde awe nous L' avone Amposé

Pour aetgudre ce probléme |, nows avons wmtilisé _La méthode du

berme. diagonal dominant
dans ce progranme  on  veuwl nesoudre L Ayoteme  suivank

[kl 18} = {F}

(KT : matrice de nigidite  globale .
{ 6} : vectewr des deéplacements incConnus .
{F } i Veckewn des po‘lw eokericunen (/.}cwnd membAe ) .

Aupposons  que Lo degrd de liberk€ (4) ot Amposé . B

on Pl senirer  dans notre programme 5i dans le Aptcond memine

c'est o dae  comme pollicitation nodale que L'on mubbiplie pan

an kres gam:nci normbae (GﬁANO) ) G4 nows avons pris €gal a 10*°
on aemplace _Le terme d.x.a.gona.(! Kii de fa makrice 8&0!:&9& CK] pan
Kii 4 GRAND

toutk  cewr oz pait automatiguement  des qu’ aun dzalu-f d.eafu'. de _Ribeate
est impose .

on Jesoud akows

™ - ™ ” r “

i1~ « - Kqd -« « . Kan &1 F4

Kits ... KiigSRAMD ... Kin 4 &i | = 1.&-.6”‘7
. 1

Kni .. kKni ... Kuan én Fn

b - L! o S J




.l'e'quc-ui.wn A Aldcawmt

Kis &1 4 Kiz B2 4 ..... + (KLL+GRAN0)£A+..-.+K.&|\5|1 = i x GRAND

(GRf.No.éi).q- ‘% kij 8j = 5ix GRAND (1)
o GRAND = 10°°

GRAND » &i » J_% Kij &j
A'equation (1) dewient i

GRAND » &4 = Six GRAND

d¥ou Si = &i

Il eocinke d' awbtres méthodes (ten.m-. d'w.aon.al. mnitaine | puppremion des
€quations ) mais elles Afont plus  dippiciles & programmen .

e programme principal pait appel a plusiewrs  pous programmes et
appiche _Les nésulbaks .

9 Sous programmes
MM

* Sous programme Grille : JL est wmbil..é pour la discrcbisation
de Jfa p€a.<ru.e

- Leckure des coordonnees des neeuds (c&éa.l:a:on_ de fa table
VCOoRG des coovdonnezs des nocudn)

- ALecture des conneckivites (caéa.ti.on de fa table Kkconec ode

conaneckivite ) .

remangae 1 Lo Lecture des connectivibes At pait dans Le pens
i/ugcnométhic}tw et  c'est pourguot hous avons choisi aun /sa/..tém

ce ruumérotatiorn Locale oppropri€  am  chapitre IT (pa.rta.amphe. m _1).

# Sous programme Locef : I8 est ubilise pour La consbtruckion
de La kable de Localisation d'un alément . ( pour chague




495

élément | il y a fowdlication de tows P dagu& de Lipeité  d'ou caéakion
de Aa Ltabid: KlLoce ) .

# S0us programme Elemo 0

IR est wtilise pour Le caloul de fa
matrice e ujg;c»u.tc.' élementaire qui est donnee expliciterment en

ponction des Carackinistigues mecaniques ek géométriques de La
plaque  (E, v, h, a  b)

. 50“.5

des

prograrmme ASsSemb

I est utilise poua .B'amc.mb-ia.ae
makrices eb des veckeuns éLémentaires [KC] et [F"} donnant

ane malrice g%bnﬂe [k] et un veckewr Jeobal {F} de fa
P-Qﬂafu.é ctucies .

P

w Sous programme Résol

deéplacements (

La Arvsolution

Ae {M pas

J2 est wbilise pour Le calal oles
c.h.aﬁ,u.e ‘noeud  (Bx, 8y , W) .

s /.ézy,dtc.‘rrw d' equakion fincaire [xl (&) = {F}

La méthode d'eélimination de GAUSS .

€n

s Sous pregramme cont

3 est wbibin€ poun Lo caluul de fLa
maiice de contrainte  €lémentaine |, donneé eacplicitement en ponclion
cles Carachensiliqaes

me’cam‘.quu ek 3éométuq4u de Ra plaque .

s Sous programme Sol

Contraintes

I est mbilise pour Le colowul des
{ Mx , My , Mxy)

Max et My  acnk

pour chaque élement .
Lea moments inkeanes de fLencion.
moment infeane de
Lo determinalion

element

™ xy eslv-  le torasion.

des  conkAcinkes Ae fo.i.t

efement paa
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Rzmarqueﬁ

dans nobtre Aravail nous avons éwmit ceatains de ces Joun
programmes el abilise d'autaes Lirés  da programme BBMEF
(ref: o, DHATT et 6. TouZor , une P‘u:b&.ni:a.l:-ion de fa méthode des éléments ¥

Nows cvons neecait

- e programme P’u'.nc.cpa..e s

. Le  pous proJramme  LoceF dans certaines versions o cause

cles  conneckivites
- 4Le  pous programme Elemo O

Ke Sous P-Loa)a.a,m.me : Cont et Sot .



: 3dosjo¢ 1 vaboad p ww) - 1 e m

Fleches calculees au centre d'une plaque cCarree °I
POUR Divers maiuages =
nombre] Plaque en appui Simple Plaque encastree
- totai
1 ¢ . og:- dgl Sharge unizorme charge ponctuelle change uniporme Chaige ponctuette
ox B [ [

wg [2x2 9 0,005063 0,0137 84 0,001480 0, 005919
3
c E
.s
29 |4xt | 25 0,004328 0, 012327 0,001403 | 0, 006135

a |
L e T | = N
T L5 |exs | 35 0, 004254 0, 012140 0, 001367 0,006012
-~ O
g £
% L
;E 6x6 | 49 0,004181 0,0113971 0, 001332 0, 005910

LN
:gmf 2x2 | 9 0,003446 0,043784 0,001480 0,005919

3
S5
3 EI
QeZlaxa | 25 0,003939 0,012327 0, 001403 0,006134
x oy
Solution exacte 0,004062 ©0,011600 0,001260 0,005600
de Timoshenko
ot
Wmax = X qD Powr wune charge répartie uni.gmmcq
P a?

Wmu:ﬁ

D

pour wune ch.w;ae

ponctuelle au centre P

S?29dw2x3 ¢ [

uonps11ddy p
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# Plague rectanaucaire uniformeément chargee a deux bords ¢n appui

Simple , Le troiSieme encastré et Le dernier Libre .

avgc : VvV =0,3

Cl/b = 1.5
Nombire \V‘/ mx Mu
Moiltoge “‘"t’;‘{fj"’ Xx=af2 , yab x=saf2 , y=b x=afz , y=o
i 2 x2 9 0, 0363 0,077%9 - 0,230
wxz | 15 | 0,038 | o025 | _ o, 199
fow gy 25 0,0342 0, 0606 - 0,227
& x & 35 90,0338 0,0583 - 0,221
| Sclurion sxacte 0, 0335 0,0558 - 0, 22%
fLoefr. muttiplicabewn) q b/p qa? qa?
PLa

¥ saue rechongulaire  uniformément chargee a deux bords

Opposes en appudl Simple et Les deus qutres encastreés.

avec : Vs=0,3
AL AL RS AR ailNgY
! o a/b = 1,5
N
i 1. &)
RSSO NSO S—— P >
| | i
I I \_J-
Mt e e
|
S
AL - oy i i
l:!ombreds W Max ™My My
.fﬂti,i.i._‘.eﬂ-ﬁt oejgtﬁ X x ﬂ!z T xow 0/2 v oY =0 a::ujz ) Y=0 I:o]z’S.b/Z
2x2 9 0, 00358 0,0204 0,0843 [_.0,0859
4«2 | 45 | o0,00270 | o, 0231 | 0,0659 |_o0,0648
4t | 25 1} o, coz¥t 0,01cs | 0,0493 |_o, 0822
5 x4 35 0, 00259 0,0183 0,04¥Z {_0,0788 |
- N—
SeLukion exacke 0, 00 247¥ 0, 0179 0,0406 |_0,0822
}rcot:r"! i Bhiplicatomn g b?‘/jD q bl q b‘ q b*
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# Plaogue rectongulaoire uniformément chc:rga.'e a trois bords en

appui  Simpie et (e dernier encaslré .

e

o
I
|
!
}
i
|
I
i
|
I
J

avec \7 = 0, 3
1 SRR i =
I
: < Q/b =1,2
,é [ -]
_..ﬁ._.._.__._..;.:.]!. o = : e ) x
f 1 .QJ
AARAARRRAARAIS NS S RA R R R R 01 ) il
MK - i g, e — ﬁ.$
_ ; .'wmbr:l: da W ™M x H& M x
"""""L“ﬁa Rethuas :‘C.'.safz =0 a =0 = O by =
L. tobtal. » 4 X< diz gy x o afy ,3:-_& Xz=a, 4y=0
£ %2 3 o Q046 0,045 - 0,085 0,081
e - il — - - = — e ——— =
F A £3 0 oo.w 0,035 - o 091’ 0y 054
6 x & 35 o 0037 ,034 - 0, 094 0, 051.
Solution agacie 0, 0035 0,032 - 6,098 0, C&¥
CoeFE, mulbiplicateur q bh/n q bi' q b1 q b?

w PLagque :--:gc'c.:xntaul.(:irc LUriformement chorgee a Ltrois bords
&Y

gn wppi  Simple et Le  derrnier Libre.

C
——— e B

|
f
i
E
¥
_l

s ——————t

P

Tt
| I I

r“‘ Ry W Mac Mo My
h:'.i.t.ta"“!_ sleraig pvzalz  y=b | xwoft , yublxzajz, yebf2|xaafz, yuble
ix2 | 5 ’- 0,011 % 0,122 0,085 0,052
i e | esner | 6005 | 0,00 | oroa0”
rm l 35 TR YA 0,103 L0, 071 0,039
Sulubion exacta 0, 01158 0,100 0, 063 0,036
CoLFf. muitiplizatewr] qa“/p gat | qat qa’
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Cans dg_laeg_quw o*t.thotn.opu: ;

P o= - - -

. | '
Fleches calculeesr au centne d'une plaque mectangulaire |

bt i
implement appuyeé et unipormément chargee . i

Toutes Les unitesr pont en métres ot en ha .

g NOTA
eoxcemple 1 .
a=54 , bas 3,6 ’ q=300 (charaement réporti)
Dx = 0,12200.10° |  py . 0,25298.10°
. nombre 3
Cl//b DS/.D::: maillage | de :ocuda :c:fi/;(m,)glci:[z
I *l‘ 2x2 ] 0,23660
1,5 | 2 |44 | 25 | o0,19836
] l 6xl 35 o,1918e6
Solution exacte
v I de TimoShenko ©,18564
Rxemple 2 :
a=56 |, b= 3,6 . q = 650 (charaemcnt réparti)
Dx = 0,10000.10% |, Dy : 0,16000.10°
) nombie W (m)x10%
Q/b DS/DI Nmﬂﬂaae de nm x:a/z N Sab/Z
] I 2x2 ) 1,16510
4x4 | 25 0,89626
1,5 6 |—— 1 1=
1 | 6 x4 35 0,86010
} \I Sofution exacte 0,83451
| I de Timoshenko !
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Remargue :

variation des moments inteanes dans 0'éfement .

de €a theorvie cles plaques , on Jait que

1 3 3 i )
Mx = . D & w + ¥ L./ 3 r‘st_D[aw.i.V_a_ﬁ. ’ Hx_x,- D(i-\’) ol
CLoax? 242 oy? 2Xx? 2X 2y
2 2 < 2 2
. B 2w 2w 2w 3__“1) oW )
donr. on & Mx = ,r ()xl b -.bjz ) ? ﬂj = ‘? (az; ) 351 ) Hxa:f(ﬁ

et en whilisant Lfes expressions des courbures et des torsions obtenues

au chapitre oI, 1 (éfap-! 1:2) y on aura

Hx et My ¢ f(lcn,+6ntrx+ 20z Y 4 6oy, Xy 5, 206 4 2«_,x+sc(,,5+6du.x5)

Maxy = f(“ﬁ-&- 2d3x+2x35+3«11 .Iz+ 3“1132)
donc pour n'importe gquelle valeur comstante de x ou de y , Les moments
de plexion Mx et My vanrient fincairement a travens 2£'element ncr.tanauln‘u
d'autre pant | Le moment de torwsion Mxy varie selon wune expression
quachatique en x guand y est constant el inver.sement

Mais  nows remangions a travers Les dipperents exemples que nous
avons traités que ces clstaihutions upposets ne Sont pas
Ataickement Cotreckes et des Véf}_{continud:és sont  apparues entre
fes élements . Fes eareures oblenues Sont  cepandant petites et
on peul obtenir de bonnes approximakions en paisant fa moyenne des valens
des moments obtenus en chaque noeud particulien .

Lonclusion

L' element e plague gque nows avons wtiliss ( €ement tectangulaire
@ quabie noeuds avee trois degres de Libeate po noeud )  nows a
donne de bons nésubtats . cet élement converge , mais La

C.ona/mae.nce_ n'est pas t?o“J'ouM monotone .
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M.4 . Application au béton arme

O.4 .1 - Introduction

de P&u; 3fza.n.c't probléme en béton armeé eot da pirunration des
Jones tenclues deud ces con-oéc];u.encw pur 4" évaluation des
pléches  mealles
A cet eppeb | Res 'u’atemcnbs preconisent  dans L'anticle 50 des
c.c.3.A €8 :

*

€' evaluation des pleches soue des chadges de peavice doct tenin
Comptz , dans La mesure aussi eaxate Gue poosible | cdes Lois
phﬁmqum de la dépormalion des matériawa &m gue de La

Conseguence de Ra pistunation du béton

donc  potis mieacc apprécien @ fa pois  Les moments et psurtoud fes
pleches | Pamt  calwulen Qes tul.aidi.tm y 26 plus proches de fLa
neaiite ;. de la plague en béton aamé .

Ce g aevient a pane e calewl dans Le cas orthotiropt et

dans fe cas  du  béton tenda fuomé

IL. 4.2 . Rappel de béton armé

5) Conscdérons wune Aeckion en pbeton arme foumme d  un Gefo*d:
exentre N I

B T fia e B
] — ]
! oo P
| |
h . |
I |
: : &
| { i
| E l
d- JE‘ ] S — i
S S F— s




Convention de 5*3“f :

o
N n &
e /—\ -
@ (+) (+) (+)
on depinit trois jones
a) - w < © 5 0 aone I , position 1_3
b) 0 € & g« ._Eh_t._ jone L, podition 3.6
ht . S

C_.) = < 9 < 4 éon& m , position 6_8

PIQ;O@ nous en  3one I , qui ‘est 3£n.én.chmenk Le cas powa
Rl Cas : Al = 0

- I ]
- equitibie ke porcen | N= ATa + B JTum

- €quilibre des moments : (N:E) - Bx UL,,, (h, géh)

= 6‘. Ul‘bmh(1_ 36)

ou 3 esl  wn facteun  dépendant de Lo foi du compoitement
du beton .

Par similitude  on a

(1-8)h &h 1. & €a
= e W S——
Eq - £ b €'y
’ 6« _ __ v
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- &5 = 1 =
< =i
en  posant ¥ = ....E’._.
&'s
on  awrra 5 = 1 et - -1_"_.3_
1. 0% >
developons  fes caloubs powr une secktion nectangulaine
on o  : B' - dh b
-Etyu'ubac des porces : N

= ATa 4 5hb T,

- tqulibre des momenks : N.A

6h'b Ty (1. g8)

on de,'{g;.m.t FB tel Gue
1 bh® Tim
(1- 86)6 N. 4

! N.J¢

oL N - Aﬂ'. = 6h b qu -
h (4. 3-6)
on cl(-:'f.(.m}t alors o tel q‘u.c
o . 1 (N_ AGa)h
f-g3 N.2

et on a4 quas o = ﬁ P}

% Can clastique

P de plus N =0 (plection pimple) on aura



e duio.aka.mrne trianauea.l;a.e donne UL = 2 TUpm

o ¥ = - Ea_... = G‘a/n = T
€'s s 2n Tlom
¢ Yot f & ol -0 L
5 2 (1-8) N
Posorns ;5' R G ) B
&
2 |
en aemplagant B, on obtient ﬁ‘ = 2(1-5) " bh Ten
& M
en me,mpﬂa{,anz encor Tpom, par sa valeur , on obtient
I 1
& = b h Ja
n. M
on  ASact Gdidi Mg ':-—%_(l‘_& = Z{'."—-S) . !
g L P P P s (1-38) &
Comme a = __’:‘ . on GURL o
\ { i
B a._..k "‘: &l_.. . = 2 (4“8)
8 (i-138) 6 5 (1- 8/3)

bl"' 2(1_6)
8" (?:,8/3)

Ce Coefpicient est .ubile pour deteaminer une Soeckion

on P,n.or.t Ta = Ta 5 M étant donne

vubﬁ-'ubé-s-&‘(-oA

bh ( predimensionnement)
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Soit R telgue : k -.._i;.‘.'_
en plescion psimple {N=0) on a : R = LN
) — bh

Ce Q:ae“xue.nt est wubile pomA uiug.i.m une Hection (éta.l: de /)u.w:c.e)

d partin  de : A, b,h , mnm ——» on obtient k

R e 5 = ﬁ = Tom

et on Uéﬂ'{’iﬁ : L -

2% cas : A, + O

€quilibre des porces : N = AUa 4 A'Ta 4 B' 0bm

A'vce (h-d') 4 B'Ghm h (4- 38)

ét,m&b&e. des momepts : Nl =

- & ,
* La €a . § (ga) et €a = ( (Ua)
tn o d! h-. &h

ALRe /‘.ur.ch.on rmatmiuﬂai.&e

powr
e Nt o aga (h.d¢') 4 &h7b T bm (4_38)
1 bh* o'b
B . SU— ™
5 (1-g8) NE - A'ga (h-d)
[} 1 1
« N - AGa . A'gh . _MA - ATa (h_d)

n (1_36)



oz _ (N2 _ Ada _ Aga) b
1- 98 NA - A'Tha
a cas elastique « 4
13
G.a. = Ea fra ‘6 = _E'a
I !/ f.'b
0, = Eb &b
Ea
= hn , ;
Eb Tb « 2 Tom

f

Ta

n U'b

‘ED Evaluation des Rijidil’.és.

Soit une pection uotmauem avec A':z 0

pon moment d' inearbtie esk

I = %13— + n A (h-&)z

3
3:5}1 = I = bh 63

k - nA . hA = R bh
b h
3
d'ouw ¥ bh o

: +nA (h_sh)

22 S+ Rbh (1_8)

3
I - bh’ !:-%' " h(‘t_s)l}
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Ro = . B8 ] '
&I Br H* h-hé 62.
VS » B’ 2 (1-6)
T . —
2 (1-8)
T - bh)i‘ .
l_ 3 2(1-95)

3 . 82. (‘—6)1 }

3 2 3 z
e bR 5, 5(1“5)]= bh’[‘i’*‘aé
L 3 Z 6
s
Z = th & k‘l‘b/3) x il
Z b-1
I, bh"'l_ 5" (1-8/3) (1- 5)
|_ 2 (1-5) }
I = bha I—._1___.. (1_3) = th 1-2
7 — al
| P b
7. bht U1-8) 5 LR BB
p' > B’
a' 3
21 ri';‘.fz.‘)aﬂ,t 3 o Lo B 8 e I = bh
LIK> A

de meme  fea m’ga.'d.i'cr}s de Lfa plaque Asuiont evaluees pat :

3

. 3
D, - Ewm hx ; DY - Em hy
;’sx (1.,,\’1) A' (4—91)
Dy = v Dx Dy 3 Dxy = ...1._:_.2_ D« Dy
'

ayec Em = 200000 baxa
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Los nelations prgcddantes sont valables dans fe cas od A =0

avec
ﬁ: - b hz Ta 2 (‘l - 8)
n. M (1 - 8/3) &
3o L IR 1
2n T, )
2
R . n A ” &
bn 2(1-8)
5 . A Ta
S
Pour 2L'application au bélon armeé auax états de Aervice | on a

dewoc tapw de problemes :

@ FrobLéme de determination

- on caleule Lfes moments , en premier Liew , dans le cas

’ 3
Asobtrope homoaéne (Dx = Dy = D ._E_h__T)_ ) = M

12 (1-—\7
— z =%
e en poﬁarat Ua = Ta p on calcule &’ = _ _E_h_&_
h & N
- on colcube ensuite 5 par  Jfa aesodution d' wne e‘:’.ua.tion
d‘& \3‘.- dealé : &I - 2 (1— b)
. (1- 8/3) &*
_ 5_,"
- on cafoeube A a parta cle R -_NA =
b h 2 (1-8)
2
A . 5 bh

2 n (1.8)
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2_.j ProblLeme de venipication .

- Connciss ant R = E: : on deteamine & par Aa resolution
52
d' une e'c!ua.t&.on. i 2% clrta—u : R .

2(1-8)

- & paatir de S5 , on detaamine B' et ¥ c'ou
Bl
A=
¥é .
- on neevabue _Zes ru‘a,-;al.ctc}s : D aeE h
A (1-v?)
. on caloule Lesr momends M dans Ce  cous orthotrope

et on obtient des pleches qui b napprochent de fa

nealite .
- a Paa.l:.&\. ce b' on vém.‘f.i.c At Ta £ Ta

& artin  de ¥ ou & on veripie 4i : q & Se
P A i
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du  module d'élasticibté acier. béton (Em)-

E::_., inotantane éé_;. .:J.f_(mc' (\e[’unac)

de(:arminmtion

i <3 i

a L tr'
& L o= B _._.i-ﬁ ‘?t = il 14+ tet Y1 co
Eg M £e Ee ( ) o de floage

dans Xis ma:’(:,-‘ftmcnt,:‘. des c.c.8.A68 on a :
g 5. 28
£b = 21000y Uj' (¢n baxs) _, _instantané

('ﬁb)m - _.i:f_ - {000 \'/-E;—‘ (en bm} e de _Qonau.e durres
L i "Pr £ 3 on a dOﬂf. \Pb z 2 A4 Lo;;.f‘ eal diff 3'4".
o
R'articke 50 des c.c.pa dit . ‘ /\
&y Ea 1 EL 4 Ea
cé = C A -"—,-; = h / R

T : /‘.agon de cCourbure .
h . heawtewn wbile de fa /5ec.h:aq .

-t __i_l_,_ w é'b o+ &a = 2 Em
s
'
on va <dvalyer £Eom Lel gL Em = U
Em
on «a ) p P '
,E’._i;'_h.k—- % Ea % £L . Ta " _'S:J:— (1+q;&) c0 + (S . P&
Lom Ea Ee Fi + Pa Eo Pi + Po
Te Ul FPi 4 Pa (14%)
= ——— -
fa Ep Fii Pay
2 1 ! fa Ei Pi Poe (4 4 P¢)
" i +
e
e i b 4 4 Pa-
A on pose _ = & = _Poe = 1- Q@
[
:‘:_..,..-—-P;_.i o= Eb 2
Jg
L ot R+ (14%) (1- Q)

dans ¥f¢ cos di baliment Courant péd Tq et G4 Lonk au rmaximum

ona : Q»Q,% ef Y =2
’ t 138 40,3 4 3«0,¥

- dans fe cwd cle cbw'ac instantanes . QAz1 = Em = 2900600 bans
- damd ¢ Cas Jde C}J-.LF-.T.I(': de L’onﬁua/ durez + Q= o => £m= 160 000 bars

= Em = 345000__. % = 185 000 ba
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W 4.3 . Exemple d'upp&kcation

f'exemp& que mous allons eoxposer a et€ lraité par Jean PERA

dans ba these de docteorak :* Contribution auw caleul aumoc ébaka _

Aimikes des strwctunes en béton armeé ”

Mon#iewr Jean PERA o étudi€e wune dalle en béton ammc",éua@a.amﬂﬂe

L a ch.t des expériences notement pour 2a cdetevmination des fleches

Sous  Les dippérentes charges

Ces pleches e.ocpéln.Lmerita.Em nouws interessent beaucoup , puisque nous

allons caliuler la méme dable el Comparer nos nésullaks avec Ceux

obtenuws e.ocpé-i.mmha.ﬂcmmt .

Cas krwite par Jean PERA :

L'ctude proposes porte dus une
datle coarree de 2,5 metres de
portee simolement appuyce Swe bon
Contoun . Les charges bont appliquess
en qu.ul/se poinktas .

- } !
£¢- feu.axﬂewae, u,dong’ est = — 1ttt —— 4'_—--'___,

denoe rappes  d' armabures adenbiques
dans dewsx direckions perpendiculaires ;
poun c_hr;c[u.e_ appe

22P14 FeELO e=12

Resudbats obtenws .

Q totale en KN 400

Fleche auw Centre |

encprimentale an 10-2m | 2101

Fléche Hows ine
charge experimentale 3,59
en 10=* .

_____ Ligne d'appui

O jlague de chwtaemu\.t (13,5x13,5)
s ‘jau.ac de béton

« jauge d' acen

o capteun de deplacement
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notre travail consiste en L2'étude de fa dable preécedante en beton
armé aumoc etaks de Service et La  determination des pleches que
nows comparerons par La puite awsc nesubbats eocpénimentauoc .

jj Calcul en plaque T.80trope .
9 duoitination de fa plague :

e mcu‘.eea.gc empeoyc’ eob un maJ.QQa.ac 21 22 23 24 25
4wl (16 ¢lement s ) 25 noeud.b) @ @ @ "L]s

fa dusoubisation a éte choivic de lelle 16 1%18 L’# a0
E 10

orke ue Res char . appliquees auox
A 1 &M PP=Y 1 12 13 14 5]

quatre  poinks  indiqués sw La figure 1
tombent Aun quatre notuds de fa pague . ‘ T 3 g ~ 10

donnees necessaie  au programme : _
— 4 2 3 s
Dx = Dy - 0,10880. 107 L 65 | 60 60 | 65 |
iq 2.
Dt = o,16310 , 10° £ige-
Dxy = o,46220. 10°
P? = Pﬂ = PiT = P13 = 10
nota : toutes Lles unités Sont en metre et en ha
ey
Pe s c.hcu.ag Concentree awm noewd L) en ha

4

Reosul takts obtenu.s

W(m)x10° | Mx =« My
Sous charge | 0, F7476 2632,%

au Cenfre 1,24120 1956,6

% detexmination des armabuwres

2 o=
ﬁ' = _.._b_h_E_ avec Ja = Ga ek h - 12,7 Cm
n. M
ra
B . 100 . (12,7). 2800 . 11,18

15 . (2692 ,7. 100)
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ﬁ':;_?._.g.i.:_s)._._ 63_ 36° _ 0,5318 4 o0,53% = o
(1- 8/3) ¥° -
- & = 0,36
A . (gl_b_‘j_?), — A= 8,657 cm’
Zn\1-

on prendra  _Les meémes armatures dans Les deus pens ¢ 6 P14 yests
Ax = Ay = 3,24 cm?

évaluation des ru}.,dacb&s

. I
Yo desn o 1,78 doc AP __ . 17,45
$ 5%
on a : Ax = Agas XN . 17, ys5
. had s 12%)°
Dt o Em h s - 2.10 (0, ) - 2,402 . 105
Ax  (4-vY) 17,45 (1- 0,15%)
3 9 3
Dy « Em- hy 2407 (0, M2 4 ¢32. 10°

Ay (4-v7) 17,45 (41-0,145")

D1« v \)Dx-Da s 3,02!{.40"

Dxa: 1:2:2\4 x‘D(’ = 8|568-104

2) Cabcul en plaque o'LthotMP«a :

donnees necessaires awm programme :
Dx = 2,40z . 10°®
‘Da = 1,632, 10°
D= 3, 024. 409
Dxy= 8,568 107

Pi s Poas Piga Pis « 101‘

nesuliots  obberus
I W (m) x 103 Mac My
Sous c_b_a.rae. 4,154y 3035 ,3 2375,9
Qu Cenbae 6, 63383 2415, 6 1529,8
I e =




.65,

g Vérification - Sens X
¥ 3 4 =
K = n A & et s, = 0,109
b h 100 . 12,
" &% o3 p
= - i L= + &k S -2 h = 0O
2 {1-3)
; 2 (1-8)
P = - ‘ = 10,5
(1-°73) &?
o f""= bh?® Ua s Ta ﬁ'. n. M _ 10,5 . 15. 303530
n.nx b h? 100 . (12,%)?

Ua = 293,38 ha/sz > Ta = 2800 ha /cm®
M Paudra  donc augmenker  Les camatures , prenons celles
qus ont ele Pw paA Jean PERA c'est a dine

23 ¢ 14 (Swn s 2,5m) dans “es deuoe ASons

. reevalwaktion des ru‘.a,{d;.':és

Sens K e [Rilt - _._r.‘_é_.l__ = —4_{_'..._".3._..5.&. = o, 167
b hx 250 . 12,7

R« = U":‘i? - Ox = 0, y3as5 o ¥Bx -« 1,293 = ﬁlx < 6,38‘{
' Ax « 12,35

Stna 4.3
ka, .n_&i - _1_5' S5, 2¢ - oi‘lfx
b ha 250. 11,3
Ry = 0,188 - Sy= 0,453 = Yy= 1,208 p'a = 6,273
AE = 1,47
B .. v
Pt m mnl® o 3,391 . 10°
Ax (-\‘ vi)
. 3
Da = X hﬁ P~ 2.’.358 . 105
:\u f"!_\?"')
Dy - v V’-Dx.l’a = Ly ; 269. 40{'
. . For—— 5
»D)tg = ..:'..:2_\_)_ \vl‘ Dx. D‘y = '!, 210. 1o
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S¢ on dnkroduit Ces donnecs 4 notae pregramme , nows obtenons

fes  nésulblats  buivants

] W(m) x 103 M Na
Sous c.harac 2,94 .3-05‘4, 3 2375,8
au centre 4, F0 2y1y, 9 1529, 6

x VérifFication :

Ut\ . Pr n .- ™ . 6’38"( 15. 303y &0. - 1371 ha/le
b h? 100 . (42,7)%

Ta = 1971 ha/c.mz < Ea = 2800 h—a’c;mz

1
. WLM k3 e s, = 19%1 = 50,6 ha/cml
o, . g " 0L 127 : :
Thm = :SU‘,b n.a/(.'.m T o 18T 68,.‘) LJ/cm
2 2.

donc Hes reswdbals obltenus /50nl: Ve:Mf-ie’é

x Comporaison des rnésubbats oblenus avec ! eoc perience .

pleches W(m) x 107

! Cas Isotrope Cas orthotrope experimentales
Sous ) :

Char‘sq O‘?? 2134 . :-'} . 3'59

au CEHE!‘Q 1‘2(‘. 4,?0 1 5,01

Los resultats obtenws montrent clainement que dans Le cas
Iootrope | des Pléches xeelles Sont  pous estimees .
alors que cans fe coas orthotrope , fes yleches Sont proches
des valeurs expenimentales
Cen ndswlbats peuvent ebne amé&atémaaﬂumf Le ma{QBqac et
en tenant Compte des Lois de Comporlement reel du materiaw
béton aime



4. calcul par assimilation a un
grillage de poutres
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I . CALCUL PAR ASSIMILATION A UN
GRILLAGE DE POUTRES

IN.1 Thécorie des Equivalences

.1.1 . Préeliminaire

Veas ULes annees 1960 , Monsieun ABS] a

excamine fLe probleme de L'amimilation d'une : u\\\D\\: _

dalle a un auﬁpﬂse de poulnes . T ::\\\\\\1 1

En efjet on pewt ébre tenke de decouper fa AO/Z’?7?'/%§\’Z\A /“),7/7‘
e

dafle |, droite ouw biaise , en tranches disposees A

e
Saw|
N

w

T R

I

parallelernent auo Ccotes (;ig.‘l et 2) et K‘%\ § T

AT .
d' assimilen d’u:wku tranche a wne poutae \c\
(AB ou cD) dont Les coracténistiques pont Fig. 1.
celles de La tranche consideres .
Cekte rmanigre de proceden est d'ailleuns O ; :
P . [/’\\f%/.f/]
argement ubiticee pour Le caloul des Y /7

bma.am_vo&tm (2\;3,3) qu'on découpe en A
orcs (AB) et consoles (CD) .

%
Cet escamen a amene 1 autewn a de#;.mA. / / A\f\' / [ / ]
C

Les conditions génerales d €quivalence entre une =
dalle et wun 3.1;.2?.@3: de poutres et a entaeprendae "g s &
an imporkant travail de verpicakion AUmEigue .
Ce premier brdvail o éte e point de départ
de Lo * theéorie des équivalences”

Depurs , L'ambeur a pouwrsuivi fes necherches A B8
et a elendu ston domaine d'application .
Actuellerment La théorve des Cquivalences s

constitue wne veie inbtéresante /s'a.d.a.Ptanh ;

parfaitement  cunx . oadinatewns . C

ELle constitue .une approche %dné.a.u.ﬁe. peamettant Fig .3 ,
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de pubstitmwer d P stuce d'un corps r.h.a.a.ae celle d'mn autre coups Jackif
pPlus  aciessible aw calould .

Ce Covps packip peut présenter des caracteristiques et des Lois de

Compaoite ment n'a&ant cucin  Aens ph.aoi.qu.r_.

M.1.2 Etude des dalles

Considercns une dalle de plan moyen (x,y) , 1ene4.34.e de

déformation par unité de Aurface est donnee par fa relakion Auivante

1 2 2 1 Z 1 2 2 z 2
Uo:_‘L_D!-..?_w & (3"")+2_3_"L_ + 2V dWowW _(BW (1)
o | ot 2 y? 2 2Y 2x* oyt

2 Y

o4 D eat fa )u..a;du.e. da iu. d,q,t?,g 5
D . Eh*®

R Ty 5 h étant &' eparsseur cle fa dalle
12 (1_v

a) caus d'ine dable parpaitement encastres Aoa fon  conkowa

2 2
consicderons e teame Alo = vp | 2Wodw ) ]
22t 242 axag

en a _L Ao ds = 0 cu S est La Aurp ace de fa dalle.

en Conszgaience |, on peut prendae comme erm434c de d.éfotmat&on
]

Uo dans _Le corps eq.m.v..&?»mt 2a quaM-atr

Us ""‘;_‘ i.\. ¥ ("“'“'“.') + 2 (:;:’;3)1}

b) cas ou le Coepficient de poisson est nub

dans fe cas od v=o | L' €quation (1) pe aedwit d

L2 2 2 i
Uo - 1 D b‘w‘ B‘V‘J
“a 2 + < +
2 2y axag

L

S|
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€n nesume :

L'expression (2) de Uo est  valable dans Le cas od v =0 ou p4
La dalle est parpaitement encastres pur pon contour .

Par conbre | elle constitue wune valeur dont L' approocimation est tres

,duf’uantc dane Les autres cas .

C)Ener3i2 de Flexion et de torsion dans une barre

. » J
Considerons une bame (.4.‘) cle Ionaum .
£ . asocions. fui  wn pysteme  de

neference propre (X YY)

dé«‘.anoM pat My ,Re moment de _e-ﬂ.eou.on.

5 >
2 x?
on o = A . ox + aw.ba = oW . Coox ..g.l\i./m’.n.o(
DX 2X X °y oY 2 2y
d'w 2w Cost 2 W . 2w o
—— = . Cos X 4 2 _" "  cosx.pina 4 . pn”
? X* v x? X 2Y 2y?
L' energie  de eie.auon. Wp o, plewit alous
2 »2 <
Wep= poMp. 228 o 4 ere (2
2 2 X < o X%
en odant (E I ,Q) Li !
P \ .l.‘ = Q;:
L' energie cle plexion pour LRa  baare (44) N eenit
1 W 2 W DWW 2
WP-:—? oo 4 2 S Coda pnal 4 . pnT K |(3)

2 44 [Jesy X Y 2y
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s _2nergie de torsion:

désignons pea Mt , Le moment de torsion

2 W

Me = GJ_ od GT est La ru’.a&cb.te' a fLa towsion.

X DY
AW (_aw\ D (Bw)
2X DY 2K \2Y / Y

2
ol b Pl m (_/smo() 4 S | tosut)
Y 23X DY 33 2Y 0o 'Da
o) e W ;

(bw)= 0 B & oW Cm“)
oX Y 09X N 00X 33
2'wW dW 2w
=1, — - :),omoc.cmx+ 2w (coslu - /smoc)
29X dY \ 'b‘é DX D3 33
E'énema;‘._e de towusion A'€mit alors
,al 2
2 XY 2 DXBY

en  posant (GJ’.E)A’_" = \6.&5

.-'_.' & i
We = 4 Gl B w P_l.) N ol .Cob o Cod ol _ pin’ o

2 IL 2yt 2t %% +axaa ( )

on Aact que = SN Z X = 2 sina . Cos o

Cod 2 o« . Cos? o _ /}én."

P—'e’ne-lau’- o fa Ltowsion de La barre (1§) Aenil olow -

L (3 7
We = 4 %4 L(aw_aw) in 2o oW w2 (4
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d)ﬂodéée«s equivalents constitués par un grilltage orthogonal
de poutres .

En adoptant .E'eocp'l.eao-ion (2) pour Ue , on peut obtenin wn
modé e éciw'.ua,l’.ant constitue par un a:u;QQaee omthoaona.ﬁ de poutres
dont L'utilisation est trés commode dans fa pa.atx.qu,e "

J
Determinons _fes caaa.c.tc'mt;;q,uu des élements T
(44) et (ke)
En désignant par We 4 eneagie de dépormation

emma.aa,c}i.née dans wun élément de Aurpace

uotanau?m’he A delimite par (i vd s Ky L)

on a —'-x
1 (2 T a2 5 2
w. = A Ue :LAD(DW).{,(aw).}Z -b—w-._.) < L o
2 2x? 2yt XY L}\’:\*\“ﬁj
B i Ag§u B
en dc’—;u‘gnom par  w & eneaaxe de p.ﬂeou‘.on

et de torsion dans fes bartes (LJ et KL)

on A AL
W = (w¥+\dt);_,- % (w,+wt)m_

en  whiluwant fes eocpaessions (3) et (4) , on awna

"G B (e (]

N W - Woe y Oon obtient paa j.den.ti.f,&cation

e'A-J = e' = AD (5)

KL

.%_.(B;J+‘SKL) = A.D (6)
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remargue

On  voit que Ldes cewoc paramétres de pleccion (ell:.j et @' ) sont bien
deteamines , alors gue Les paramétres de borsion (¥ij et ¥iwi) pewvent
prendre  des valeurs anbitraires gous neserve que La aelation (6)

Soit Venpiet .

e) determination des sollicitations dans Le corps reel .

d@aanom per Tiiy et Mki | fes moments de Qle-ou’-on Le J.on.a
nespeckivernent  des élements (ij) et (ki)

d'apus  La 1esistance  des matériamsc | on a :

(M) o d'w (M W
ET /i T Dt ; EI /Rt "yl

La nelakion (5) peut A €cnire

{)LJ = (Eli)iﬁ = A.D = (.QA'.JIQKL).D
on a : E.I,P.LJ = («ELJ " -EKL) D

d' ou (EI)ey = @wy . D
de rneme (E I)KL = .QLJ' . D

d' apres 2a theorie clea anquu,on Aait que

3 azw'
Mx=_.:o[?’w + ¥ J
Dot 2 y?

My = -D[2w Valw]

a:jl. le
en nemplagant chaque Ltemme par sa vafewr , on obtient
Ma = _ ——-HLJ : v =3
A Fue * T

-ﬁKL

lﬂ::{ - [.._?t‘-_&_ + V-—-—J_M"]
L)
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Cqeaop e (W ¢ uA ux)
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spaay wp b =y 3
Prreou
s wqry W 'WgTP nev]
quopatpod epmou xmep v qAWRR M 19

'5

pmryr wvamod ap mird quwewaga y

2J1DqU2W 272 231pibid P

201J70W - | ¢

"X

2s3nod  2p 1u1j

-y -

PEEREEA

Al



-~ 75

notons que cette rnatnice a €é obtenue dans le nepere dLocal de L'¢lément
(Xm, Yo |, Zin)

Les  duppfrents ebements d'une méme ptauctune  n'awnont pas necessairement
Les memes tepenes Locawmsc . Ce qui Nows amene G defiria  pour une
Pasctine  donner  un nepere  globad pan napport auquel nows définirons toukes
Res maknices de ug&cli-té ekémentaines .

La matrice de fu'.:}d'.dj.té elémentaine dans JLe :u:,péae aﬁobaf /o‘obl:i.u\t
a parbir de  fa rmatrice de wgidite elémentaire dane Le repenre Local

d' a.P»..u La  nelalion puivante :

[ke]= [7)° [k%] L]

oi [ T] est une matrnice de pessage Yiant lzs dewnx ll.epb\.u.

™ -
Con S MRS 0 0 0 0
.../50’1 ¥ Cos ¥ 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T] =
0 0 0 Coo¥  pinY 0
0 O 0 ~pNY Cod¥ 0
o 0 0 0 0 1
!L -
netons par - Cx = Co3¥

Cy = pin ¥

Lo matrmce de aigidite  elémentaire  dans Le nepene 3201?“-3 est

dennes s Ada nelcation P’zéc.e'ziante et esat notee EK‘] s
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J L1339
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Programmation de LU'élement de poutre

Pouar L'élement de poutre | nows avons wtilise Le pAogacumme
de _L'element de plaque certaines modifications notament
conftenant fa malrice de nigidite
et quelques wodipications au niveauw du pwgramme paincipal bel que
de nombre de noewodsr pan élément (WNEL) |, Le nombre de degnés de
Ribenkée par notwd

(NDLN) , Le nombre de dzaw de ALibeateé par elément
(NDLE) y sko, .,

civec
Le  pous programme Elemo 0

a) _Organigramme

nombre de noeuds total (NNT)

nombre d'eélements total(NeLT

GrilLle
Y
caracteristiques mecaniques et
geometriques (e, v, T ,3)
chargement (réparti , Concentri)
.
IE = 1
< —
Elemo O
AsSSemb &
v A
NON
E> NEL 3

oui



conditions aux

Limites

IE=1

Resol

3

Locer

EFfFor F

IE = IE 41

NON
—; E > NELT

oui

>

Elemo 0

+ React
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P} Fonctionnement du programme :

de  programme  congu  pour l'gEe'r;tent de poufre ponclionne exactement
de fa meme fpason que celwi de [f'élément de La plague .
Néanmoins il eociste des modipications au niveauw du calul des conbrainkes
et des néacltions .

s Cakcul des conbraintes
on a wmtilise La malrice élémentaire poii  determinen fes conlrainbes
dans chaque element.
{He} = [Kk*] { &%

[k®] . matrice de m‘.ga‘.da-te’ etementaine .
{ 5* }oos clépfacements <Elementaires.
[ HE] Contrainles élementaires .

a Calwwl des neacdions
Pourn e calowul des ncactions d'appus R

, on doit caluutler

B ridu (R} - [K] L8] - [}

[k] : matrice de uax.dxté 3£cba?.e Aans conditions aux Limites .
[6} : déplacements aﬂobm.

[F} . Aollicitations eccteriewnes  pans conditions aux Limites .
{R} = neactions  d' appwis .

R:i = o Lovsque Lo degre de Libeate est Libre .

Ri ¢ © IMA?A& Le d.cau' de berte est bZoq.u.e’
nemanrgue dans  notae travail | nows avons repris Le programme.
congu powr L' él€ment de plague  auquel on a  apporte cles
modifications cu niveau du programme principal et nous avons
et fas pous programmes puivanks
- Le pouns programme  EFfor (ubilise pour Le calwul des contraintes )

. Le pous progiamme  Réact (utilise pour fe calaul des zéactions dappuis)
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.3 . Exemples d'agplicabtion :

- Schéma btypt d'une clalle convention de notation
Y4
m— = Q Lonau,t_u.r de LRa dable
4 T b Ea.kae_u.h. de £€a odatle
b |
1 Ab 1b h €paisseur de La dakle
4 ,___.__"‘b
{1 A AJ i Aa e Ap Espacements des axes du
' - aulﬂa.ae 5
a EhR? R .
b e S Boa R fug4di.l:¢. a da plexion
12 (1-v*)
clc ‘eq ala?ﬂc
Noka :  toutes fes unités Sont en mébaes el en tonnes .

exe-m 'E‘?— i z:fllllllil¥11111l{_1_l LA L L L 2 & &£ & & 4 4 [ & & & ‘5'

&—” o

- L

plague Camet totafemenkt encastree 5 [

i / { E
v

116 17 18 13 wof

B y

a= b= 4,00 ] 2

xO- = }c L 1'00 E E

by .

; 441 12 13 14 if P

D = iy 500 v’ -

b o

V= 0,35 y ;

L ; 3

P’z = L T 46 7 8 s ‘]0’,

4 [

(c,h.a.rsr. Lu."}iﬁfnffe@ it roewdd 12,) 7 g

1 ;

14 2 3 sE

. , 4 y 2

’CMJAQEQL-{&' obbtanus Trrrr T T YT T T YT P TT T T T Yy rrrrTrr Y rryrrTrry

W(m)x10%
e Wim) « 10° 2
s Sokwtion Sofution par i
noeud Plagut cu i ma @bl

Foolo, 45867 a, y5121 1 AT

& 0,4 9980 9,52452 ?

3 0, 16131 0,17303

2 e WA “ a7, 1 1-- —_
2 l1,26980 | 1,29%50 5 % 1 e
13 0,.9617?" ' 1, 047220 ,
i ‘ S - Solution q,nuL:’EH}UE i D.young : dou.rn Appl -

14 0,294856 G, 21040 Mech  dec 1940

17 G, 445 Sh¥ O, 49121 . S ltion pwr asoiredation a un a’uﬁ'?aﬁk de PD“-'tu
18 % oy dH980 0, 5iu52 ——. Sofubion { P‘.‘,—L?m:)

9 o 16131 fooitind



FLAGUE CARKEE SIMPLEMENT AFPUYEE ET UNIFORMEMENT

CHARGESR

Ak*hhkkkkkk**%k%kh)kﬁkkkkkhkkkkk*k%kk}kkk*ﬁk#-"kkkAkkAkk
NUmBhE Dh NiLLbs 9 T
NMOEUDS LUU‘“UN@“S
1 G GU0Go DL0000h
P 3.00000 0.00000
& GaQoooo 00600
4 0,00060 A.00000
g 2.00000 F.00uD0
& GLo0000 3,00000
¥ G.L00000 GaUGuoo
g 3.00000 (. 00000
9 GaL00uo u“uuuuu

ELEMENTS CONNECTIVITES

i 1 2 4
2 2 5 4
3 2 3 ]
4 3 6 9
o 4 9 ¥
o 9 8 7
7 9 b g
g G Y '

! |
HLNL hukﬁ?

B

VALEUR IMPOSEE DE LIBERTE: 1= 0.00000E+00
VALEUR IMPOSEE AU DEGRE DE LIBEKTE: 2= 0.00000E+C0
VALEUR IMPOSEE AU DEGRE DE LIBERTE: 3= 0.00000E+0Q0Q
VALEUR IMPOSEE AU DEGEE LE LIGERTE: 4= Q.00000E+00
VALEUR IMPOSEE AU DEGRE DE LIBERTE: b= Q.0000GE+QO
VALEUR IMPOSEE AU DEGRE DE LIBERTED Pw= 0.00000E+00
VALEUR IMPOSEE AU DEGRE DE LIBERTZ: 3= Q.00000E+00
UHLLUR IHPD‘EE AU DEGRH HE IlBLRlL. G= 0.000001*00

NUEUU

1 0.00000

2 3.00000
3 &.00000
4 0.00000
5 3.00000
G H.00000
7 $.00000
8 3.00000
9 6.0OC000

Y
$.00000
0.00000
0.00000
3.00000
3.006000
3. 00000

00000
6.00000
6.00000

D.L"
0.00000E+GO
0.13500E-20
0.00000E+0C0
OE-26
0. GO E+ 04
GL13500KE-20
0.00000E+0C
0.13900E~26
OL.O00000E+00




“LAQUE CAKKREE SIMPLEMENT APY ET UNIFOEMERENT CHARGEL
kkk#k#kkkkk*k*kk#kﬁkﬁkk#knkkk**%ﬁ*kkkkkk%k*kkkkkkﬁkﬁk##ﬂ
NDHBRL LE NUEUUJ 9 NUMBRE U thﬂhﬂl = B

LLF’kLH.NNEI,q

0.00QGQ
0.00000
GLOGo00
3.00000
S3.00000
3.00000
G.O0O000
6G.0000C0
GuOGOQﬁ

NOEULS

L 0.00000
3.00000
6.00000
2.00000
§.00000
6.00000
0.00000
3.00000
6.00000

L

3
4
5
b
9
g

LUNNLLELULLLJ

1 2 4
Z 5 4
2 3 9
3 (6} 5
4 o i
5 8 7
5 &) o
G 9 o
tHIDITE DE FLEXIOQ

LHFiuLﬁhNT EhPﬁP‘[

IHFDQEE
IMPOSEE
IMPOSEE
IMPOSEE

UEERE UE LIBEPTE.
DEGRE DE LIBERTE:
DEGRE DE LIRERTED 3
DEGRE DE LIBERTE:

0.00000E+00
0. 000O0E+00

LO0000E+LU
0. 000000

VAaLEUR
VHLEUR
VALEUK
VALEUR

VALEUR IMPOSEE AU DEGRE DE LIBERTE: b= 0.00000E+00
VALEUR IMPOSEE AU DEGREE OE LIBERTE: 7 LOOLOCE+QO

LIBERTE: 8= 0 OOCO0E+QO
LIBEPTH: 9= 0.00000E+0Q

H.La

DEGKE DE
BEGRE 0E

Y

IMPOSEE A
UﬁLEUQ IHPU&EE HU

NUEUD X

VALEUR

1

“y

.

0N L

0.00000
3.00000
G.00C00
0.00000
3.00000
6.00000
O 00000

nnnnn

.00000

0.00000
0.00000
0.00000
3.00000
3.00000
3.00000
G.00000

20000
6G.00000

0.00000GE+0Q
0.30375E-20
0.00000E+00
0 30378E-26

15 795E-02
U.JOJ?dt 206
0.00000E+CO
D.30373E-20
0.00000E+00Q



Y
Excmﬁb,_z
& e b l,‘t Go Vo Gy 3
Ad: Ab = 1,50 y
> fj
D 4500 13 1k
N w (m) x 103
du [ Sotutis SoluFion pat
notud 5 ;&: -j-:; aAsimi ?N::lf
G, 48541 0,52108
8 0,261 7 1,04220
o,48841 0,52108
12 G, 96117 1,04220
13 2,13110 Z,3y02
14 0, 36117 1,04220
17 6, 483kt o,52108%
13 o, 36117 4,04220
13 G, 4 B34 0,52108
CxamthLJ : PlLague Carres
e — 4N
et e Qertnient encastré

a = b

L b SR bl hfb bl did b b bk

Lol e i ol abiacslhs
|

421 L2 23 24 | zsf
; Y
’ 4
; 2
‘ L
41 17 18 13 10
y 4
A 4
A -
: 4
A
. k
-
4 3 ] i15r
411 12 1 L
: 4
a
y #
. -
“ -
b L
4‘ 7 8 5 10 p
- 4
A 4
. b
# 2
2 3
A
11 3 3 4 sF
T rrrT T P22 037 TPy rrr 7 rrrrrysrr

= 6,00

?\a = ,\b = 1’50

d deux cotes

D . 84380
Y o= U‘ 3
By » 1%
NO Wim) x 40%
d‘l . Sowution Soiution ar
Noge : plLasue RAS5imilea tion
¥ ©,19009 0,19517
& 0,28%50 0,29655
9 @, 19003 0,19517
iz 0, buudy 0,46901
i3 | O, 71318 o, Fi9%¥s
e o0, 4uBy 0,46301

cnemifation

——— plajue

/';Ou&o“ f\.ﬂ;l.i’.jt'—‘“lu

appuyes , fe browsieme Ubae

21 21 23] 24 15 :
i

le i7__13 13 2o}
|

]

g2 13 1% 13§
| 1

|

L 7 ] SW 18
I

|

4 z| Jl & 5 1

FITF7TTTTTITTFTETITTI?7?

~NO W (m) x 404

et Solwk; Fi n
N otud q;[‘_ q&qu‘:n ,:.I;;i r:n'nt. af.’"?.ou
17 o, 51722 0,53634
18 0, #5061 o, ¥ty 10
19 0,51%22 ©,53634
22 C,52797 0, 49276
L3 O, F4287 0, 6937%28
24 0,52797 0, 432%6




9. calcul par assimilation a un
probleme de champ scalaire
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X . CALCUL PAR ASSIMILATION A UN

PROBLEME D& CHAMP SCALAIRE

De La theore des plaques minces |, on a La aelalion fuivante

4 4 L
o W 2 oW W 9
e + T ; + = (1)
2 e 4 X" Y LN D
2 2
en de’A»ana,n.t par B ,E'opc‘aa.tcm, laplacien : A - 2
doct  ay*
£'éguation (1) peut ' €crire : ADW =9
: D
2 2 z 2
el . (D 4+ .2 \(\bw +bw)_i_ (2)
ax*  ay* ) Nox* ' py2 D

On Sad awssd d'a.pmés La théorie dea anc'ue.a que

W > W
M = _ D ( r+ Y
e ‘331

2 2
5"13 = _ D oW +wa
oY dac?

1 2

Mx 4 My = _ D (1_‘_\)) bwi O W
D bg"
posant M = Mo+ My
A4 Vv
o Moo % (alw 5 2 W
- Yo o 331
2 2
dllld 3 I ._bwl aw = ._....5:.1_... (3)
: & JIC. 33" D

des nelutioas {z) et (3) on obtient :

(_2 +2’1").(._£'.‘..,)= i
\ ox? 2yt D D
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M M
d'oa 4+ — — = - (&)
? ot 2yt 1

6 partir des aelations (3) et (&) on peut calculer Les
déplacements Lateramoc (w) d' une an.qu.t mec.ta.qaul?m: pimplement
appuyee et uniformément c.hwtacé ;, en wutilisant un €lement @ un
deau‘ de _Liberte par noeud et en caleulant dewoc pous L'operatum A.
, on calule

) AM = -4
M <O /MJ-C conktoun

donc

i:‘j on pa.en.d.a.a M Ccomme c;hauae eocterieure (unj.foame'ment
nepartie) et on caloule

W = O /64.44 Le conlbouwnr

Pour L' application de cette methode |, nous cvons wbilio€
Le programme BBMEF cdans sa version oua—éuaﬁc (rii-‘ g
G. DHATT et 6. TouzoT : une presentation de La méthode des
€lements pinis.) .

Ze programme BB MEF nesoul .e‘e'cfua..t.ion de poisson :

2 3

L' étement wutilise Lo err un  element tuanauEMc a Ltaraows

notuds et a4 {.Li‘.‘a‘lc' de _Libeate par noeud .

dans L' dquation de Powuson Pu:cc’da.nte. . d nreprcsenle Le

Coeffitient de conduckivite glorns que dans noktre cCan (Pea.quu) ,
3

on e remplacea paA La Ma-id.ite' D (.D-._E_h.___) ek Fv

2 12 (4= Y
RLPw‘btn.te. La /bof._&'c.il'.a.t.s.on de  volwme alona que dans nobre cas

H paa Mm‘pi’.acé p o Le C.h.a.h_af.me.n,l: FLC:PMtL

Donc en fasant bouarnsa clewoe fo-bo e piojramme BBMEF , on
pesiia  deteamine, Les deplacement.s (w) cie Ra ?anux,.
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CONCLUSION

————————— —— — —

Dans e cadre de notre travail | nous avons teste plusiewns procedes
de cafeul des plaques et montrd comment on peut nésoudre un probléme
bien deteamine en wtifisant plusicuns procedes dippenents .

Nous avons ei€ ament d nows initien au caleul pwr otdinatewt | poua
cela on a aecout e programme 5.6.ﬂ.£.F(r¢'r= G.DHATT et

6. TouzoT , une présentation de La méthode des éléments pinis) dams
Mn premien temps et par La  puite nous £'avons modipi€ apin qu'il
Nladapte & notre cos qui est 2'étude des plaques en utibisant

L' elemenkt wtanauecu;&.t. a c’ur.u'.'ie noewuds .

au Cours de ce travail , nows avons nencontre Certaines deppicultes
notament Love de P2 ubtitisation de L£'éLement uctanauEaM.e dont fa
matrice de mg,gdud tementaine a éte neprisce du ZIENKIEWICE ,

& probesme  Se posail Lorsqu' on  voulait alten ULoin dans fa
cUsarétisation | qinei powr wn maillage de 8x8 (81 noeud,es) Les
nésultals oblenus étaient erronés ; mais au dessous de 64 éléments
hows avons obtenu des nesullats tres Satispaisants  pour Les
d&:fé/l;t:n,bs exemples braites .

nows avons paa fa puite  ftudie” un é€ement de poutre pour pouvon
appliguer La théorie des e'c]uévaeen.cu y Pour cela on a <introduit
dans fe programme de plague fa matrice de migidite de L' élement
de poutre et amener des chq.ngcmcn.tzs aw niveaw du programme paincipal

et on a €l certains  soun projlammes necessaites .

Nows wvons teste par fa Suite  des greeages cle poutres clont e
nombat cle noewds total a.tte.c'.ana.it 81
noti! gue Cebw de Aa Pi’ac]u,e avec un maA.QQaac_ de 8x8 donc La meme
taille des matrices de ma{ditez globales ; et dans ce cas (poutres)
hows avens obtenu des nésulbabs correcks . Cecd nous a amene a

, C'eel £ méme nombue de

penser gqu'il y aut wune erreure dans Pa mabrice de regidite elementaire
de 2'€Pement flf.c.f:flnauﬁu.«i.-u clonneé dans ZiEnNKiEwicZ .
&n e que  concerne £a theorie des e"?‘w;uaee.ncu y Nows avons

obtenus de trés bons aesultabs poun Pes dipperents exemples traites.
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NOws avons oussi etudi€ Le cas cles Jdalles en bébton armeé auoc
¢tats de seavice et kest€  wun exemple dont on connaissait @es
rasulftals expirimentaux et nous avons obtenu des neswltbats
proches cle  rewmac données par L'experience .

Enpin  on a traité Le cas des plagues pimplement appugece et
un&fmmémuxk c,hmaé enn assimilant Le probleme de p!a.qu.e. a Celu
d'un champ pcalaire en wutilidant Le programme B.8.M.E.F
dans a version o'u.axnaﬂt et en Le faisant touane deuwoc fois .
fes ncsultaks obtenws étaient tads psatis paisants .

Donc nowus pemdons avoh pait un  tour ae’n,e?a.a.@ ASuar  Lda maniere
dont on peut 2dsouchre un probleme  de plaque , h€aumouns
beaucoup neste & faire dans ce /Suic.t

Suggestions :

- verpication ce La matrice de m’.additc’ de {'element 'tcctqnau&am
- .Da'vee.apf-u Les calouls eb améliorer obre éebtude en w ci,m
Concernt Lo theéoaie des éa,ui\mﬁencu.
- emoger d' ameliorer hnos p»\.oalu,ammu en Anstalant un
fous progromme  de 3£nc?:.a.l:¢'0n automatique des données
carn A'intioduction cdes donnees est viaiment un harLdAlCaF ,Qorjju-?-
ceéles ei Sont nomblewses .
cdans Le cas du béton game | introduire fa Loi de

ComPo’-i‘-e,me_mi: reekle du materiaw .
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2 2
foE o DM oM _
d'oa : = — 4 > o = _q (4)

d partin des nedatcons (3) et (4) on peut calculer &es
déplacements Pateraumac (w) d'une plaque me-ctanaugmc implement
appuyes et arspormeEment C,h.n.ﬂ'.aé , en wtilassant wn €lement 4 un
dcami de _Liberb€ par noewd et en calcufant dewoc foius Loperatum A.
. on calcoube

1_') bM - _ g

Me=0 _sun Le contour

donc

gj on pxcn,d./x.a M comme c.hcuac eocterieure (uru'.foimc’mcnb
Q&'Pw:.tie.) et on calcoule

faw .
4

Lw = 0 Aur Le contour

o|2

Powur L' applicateon de cette methode , nows avons wbtilic€
e programme BBMEF dans sa version o'\..ia-i.n.a.&e_ (riF :
G. DHATT et 6. TouzoT : une parésentation de La méthode deas
elements finm.) ‘

Lo pr oamixmme. BB HMEF nesowk .E‘e'?.u,a.tion de poisson :

2 2
d %“E‘__‘i‘ + —-%;i) + Ff, =0
L' €lement utilive iu  est un element t&ianauﬂai/u a Ltaos
noeuds et a un detau‘ de Aiberte par noeud .

dans L' €quation de Powson Pu‘cc'da.nl:e. : d nreprésenle Le
Coefficient de conductivite cloran que dans notre cas ( plaques) ,
on Az remplaceta par  La Ma—idﬂ:f D (-D-__E.h‘ ) et p,

3 12 (4= %)
'K.Pu.‘{ﬂ_n.tt. La Acllicitabion de  volume calons c]u(c. dans nobae cas

il peora rmplace par Le c.hamae.mani; rLéPw;t;

Donc en faisdant tourner clewse fois Re pregiamme BBMEF , on
pourra  cletenminer Mes deplacements (w) de Ra plague .






