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Sujet:
Etude comparative des éléments conformes et non conformes dans
I'analyse des plaques en flexion par la méthode des élements finis.
Résumeé:
Le present travail a pour objectif l'éléboration de programmes pour
l'analyse flexionnelle des plaques minces en utilisant 3 élements :

- Un élément a 12 degrés de liberté non conforme.
- Un élément a 16 degrés de liberté conforme.
- Un élément a 12 degrés de liberte modifié.

Permettant la determination des inconnues de base des plaques sous
charge statique verticale et sous diverses conditions d'appuis, afin d'établir
une comparaison entre les différents éléments utilisés.
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INTRODUCTION

1-INTRODUCTION

La méthode des éléments finis est une méthode de résolution numerique
applicable a un grand nombre de problémes techniques qui intéressent
l'ingénieur. Elle est née d'une maniére intuitive, pour résoudre des problémes
d'élasticité, mais son domaine d'application s'est considérablement étendu,
essentiellement 2 tous les problémes de champs : champs de contraintes,
champs de température, champs éléctriques ou magnétiques, écoulement
fluide, pour des comportements linéaires ou non linéaires. |

Les mathématiciens ont assis la méthode sur des base: solides el ont
démontré 1a convergence des solutions approchées vers la solution exacte.

La méthode des éléments finis permet l'analyse de structures discontinues
ou continues. La structure a étudier est décomposée en un ensemble de
parties appelées "éléments” . Ces éléments sont raccordés les uns aux autres
pour former la structure compléte, par lintérmeédiaire de points appelés
neeuds ou points nodaux.

Les éléments constituant la structure sont choisis suffisamment simples pdur
que leur comportement structurel soit facile a établir. Ce comportement
structurel dépend de 1a géométrie de 1'élément, des approximations faites et
du comportement du matériau constituant 'élément.

2-OBIET DU TRAVAIL

L'objet du présent travail consiste en i'analyse f lexionnelle des plaques par la
méthode des éléments finis en faisant varier la fonction de Géplacement de la
maniere suivante :

- Une fonction pour le 12 degré de liberté non conforme.
- Une fonction pour le 16 degré de liberté conforme.
- Une fonction pour le 12 degré de liberté modifié.
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Le but étant la détermination des déplacements et des confraintes en
n'importe quel point d'une plaque soumise a un chargement concentré ou
uniforme avec diverses conditions d'appuis.

Pour ce faire, on établit des programmes de résolution par éléments finis en
utilisant des éléments de plaques rectangulaires en adoptant 3 éléments
différents.

Le premier élément adopté est rectangulaire, non conforme et comporte 3
degrés de liberté par noeud. En ce qui conserne le deuxi¢me, on a fait
introduire ie phénoméne de gauchissement afin de pérfectionner le résultat et
1'élément est passé a 4 degrés de liberté par neeud.

Enfin, on est revenu i un élément rectangulaire a 3 degrés de liberté par
nceud avec une modification opérée sur la fonction de forme dans un souci-de
palier a la non conformité du 187 élément.

"Le second objectif est de faire une étude comparative entre les 3 modeles
afin de déterminer 1'élément qui ofire une meilleure convergence vers les
solutions exactes.
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Chap.l. THECRIE DES PLAQUES MINCES

I-1-INTRODUCTION

L'étude des plaques minces sujeties seulement a des fléches peu importantes
représente une classe extrémement importante de problemes ayant un grand

nombre d'applications pratiques.
Les dalies plates, les tabliers de

ponts, les planchers, les dbmes et réservoirs

3 parois minces, sOumis 3 des pressions intérieures et extérieures, en sont des
exemples frappants. 11y a plusieurs types de plaques qui différent par le
comportement de leurs matériaux (plaques isotropes, orthotsopes, anisotropes

_ete ).

Suivant le chargement, une plaque peut 8tre soumise a un état de
contraintes planes si ce chargement est appliqué dans son plan moyen et peut
avoir un comportement I jexionnel si ce chargement est appliqué
perpendiculairement a son plan moyen. Dans le cas d'une action simuitanée on
parle alors de flexion composée des plaques. La méthode des éléments finis a
té utitisée avec succés pour les problémes noti linéaires, notons qu'il existe 2
types de non linéarité qui sont la non tinéarité géométrique ( larges
déplacements ) et 1a non tinéarité du matériau ( plasticité ) .

Dans tout ce qui suivra, on ne

s'intéressera quaux probiémes des plaques

minces homogénes, isotropes, a petites fléches chargées perpendiculairement

a leur plan moyen.

1-2-DEFINITION

Une plaque est un solide limité

par 2 plans paralléles et un contour ferme,

une surface de référence plane (plan XY) en représente un plan de symeétrie
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Sous l'effet d'un chargement il ¥y a déplacement de chaque point du plan
moyen. Le déplacement selon I'axe OZ est appelé déflexion et est noté W.
Les propriétés de flexion d'une plaque dépendent en grande partie de son
épaisseur rapportée a ses autres dimensions.
Pour cela nous distinguerons 3 sortes de plagues
- Plaques minces a [aibles fléches
- Plaques minces a grandes fleches
- Plaques épaisses.

1-3- CADRE GENERAL DE LA THEORIE DES PLAQUES

I-3-1-PLAQUES MINCES A FAIBLES FLECHES {h/L<1/1%5 el W/h«<1

Si les fléches W d'une plaque sont faibles par rapport & son épaisseur h, on
peut alors énoncer une théorie approximative trés satisfaisante sur 1a {lexion
d'une plaque soumise 4 des charges transversales, en émettant les hypotheses
suivantes :

4
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1) Le chargement extérieur sera considéré comme appliqué
perpendiculairement a la surface moyenne.

2) La dilatation linéaire transverse est nulle (pas de variation d'épaisseur )
il n'y a donc pas de déformations dans le plan moyen dune plaque, ce plan
reste neutre pendant la flexion, les déplacements Uo et Vo (suivant XY) d'un
point quelconque de la surface moyenne seront par conséquent nuls. On écrit
alors :

Uo=0 et Vo=0

3) Dans les relations de comportement les contraintes 7z normales suivant
une direction transversale a la plaque seront négligées par rapport aux autres
composantes du tenseur de contraintes z.

4) Les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non
déformée restent sur une droite dans la configuration déformeée.

Ces hypothéses nous aménent a conclure que toutes les composantes de la
contrainte peuvent s'écrire en fonction de la fleche W de la plaque,
I'hypothése n="4 des sections inclut celle dite de conservation des normales
(les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non
déformée restent sur la normale a la surface moyenne déformée ), on admet
ainsi que la rigidité de cisaillement est trés grande par rapport a la rigidité de
la flexion cela implique que les déformations de cisaillement  sont

¥ £
négligeables par rapport aux autres composantes Cxy =0 et “yz =0, cette
hypothése reste satisfaisante sauf dans le cas de trous dans la plaque ou
l'influence du cisaillement devient importante ($ 39, page 165 Timoshenko).

1-3-2-PLAQUES MINCES AVEC GRANDES FLECHES (W/h<!
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L'hypothése n°2 n'est plus vérifiée ; il apparait une déformation du plan
moyen due a la flexion (meme sous effort normal exterieur ), couplage des
effets de membranes et des effets de flexion.

1-3-3-PLAQUES EPAISSES

Le probléme n'étant pas simple, il doit étre par conséquent rapporté a la
theorie de Mindlin.

I1-4-ETUDE DELA FLEXION PURE
[-4-1-RELATIONS DEFORMATIONS - DEPLACEMENTS

¢y nommée déformation longitudinale est la dérivée du deplacement U
suivant 1'axe X

Ly nommée déformation transversale est la dérivée du déplacement V
suivant 1’ axe Y.
e déformation tangentielle (déformation d'un angle qui était droit

avant déplacement ).
D'aprés les hypothéses de Kirchoff, on peut écrire:

61 =0U {1-1) CZ-ESW‘ {1-4)
0K dz
a'f= aY¥ {1-2) E’XZ=_B_W_+M {1-5)
ay 0x 0z
Cxy=2U +2V -9 Cp-aws+av @
dy 3% 0y 9z
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En intégrant 1'équation n=° 4 on obtient W = W{xy)
En intégrant les équations n="5 et n="6 on obtient:

U=-z 3 W + Uo(xy) a-7
ox
V=-Z 3 W + Voxy) {1-8)
ay
Or, d'aprés 1'hypothése n°2 énoncée au § (1-3-1), on sait que :
Uo = Vo=0

Les équations (7) et (8) s'écriront alors comme suit :
U=-290W (i-9)
oX

Ve =7 W (i-10)
oy
En substituant les éguations () et (10) dans les équations {1), (2) et (3) on
arrive au systéme ecrit ci desous :

ez 2W =2 1
ax2 I'x

‘iy=~za?ﬂ_=z 1 (1-A)

agﬁ Iy
Cy=-22z02w =121
oxoy re

-
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N

C / c

B
SENS DES COUPES

n‘z. - n: >

lignes moyénnes /
. N |

: déformation
- OW Bx- oW
bar 5 U ay v
COUPE C-C COUPE B-B
Fig (I-2)

1 = -2\ (I-11) est la courbure du plan moven dans le plan XZ

Ix ax2



Chap.I. THEORIE DES PLAQUES MINCES

1 - -32¥  (-12)  estlacourbure du plan moyen dans le plan YZ

- -92¥W_  (1-13)  estla courbure du plan moyen dans le plan XY

Remarque : Nous considérons une courbure comme positive si elle est
convexe vers le bas. Les équations (11}, (12) et (13) sont précédées du signe (-
) car la fléche est convexe vers le bas et donc 1a dérivée seconde est négative.

1-4-2-RELATIONS CONTRAINTES-DEFORMATIORS

En utilisant 1a loi de Hooke généralisée pour un comportement élastique en
contraintes planes, on exprime les déformations en fonction des contraintes
régnant sur 'épaisseur de la plaque (7x , 'y et Oxy).

Ex et Ey sont les modules de Young (respectivernent dans les sens X et Y)
px et gy sont les coefficients de Poisson (respectivement dans les sens X
ety) ‘

| G étant le module d'élasticité transversale.

€ Ox - px Oy

Ex Ex
Coe fy « iy Tx (1-B)
Ey Ey
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¢

xy= Oxy

G
Remarque: Pour une plaque ayant les mémes caractéristiques physiques
suivant les 2 sens XetY et doncisotrope :

Ex =Ey =E
B =py=H
b= E
2(1+)
Le systéme d'équations (B) peut donc se reécrire de la maniére suivante :
Cx=0c +u Oy
E E
aY:_'?‘y +p O (1-C)
E E
¢

xy =(1+411) Oxy
E

De la méme maniére nous pouvons exprimer les contraintes en fonction des
déformations comme c¢i dessous :
Ix = _E ( ¢ x +Hh ¢ y)
(1-p2)

o= € ( &y &y a-m
(1-pd

txy=_E ¢ Xy
(1+p)

10
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En remplagant ¢ X, ¢ y et ¢ xy par leurs valeurs trouvées < ans le systéme
d'équations (A) dans le systéme (D) on trouve:

Ox =-2 E (32_5&* I-Laz.i)_
(1_u2] axz ayz

ij = =il E__ (32_W_+ uaz__?_\’__) (I—E)

Oxy =-2E W
(1+p)  oxay

o x/

4w V-

17 &

xy

Contraintes s'appliquant sur une portion
de plaque plane mince

Fig(I-3)

[Ty
[S—.
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1-4-3-EFFORTS INTERRES

Les contraintes régnant sur 1'épaisseur de la plaque donnent naissance a des
moments de flexion, de torsion et a des efforts tranchants exprimés par unité
de longueur qui sont nommés contraintes généralisées :

MY' MXY

My ] %\m /
iy - §
y

My M XY
MOMENTS DE FLEXION MOMENTS DE TORSION
: 3
X
0
Fig(1-4)
W2z
Mx = J 2 Ox dz
-1/2

12
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h/2
My = J z Oydz (I-F)
-h/2
h/2
Mzxy = Myx= J’ Z {‘jxvg dz
-z

En introduisant les equations (I-E) dans (I-F) et en intégrant =i obtient :

Mx=-D(ozW +p 92W)

ox2 oy
My=-D{o2W +pazw) (I-G)
oyz 0%z

Mxy = Myx = -D (1-p) 2w
0X 0y

. D : rigidité flexionnelle de la plaque

D=Ehd
12(1-pz)

Les efforts tranchants s'ecrivent:

13
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12
Tx= J’ e dz
-h/2
(I-H)

h/2
Tys J O.yz dz
-2

1-4-4-EQUATIONS D'EQUILIBRE (EQUATION DE LAGRANG:)

Considérons un élément plaque (dx dy) sur lequel agit une charge qi(xy)
répartie par unité de surface .

14
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Projetons sur I'axe OZ toutes les forces agissant sur 1'élément ; on obtient
I'équation d'équilibre suivante :

3Tx (dxdy) + 3Ty ({dxdy) + qdxdy=0
d X ay
Dou:
3Tx + 3Ty + q=0 {I-14)
d X dy

En faisant de méme pour les projections des moments sur les axes X et Y on
obtient les 2 équations suivantes :

2 Mix=- 3Mxy - dMy +Ty =0
3% 3y
(1-1)
2 My= 3Mx + dMx - Tx =0
ay ox

Remarque : Les équations (I-14) et (I-1) définissent entiérement I'équilibre
de notre élément étant donné qu’il n'existe pas de forces agissant suivant les
axes X etY et pas de moment par rapporta Z.

Des équations (I-1), on peut déduire :

Tx=3dMxy + 0 Mx
ay 0%

{I-])
Ty=90Mxy + My
O ay

15
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En derivant la premiére et la seconde équation de (I-]) respectivement par
rapporta X puis y,on obtient :

ATX =0°Mxy + 02Mx
X 3x 3y dxe
(I-K)
0Ty - 2Myy + 32My
dy % 3y 3y2

En injectant les équations (I-K) dans 1'équation (I-14) on obtient :

2Mx + Mxy + PMy =-q (1-15)
Ix2 o% 3y dy?

En substituant les valeurs de Mx, My et Mxy obtenues dans les équations ( I-
G) dans l'équation (I-15) , on en déduit i'équation suivante :

A4¥ = q/D {1-16)

Remarque : L'équation (I-16) est dite équation gouvernante nu équation de
Poisson.

On peut réécrire les équations (I-]) sous la forme :

Tx=-D 3AZW
ox
{I-L)
Ty= -D 9A2W
oy

16
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Remarque : A2 désigne le Laplacien 32 + 902
Ix2 ayz

I-5-CONDITIONS AUX LIMITES

Le déplacement W doit satisfaire a I'équation de Lagrange et aux conditions
aux limites sur le contour de la plaque pour différents cas d'appuis.

1) Bord encastré

Si le bord de la plaque est encastré, 1a fléche le long de ce bord est nulle et le
plan tangent a la surface moyenne fléchie le long de ce bord coincide avec la
position initiale du plan moyen de la plaque .

Supposons que le bord encastré soit x=a

Wlx=a= 0 : _Q}f!'___lxq =0
ox
2) Bord simapie uye

Sile bord x=a de la plaque est simplement appuyé, la fléche W le long de
celui-¢i sera nulle ; cependent, ce bord pourra tourner librement autour de
l'axe Y, c'esta dire quil n'existe pas de moment de flexion par rapport a 1'axe
Y le long de ce bord ; l1a représentation analytique des conditions aux limites
est donnée par :

Wlk=az0 . (02W+pa2W ) =0
ox2 2y?

3) Bord libre

17
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Sile bord x=a de la plaque est entiérement libre, cela veut <ire que ce bord
ne subit ni moment de torsion et de flexion, ni forces de cisaillement
verticales.

Mx|x=a =0 : Mxy!x=a =0
Tx|x=a= 0

Mx , Mxy et Tx sont les effort appliqués sur les bords de la plaque. C'est
Poisson qui a exprimé les conditions aux limites pour un bord ; plus tard
Kirchoff prouva que 2 conditions suffisaient pour déterminer complétement
les fléches satisfaisant 1'équation de Sophie Germain. I1 démontra que les 2
conditions aux limites relatives aux moments de torsion Mxy et l'effort
tranchant Tx pouvaient étre remplagés par une seule condition aux limites. La
répartition des moments de torsion Mxy est statiquement équivalente 2 une
repartition de forces de cisaillement d'intensité -

Tx = ( Q(Mxy.r"x) )lx=a
ay
Par suite, 1a condition requise, relative & Mxy et Tx le long du bord libre
est :

(Tx +Tw | x=a =0  oubien; (Tx + 3Mxyx) ) lx=s = 0 i-17)
oy

Or:

Tx=-D 0a2Wdy et Mxy=-D{(1-p)o2_W dy
d% 0% ay

18
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En remplacant dans la formule (I-17) on obtient :

(-DIA2W D{1-) B W ) Ix=a=0
0X Ix dy2

Ou bien :

( BW o+ BW + BW - 8 W)lea=0
ox3 oK dy2 ox dy? ox oy2

D'ou la 1¢re condition aux limites -

( P _W +(2-p) 3 W i|x=a =0 (1-17)
ox3 ox Y2

La condition pour lagquelle ie moment de flexion est nul le long du bord libre
est :

( XW o+ azi)lpa:o (1-18)
ox2 y2

Les équations (I-17) et (I-18) représentent les 2 conditions aux limites
établies par Kirchoff.

19
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1-6-METHODES DE RESOLUTION DE L'EQUATION GOUVERNANTE

La résolution de I'équation gouvernante peut se faire par plusieurs méthodes
se présentant en 2 groupes :

1€r Groupe :

On démarre de la fonction satisfaisant & 1'équation fondamentale de notre
plaque sans toutefois satisfaire forcément a une ou plusieures des conditions
aux limites ; en second lieu on recherche une fonction complémentaire
susceptible de satisfaire communément tant a I'équation générale de la plaque
qu'aux conditions aux limites.

2eme Groupe

La procédure de résolution se fait de maniére inverse a celle évoquée
précédement ; parmi ces méthodes on peut citer:
- Méthode des séries doubles de Fourier
- Méthodes variationnelles
- Méthodes par différence
- Méthode directe de résolution
- Solution de Maurice-Lévy

1-7-CONCLUSION

De tout ce qui a précédé il est a noter que la résclution des équations aux
dérivées partielles dans le cas de flexion de plaques demeure fastidieuse ,
pour les cas simples .

20
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Si les conditions de distribution du chargement , 1a géométrie de la plaque et
les conditions aux limites se compliquent, la résolution analytique peut
devenir impossible et c'est pourquoi seules les méthodes numériques sont
applicables.

La méthode des éléments finis représente 1'un des outils indiqué pour la
résolution de ces équations.

21






Chap I1. GENERALITES SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

11-1-INTRODUCTION

La necessité de réalisation de projets denvergure et souvent complexes
améne lingénieur a rechercher des modéles adéquats Iui Dermettant de
simuler les comportements des systémes physiques complexes imposés par
I'évolution technologique.

La méthode des éléments finis constitue aujourd’hui un procédé général de
discritisation des problemes continus ; elle utilise pour cela une approximation
simple des variables inconnues pour transformer les relations mathématiques
(équations aux dérivées partielles) décrivant le comportement des systémes
physiques en équations algébriques dont la résolution numérique se fait par
ordinateurs.

I1-2-HISTORIQUE

La 26me moitié du 19€me siécle constitue le point de départ logique de
I'histoire de l'analyse des structures. Ceci a pu se faire grace aux travaux
d'imminents savants tels Navier , Maxwell et Castigliano qui ont énormément
contribué et permis a leurs successeurs de poser les fondems~"s de l'analyse
des structures composées d'assemblage de barres présentant ainsi la
meéthodologie précédant 'analyse matricielle des structures.

La limitation sévére sur la taille des problémes ne pouvant étre traités a
cause du systéme d'équations a résoudre a freiné en quelques sorte la percée,
pour un certain temps, de cette méthode. Il fallait attendre que Hardy Cross
eni 1934 introduise 1a méthode de ia distribution des moments, méthode qui a
rendu résolvables des problémes beaucoup plus complexes et provoquant
ainsi la naissance de la méthode matricielle surtout pour les structures 2
treillis.

- Méthode des forces ARGYRIS, DENKE (1955)
- Méthode des déplacements ARGYRIS, TURNER (1956)

Les travaux de Courant {(1940) ont présenté aussi un intérét particulier en
raison de leurs orientations vers des phenoménes régis par des équations
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applicables dans des domaines autres que celui de 1a mécanique des stuctures.
Dés 1960 la méthode des éléments subit un dévelopement rapide en se basant
meonquement d'une part sur la formulation énergétique et la mécanique des
structures et d'autre part sur les méthodes d'approximation [Ritz (1908) |
Galerkin (1915)]. Son champs d'application ne cesse de s'élargir et de s'étendre
touchant ainsi a presque tous les domaines sensibles, en particulier la
construction aéronautique, aérospatiale, navale et nucléaire.

I1-3-NOTIONS DE BASE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

11-3-1-CONCEPTS D'ELEMENTS FINIS

La méthode des éléments finis fixe un certain nombre de principes qui
facilitent I'approximation et surmontent les problémes de passage, du modéle
réel au modéle mécanique.

a) Le milieu continu est divisé par des lignes imaginaires en un certain
nombre de parties dites "éléments-finis”.

b) Les éléments sont supposés reliés entre eux en un nombre fini de points
nodaux situés sur leurs frontiéres ; les déplacements de ces points nodaux
seront les inconnues de base du probleme.

¢) On choisit une (dans notre cas plusieurs) fonction(s) permettant de
deéfinir de maniere unique le champs de déplacement.

d) Les fonctions de déplacement définissent sans ambiguité 1'état des
deformations a l'intérieur d'un élément en fonction des déplacements nodaux :
ces deformations definissent a leur tour 1'état des contraintes en tout point de
I'élément et par voie de conséquence également sur les frontiéres.
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e) On détermine un systéme de forces concentrées 2ux noeuds qui
équilibrent les contraintes s'exercant aux frontiéres et d'éventuelles forces
réparties ; il en résulte une relation de rigidité.

C'est par le biais de ces fondements que les recouvrements et les vides le

long des inter -é1éments ne sont pas tolérés, ce qui différencie la méthode des
éléments finis des autres méthodes matricielles.

I11-3-2-FORMULATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Trois formulations possibles peuvent étre envisagées pour traiter un
probléme par éléments finis.

- Méthode des déplacements (de rigidité)
- Méthode des forces (de souplesse)
- Méthode mixte (hybride)

Pour la 1€re formulation, on définit un champs de déplacements satisfaisant
la compatibilité des déplacements a lintérieur de 'élément, cela peut se faire
par le choix dune fonction de déplacement qui caractérisera i'état de
déplacement d'une fagon unique.

On suppose que les conditions de compatibilité des déplacements, l'équation
gouvernante et le mouvement de corps rigide sont satisfaits, la réscintion des
équations d'équilibre nous permetra de déterminer les deplacements nodaux
(uniques). C'est 1'approche déplacement.

En ce qui conserne ia 2éme€ formuiation, elle consiste a définir un champs de
contraintes assurant 'équilibre de 1'élément En résolvant ensuite ies équations
de compatibilité des déplacements, on obtient les forces.

Enfin la 3ém3 formulation est un mélange des deux precedentes donnant
ainsi naissance a un nouveau concept qui est "élément fini hytride”™
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-Dans notre cas, en raison de la plus grande facilité d'approcher les
déplacements que les contraintes, nous avons opté pour la premiére
formulation qui est dailleur la plus utilisée, pour cela les inconnues du
probléme (déplacements ) seront approchées par des fonctions d'intérpolation
(généralement de forme polynomiale) afin d'assurer la continuité de ces
déplacements aux niveaux des interfaces et des noeuds communs a 2 éléments
adjacents.

Mais le choix de ces fonctions d'interpolation n'est pas chose facile, du fait
que ces dernieres doivent satisfaire aux conditions de continuité des
déplacements le long des interfaces et cela en faisant abstraction a la
continuité a lintérieur des éléments qui doit étre satisfaite en raison de
l'unicite des déplacements (état de déformation constant, mouvement de corps
rigide).

Ces difficultés de choix des champs de déplacements proviennent du fait que
la flexion des plaques planes est régie par une équation différ=.cielle du 4éme
ordre, et non du second ordre comme dans le cas des équations d'équilibres en
contraintes planes et en déformations planes.

I1-4- PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS
FINIS SELON LA FORMULATION VARIATIONRELLE

11-4-1-INTRODUCTION

La plupart des formulations actuelles pour les structures s'obtiennent par
1'application du principe variationnel.

11-4-2-DIFFERENTES METHODES DE FORMULATION
DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
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On a exposé au court du paragraphe précédent les 3 grandes classes de
méthodes pour la construction des équations algébriques pérmettant une
formulation compléte en éléments finis.

L'établissement de ces équations relatives a chaque grande classe peut étre
examiné par 1'une des 3 méthodes suivantes :

1)- Méthode directe
2)- Méthode des résidus pondérés
3)- Méthode variationnelle

a)Méthode directe

On combine directement les 3 systémes d'équations d'élastic’ie a savoir les
équations d'équilibre, les équations déformations-déplacements et les
équations intrinséques du matériau avec 'équation force contraintes.

-

[K] {Q} = {F} équation d'équilibre (11-1)
{¢7} =D { ¢ } équation intrinséque {11-2)

{ ¢} =[L) {1} équation déformations-déplacements (Ii-3)

{F} =[A] {7} équation forces-contraintes (11-4)

En remplagant (11-2) et (11-3) dans (11-4), on obtient 1'équation suivante :

-

{F} =lA] [D] IL] {Q}
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Puis en utilisant 1'équation (II-1) on déduit
K] =[A] [D] [L]

Remarque: La méthode directe est d'une application limitée, elle sapplique
pour des élements discrets, et il est difficile, voire impossible de I'appliquer a
des éléments complexes.

b) Méthode des résidus pondérés

Elle implique a priori le choix d'une fonction d'approximation (polynome par
exemple). Cette fonction ne satisfait pas, en général, I'équation différencielle
du probleme, et sa substitution dans cette équation entrainerait l'apparition
d'un résidu qu’'on note R.

Afin daboutir a une solution parfaite, nous ticherons de minimiser
l'intégrale des résidus portant sur le domaine, ¢'est a dire -

J R dv = minimum

Y

On peut relever la précision de cette méthode en lui associant une fonction
de pondération notée @ et on essayera maintenant de minimiser le produit :

[ RBav -0
v

Cette derniére équation résume la méthode des résidus pondérés,

différentes fonctions de pondération ont pu étre établies par différents
chercheurs tels Galerkin et Ritz.

27



Chap.II. GENERALITES SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

¢)Formulation variationnelle (approche énergétique)

Vue l'importance que revét cette méthode, son utilisation fréquente dans la
mécanique des structures, et vus les inconvénients que présente la méthode
directe dont le domaine d'application est limité, la méthode variationnelle est
la méthode qu'on préfére utiliser.

Cela ne touche en rien au mérite de la méthode des résidus pondérés dont le
domaine d'application est illimité et qui est utilisée pour des applications dans
d'autres domaines.

M E F
¥ ¥ v
Methode des Methode des Methode
forces deplacements mixte

4 ¥

ethode des
Methode Methode ot
directe variationnelle ponderes
Fig(II-1)
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II-5-CLASSIFICATION DES SYSTEMES PHYSIQUES

discreD_ 3
stationnaire

I

SYSTEME _
i

LINEAIRE i EF
ou ~

NON o

continu> non stationnaire
S

—, e

/&\

Fig(I1-2)

La meéthode variationnelle appliquée aux problémes de la mécanique des
structures se base sur le principe des travaux virtuels, lequel constitue le
fondement des principes variationnels tel que le principe de la stationnarité
de I'énergie de déformation qu'on exposera ultérieurement.

a)Principe du travail virtuel

Si on impose a un corps déformable un champs de déplacement virtuel d Ui

, les forces extérieures réelles éffectuent un travail virtuel extérieur d W
tandis que les forces intérieures ( 7 jj dS) éffectuent un travait virtuel de

déformation d U . Ce corps sera en équilibre i :
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d W = d U {11-5)

Fig(11-3)

Ti= 7ij nj : Forces de surface

Bi = Q fivi: Forces de volume

dW=JB§ dedvi- J’Ti dUidS
v S
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D'aprés le principe de convergence :

| avaev -] v x aa
R =7 &R "7

| o av f Fuias
v Xi S

Q

Donc :

d W =J B; d Ui av +J (7 d Ui)j dv
v v

dU =J o dai,‘ dav

Y

6{' ij =1 (dUi,;‘ + d Uii) {11-6)
2

Comme 0 Uij = d Uji  on peut donc écrire

T 663 = 4 v Uiy (ax-7)

d W =I {(B;j +(‘?'jj,,')d Ui +j d Uijl dV  (1-8)

A4
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En considérant 1'équilibre locale, le terme (Bjj + &7j i) s'annule :
On écrit :
(Bijj+ i) =0
L'équation (11-8) devient :
d W =J' {'?'ijd Ujj dV = d U
A 4
Puis, en considérant 1'équation (I1-7), on peut écrire :
d W =J Cjijdaijd'v' = d U

Y

Dou:

Ow.Cy

11-6-PRINCIPE DE L'ENERGIE POTENTIELLE MINIMALE

D'aprés le principe du travail virtuel on a :
dU= dW donc C{U—dW=0 c'est a dire

d(U—W)=0

Théoréme: De tous les champs de  déplacements
cinématiquement admissibles, celui qui satisfait aux conditions
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d'équilibre donmne a l'énergie potentielle totale T wune valeur
stationnaire .

Si le systéme est stable, I'énergie totale est par définition minimum dans la
configuration réelle du systéme.

dﬂ :d(U—W)=0

Principe de 1'énergie potentielle minimale:

Parmi toutes les configurations de déplacements cinématiquement
admissibles qu'un corps élastique peut prendre, se trouve la configuration qui
satisfait 1'équilibre, de maniére que I'énergie potentielle totale prend une
valeur minimale.

L'énergie potentielle totale d'un systéme contenant des degreés de libérté dj
(i=1: ...n) peutétre exprimée en fonction de ces mémes degrés de libérté de
la maniére suivante .

N=n(d;) i=1,..;n

L'énergie potentielle totale sera minimale si ses dérivées partielles par
rapport aux degrés de libérté s'annulent :

Cette procédure va engendrer un systéme de N équations algébriques
simultanées.
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11-7-CRITERES DE CONVERGENCE

On ne s'intéressera quaux erreurs causées par la discrétisation de la
structure et a la convergence de 1a solution par éléments finis vers la solution
exacte (modéle mathématique ) .

Au fur et a mesure que le nombre d'éléements augmente la convergence peut
se faire soit de maniére monotone soit de maniére non monotone.

Conditions de convergence monotone: Les éléments doivent étres
complets et compatibles.

a) Elément complet: Les fonctions de déplacement doivent étres en
mesure de représenter des déplacements de corps rigide 2 h: = 1 et un état

de deéformation constante.

b) Elément compatible: Les déplacements au sein des éléements et a
travers les limites séparant les éléments doivent étres continus.
Physiquement la compatibilité assure la non émergence d'éspaces ou vide:,
entre éléments lorsque l'assemblage est chargé.
La compatibilité est trés difficile a satisfaire lorsque les degrés de liberté aux
noeuds sont dépendants ( W ; @y ; @y ) comparativement aux ¢léments avec
des degrés de liberté indépendants.






Chap.111. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

I11-1-INTRODUCTION

Pour les structures treillis, une subdivision en plusieurs éléments est
naturelle, alors que pour une structure continue, une subdivision finie
correspondante naturelle n'existe pas, de telle sorte que la structure doit étre
artificiellement divisée en éléments. Cependent la méthode des éléments finis
permet de batir un modéle satisfaisant en utilisant un nombre fini de
constituants bien définis. Cette approximation peut étre obtenue de la maniére
suivante :

-Le milieu continu est divisé par des lignes ou par des surfaces
imaginaires, en un certain nombre d'¢léments finis.

-Les éléments sont supposés reliés entre eux en un nombre fini de points
nodaux situés sur leurs frontiéres, appelés communément "nceuds”™ . Les
déplacements de ces points seront des inconnues de base du probléme
exactement comme un simple calcul de structures.

- On choisit une {ou des) fonction (s) permettant de définir de maniére
unique le champs des déplacements a l'intérieur de chaque " élément fini ",
en fonction des déplacements de ces neeuds.

- Les fonctions de déplacements définissent maintenant ['état des
déformations sans ambiguité & lintérieur de l'élément, en fonction des
déplacements nodaux. Et compte tenu des propriétés élastiques du matériau
cés mémes fonctions définissent !'état de contraintes en tout point de
1'éiément et par conséquent sur ses frontiéres.

- On détermine un systéme de forces concentrées aux nceuds qui

équilibrent les contraintes s'ézercant aux frontiéres, et d'éventuetles forces
réparties. Il en résulte une relation de rigidité.
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POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

111-2-DISCRETISATION D'UNE STRUCTURE

Un corps déformable posséde un nombre infini de points ; en chacun de ceux
ci, on peut définir les forces extérieures, les contraintes, les déformations et
les déplacements.

Dés lors, il est indispensable de substituer a la structure étudiée, un modéle
mathématique composé d'un certain nombre d'éléments appelés “éléments
finis”, reliés entre eux en un nombre fini de points appelés neeuds.

Il y a un grand nombre d'éléments finis, chacun ayant ses avantages
particuliers. Dans le présent travail, nous opterons pour un élément fini
réctangulaire linéaire.

L'énergie de déformation devra approcher le plus possible celie de Ila
structure continue. Les intéractions entre éléments sont introduites sous
forme de forces et de déplacements généralisés.

Certaines structures, notamment ies plaques et les coques, sont idéaliseées
par des éléments discrets, dont les liaisons mutuelles sont continues le long
des interfaces.

Lidéalisation consiste & ne considérer que les liaisons nodales, c'est a dire en
un nombre fini de points situés sur les bords des eléments.

Les forces qui assureront ainsi l'intéraction des éléments aux noeuds, sont
dites généralisées.

Lorsque le champs de déplacement assure en outre la continuité des
déplacements aux intérfaces, 1'élément constitue un modele  pur ou
“conforme”.

111-3-PROBLEME DE CONTINUITE

Dans la méthode des éléments finis, les éléments indépendants sont
contraints de se déformer de fagon bien spécifique.

Le choix d'un mode convenable de déformation pour les éléments doit étre
tel que toute la continuité de 'assemblage tende a étre mainte e,
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POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

Pour la flexion des plagues, le déplacement latéral W du plan median devra
définir de fagon unique 1'état de déplacement de tous les points de 1'élement.

Pour que soit assurée la continuité des paramétres nod=ux d'un élément a
l'autre le long des cOtés, il est pratique de représenter par une expression
polynomiale en X et Y la fonction déplacement, et puisque son but est
d'exprimer les déplacements de n'importe quel point { a (xy) ) en termes de
déplacements nodaux { ae ), elle doit contenir un coefficient inconnu pour
chaque degré de liberté de 1'élément.

Dans un premier temps nous étudierons un élément de 4 neends a 3 degres
de liberté par noeuds, 1'é1ément comportera alors un total de 12 degrés de
liberté par élément, la fonction d'intérpolation représentant la deflexion W
comportera donc 12 coefficients indéterminés. La fonction choisie pérmettra
une discontinuité de la pente normale le long de n'importe quel bord, elle n'est
donc pas idéale et elle est nommeée par conséquent fonction nea conforme.

Un moyen de surmonter cette difficulté consiste a utiliser des éléments
d'ordre plus élevé, donc a opter pour des polynomes d'ordre plus élevé pour
les fonctions de déplacement.

Cela peut se faire de 2 fagons :

- La premiére consiste a donner des paramétres de deplacement
additicnnels aux neeuds situés sur les sommets { éléments de haute précision
de type Hermite }.

- La seconde consiste a placer d'autres noeuds le long des ¢otés ( en plus
des neeuds aux sommets ), en donnant a ceuzr-¢i n'importe quel paramétre de
déplacement ( éléments de haute précision de type Lagrange ).

L'avantage de ces éléments est que trés peu d'entre eux sont nécessaires
pour modéliser une structure. Cependant cela est réalisé au deétriment de la
simplicité de calcul.

Dans ce qui suivra, nous utiliserons pour le calcul de la rigidité des éléments

la premiére solution c'est a dire celle qui consiste 2 augmenter les degrés de
liberté de chaque neeud.
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POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

111-4- OBTENTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE GLOBALE
PAR LE PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

On peut énoncer les étapes suivantes pour la résolution dun probléme
d'éléments finis.

jerétape: (choix d'un systéme de coordonnées comvenable et
numérotation des nceuds)

Y

/
oY/ /) x
g i

& -
a a
-+ &
2a

Fig(I11-1)

L'élément que nous considérerons durant tout ce qui suit est
réctangulaire de cotés 2a et 2b ; on numérote de maniére que la différence
entre les valeurs maximales et minimales attribuées aux nceuds dun méme
élément soit la plus petite possible ; pour cela on opte pour une numérotation
de gauche a droite et de bas en haut.
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FGUR L’ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

biiif/ / / |
1Jl

gauche a droite

Fig(I111-2)

Pour la numeérotation locale on choisit le sens trigonométrique comme indigqué
sur la figure ¢i dessus.

2em gtape: (choix de la fonction de déplacement [ f(xy) | qu
définit le déplacement en chaque point de 1'élément)

En fonction du degré de liberté par nceud et les fonctions de forme adoptees
on écrit la relation entre les déplacements en n'importe quel point et les
déplacements nodaux.

{a}=[1xy)] {8}

Puis comme {a®}=1[A]{8} <cestadire {8}=[a]1{a®}

On écrit fa(zy) ]} =1(xy) (Al {a¢ ]
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POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

3emétape: (Relier les déformations { ¢ (z,y) } en chaque point aux
déplacements { a{x,y) } et donc aux déplacements nodaux{ a¢ } )

Dans le cas d'un probiéme de flexion des plaques, 1'état des déformations en
chaque point peut étre représenté par 3 composantes :

- La courbure dans la direction de ¥ notée: - 32 W
ai”

- La courbure dans la direction de Y notée: - az w
ay?

- La torsion notée: - 32W
oxay

Les moments internes My et My agissent chacun sur 2 cotés de I'élément, il
eni est de méme pour les moments de torsion Myy et Myy  mais puisque Mxy
est égal 2 Myy on peut ne considérer que l'un des deux, par exemple Myy agit
sur les quatres cotés, cela en doublant le terme de torsion dans le vecteur
deformation.

{ e(x,y)} S {-a2W ; -2¥W ; -22W
Ix? ay2 3xdy

Puis en remplagant W par sa valeur dans la fonction de déplacement
choisie, on écrit

{ ¢ (x,y)} =[C] {8}
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POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

Et comme
{8} =[A11{ a8}

Donc
{ Lyl =1clA)! {28)

4emétape: (Relier les contraintes internes {J (xy)} aux
déformations et aux déplacements nodaux {a€} )

Dans la résolution des problémes de flexion des plaques, les contraintes
internes sont réellement les moments de flexion et de torsion, les
déformations sont représentées par les courbures et les torsions vues dans
I'étape 3. Ainsi 1'état de contrainte peut étre représenté par les 3 composantes
My, My et Mgy

(&Y} = {My; My; Myy)T

Les relations entre contraintes et deformations comime donnees au CHAPII
s'écrivent :

My = (Dy a2W_ +Dy 02W )
ax2 aye

My=(Dy 92W +D; 32W )
3y Il

Myy=-2 Dyy 32 W
oxay
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POUR L’ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

Dy et Dy sont les rigidités de flexion dans les directions XetY
D est 1a rigidité de couplage de type Poisson

Dyy est la rigidité a la torsion

Comme on est dans le ¢as d'une plaque isotrope :

Dy=Dy=D= Eh

3
12(1-p2)

Di=pD et Dxy =L (10D

2
Dx D1 0
(O@y} =Pt Py o (v}
0 0 Dxy

Puis

{d@ky)} =] { a(x,y)}

{ Syl =[ClAF {a8)

Donc :
{Oxy) } =IDIICIIAT! { a¢) (II1-1)
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Chap.I11. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L'’ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

semétape :

v

’

Fig(111-3)

Fi :force concentrée
f® - force volumique
s - force surfacique

Avec
{Fi} = {Fd ;Fyt ; FA )T

-

{fb} = { be , fyb ' fzb jy

-~

{s) = {1 1y5; 15 1T

a

Soit {a¢}={u;v;,w] {111-2)

Les déformations correspondantes sont :

{ £(X,Y)}T={ E’xx; E’w; E'zz; E'x';:r; vz E‘zx}



Chap.I11. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

Les contraintes correspondantes sont :

(o = {Fx Oyy; O Oxy, Oz, Ty} -3

Le probléme consiste a déterminer les déplacements et contraintes de (111-2)
et (111-3) dans le milieu considéré sous l'effet du chargement extérieur et des
conditions aug limites. Pour ce faire il faut préalablement établir les équations
d'équilibre ; on utilisera pour cela la condition de stationnarité du potentiel
total du systéme. Le principe de stationnarité du potentiel total du systeme
est équivalent au principe des travaux virtuels ou déplacements virtuels qui
stipule que l'équilibre du milien nécessite que, pour tout champ de
déplacements virtuels infinitésimaux, compatible, satisfaisant les conditions
aux limites essentielles (de type déplacements) imposées au milieu, il y ait
égalité des travaux internes et externes.

Soit {ae*} ={u* ;v wH)T le vecteur déplacements virtuels
On ecrit
Wint =Wext
C'est a dire
([« & wy(p (b5 b 4S¥IT AFIT i
i T {0} av =j{a" [T 1 av + | {as")T 15 ds+Z{al'JT A
v v - s - i ~

Wext = {a"}T {Fe)

Wt - | (& 11 (o) av

v

Compte tenu de ce qui a été trouvé dans la formule (I11-1), on peut écrire :
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Chap.IIi. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L’ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

{a*)T {Fe} J {a*)T (BT (D] [B)dV {a®)

. v
D'on
{Fe} = Jf[B]T D] (Bl a4V {ae} (11-4)
v
L'equation (I11-2) est du type : (Fe} = [ke] {a®)

Oubien . [ke] = | BIT D] [B] Qv

v
Remarque : [K®] est dite matrice de rigidité de I'élément

Pour le cas particulier de la flexion des plaques ou le travail total est du aux
moments et aux torsions internes pour un déplacement virtuel de 1'élément,
on peut écrire

ab
kel- | [ 1BIT D) B) ax ay
-a -b

bemétape: (Lors de cette étape on doit évaluer le vecteur
forces nodales pour !'élément rectangulaire en appliquant le
théoréme de la conservation de !'énergie potentielle totale)

Afin de pouvoir calculer les forces nodales statiquement équivalentes
aux chargements répartis sur les frontiéres de I'élément, on 1mpose un
déplacement virtuel arbitraire aux neeuds de l'élément : le travail
effectué par les forces nodales directement appliquées aux noeuds étant
égal a la somme des produits de chaque composante des forces par le
deplacement correspondant,
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Chap.III. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L’ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

on écrit d W¥ext =d {ae")T (oe) (111-5)

Le travail intérieur effectué par les contraintes et les chargements
répartis (q), obtenu par intégration sur le volume de 1'élément :

&
d W*int=J d{ ®y)T {Oxy)}av -J' {a*} {q} aVv  au-6)

v k'

On encore:

d W¥int = ,[ d {ae")T BIT {TF(xy) AV Jd {ae*} IN]T {q8} Qv (m1-2)

v v

[N] = [f(x,y)] [A)]

ou f{x,y) est 1a fonction de déplacement qu'on développera dans le
chapitre suivant
Et [N] estla fonction de forme.

Puis en considérant que la variation du travail interne est égale a la variation
du travail externe :

d W¥int = d Wiext  (u1-s)

En égalisant les équations (I11-6) et (111-7) en vertu de I'équation (I11-8) :
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Chap.ITI. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L’ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

0 {ae*}T {Qe} = 0 {ae*)T ( J (BT {Z &)} -INIT {qe}) )av)
' v
Cette relation étant valable pour n'importe quel déplacement virtuel, on en
conclue donc 1'egalité des matrices multiplicatrices de ces derniers.

eet=] (BIT {O@y) - INT {ge)) av au-9

¥
Et comme pour un comportement linéaire elastique

{Fxy)} =D [B]{a%)

L'équation (111-7) devient:

e} = {a%} f BT [B] 4V - f [NIT {qe}av
v Y

Cest a dire :

{Qe} = [ke] { a¢} J [NIT {g¢} aV  @1-19)

v

Puis :

{ee) = [ke] {ae) - {pe} (mr-11)
Avec [KE] { a®} : vecteur engendré par les déplacements des nceuds.
Et {Pe}  forces nodales statiquement équivalentes & une charge {q}

répartie sur la surface de i'‘élément.

En identifiant les équations (I111-8) et (111-9) on deéduit :

{Pe} =I [N]T {q&} dV (111-12)

b
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Chap II11. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES

Dans notre cas, cette intégrale généralisée se ramene a une intégrale
surfacique, le vecteur charge a une seule composatite suivant l'age Z et

sachant que :

[NJT = [AFIT [f]T

L'équation (111-10) s'écrira donc :
ab

{pe} = (AT {qe} J I [fIT dxdy
-a -b

Aprés intégration, le vecteur forces nodales devient :

{pel=qabf{1;b;-a;1;b a;l;-bia;l;-b;-al
4 6 6 b 6 6 6 b 6

Pour un élément a 16 DD.L, le vecteur force sera comme suit :

(pe}=qgqab{l; b ;-a ;ab ;;;b; a;-ab ;l;-b a-ab .k b;-a;-ab}T

4 6 6 36 © 6 36 6 6 36 6 6 36
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Chap.1V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 D.D.L HON CONFORME

1YV-1-INTRODUCTION

11 est trés facile de travailler avec un élément de forme rectangulaire en
comparaison avec d-autres éléments parce quil convient parfaitement a
{'utilisation des coordonnées cartésiennes. Un élément rectangulaire type est
montré sur 1a figure ci-apres.

? Z
W4 ¥ W3
@ x4 ij@
Bya~.| 7 T
s
2b
@yl W >
W1+ * . X
Q o)A,
7 ¢
D1 @,
2 L
2a
Fig(IV-1-a)
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Chap.IV. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 DD L BON CONFORME

Z
s Y
W, ~
Myi ; By
.-":. = X
ol &

// IldXi : Pxi

/

Fig(V-1-b)

L'élément considéré a une longueur de 2a, une largeur de Zb el une
épaisseur de h, on suppose que l'origine du repére cartésien est au milieu de
{'élément rectangulaire et quon a 3 degres de liberté par neeud, une déflexion
W suivant 1'axe Z , une rotation autour de l'axe X notée @y = oW et une
rotation autour de l'axe Y notée @y = oW oy

0%

Puisque 1'élément a 12 degrés de liberté, on doit avoir 12 coefficients
indéterminés dans le polynome qui représente W . L'équation (IV-1) citée
dans le paragraphe suivant donne une fonction convenable.

1V-2-FONCTION DE DEPLACEMENT

La fonction de déplacement dictée ci-dessous peul étre retrouvée en utilisant
e triangle de Pascal.

LN
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Chap.IV. ELEMENT RECTARGULAIRE A 12 D.D.L NON CONFORME

WIRY) = Bi+82X +83y +84%2 +B85XY +85Y2 +8,%7 +8,228¥ +8¢ V2 +8,0y3 +8,,X3y +8,,%y3

({Iv-1)

Fig(IV-2)

C'est un polynome d'ordre 4 incomplet en X et y avec comme termes
supprimés xt |yt et x2y2

I1V-3-DEFORMATIONS CONSTANTES, DEPLACEMENT NODAL ET
COMPATIBILITE INTER-ELEMENTS

L'élément plaque peut avoir 3 mouvements possibles, une déflexion et 2
rotations @y et @y  Dans la fonction de déplacement les 3 termes B, B2x et
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Chap.1V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 DD.L NON CONFORME

B3y montrent le besoin des 3 déplacements nodaux respectivement aux
constantes 8y , 82 et 83,
L'élément plaque a 3 termes de déformation 32W , 32W et W
Ixe axdY ay?
Dans la fonction de déplacement les 3 termes B4x2 | 35y2 et Bexy montrent le
besoin des 3 déformations constantes respectivement aux constantes 84 , s et

Be.
Pour vérifier la compatibilité inter-éléments, considérons la fonction de
déplacement le long du ¢6té 2-3 de I'élément montre sur la figure (Iv-1-a).

On peut donc écrire :
Wia,y) = ay + azy + asys + aqy>

W (ay) =ag+ 2 a3y +3 agye
oy

Les 4 constantes ap , az , a3 et aq sont definies uniquement par les 4 valeurs
deDD.Lauvznoeuds 2 et 3.

W(a,-b) = aj - agb + asb? - a4b? =Wy
Wia, b) =a; + azb + a3b? + agh? = W3

W (a-b)=az-2asb+ 3aghl=( o W )
ay oy

W (a,b)=az+2a3b2+ 3agh? ={ 3 W )3
dy ay

Les mémes valeurs de DD.L sont données aussi par les éléments adjacents

ayant en commun le ¢Sté 2-3 .
Considérons maintenant la rotation @y le long du cGté 2-3 d¢ télément de la
figure (IV-1-a) . En considérant 1'équation (IV-1) et pour X=a , on a:

2
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.hap.IV. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 D.D.L NON CONFORME

OW (ay) = a5 + ag + azy2 + agy?
%

Les 4 constantes ne peuvent étre détérminées uniquement par 2 valeurs
nodales de @y aux noeuds 2 et 3 ; et comme les 2 éléments voisins vont avoir
eux aussi 2 fonctions indefinies de @y la compatibilité intér-éléments de la
rotation @y |, le long du ¢oté 2-3 ne sera pas satisfaite.

I1V-4-EXPRESSION DES D.D.L D'UN NCGEUD

By = W = B3+ Bs5x+2 By + fpxs + 289y + 3 Bigy? + B11%3 + 2812 Xy2
ay

Oy =- W = -8z - 2 B4xX - B5Y - 3 B7%2 -2 BgxY - Boy2 - 3 B11%2y - B12y3
A%

(Iv-2)

On peut écrire les equations (IV-1) et (IV-2) sous la forme matricielle
suivante

{W,0x;0y)T={URy) )= [1xy)] {8)

[ 1(x,y)] : fonction reliant le déplacement d'un neud de coordennées (xy) aux
12 coefficients Bj .

{8} - vecteur des coefficients inconnus.
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Chap.1V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 D.D.L NON CONFORME

1 x v ¥ xy v ¥ xy xy¢ v  x¥y xy3
flxy)=fo o 1 0 x 2y 0 x &y 3 x} xyl

0 -1 0 -2x -y 0 -3x%2 -2xy -y 0 xéy vy’

Pour former la matrice de rigidité, on évalue en premier lieu les valeurs des
12 DDL aux nceuds basés sur l'équation (IV-1) s'écrivant sous forme
matricielle de la fagon suivante :

1ae} = [A) {8}
D'ou :
{8} = [A'] { a®}

IV-5-FORMATION DE LA MATRICE [A]

La formation de la matrice [A] se fait a partir de la matrice [f(xy)] . Cette
matrice [A), comme citée précédement, lie les déplacements nodaux aux
coefficients inconnus B

Par simple remplacement de x et y par les coordonnées réspectives de
chaque noeud et en respectant la numeérotation adoptée, on obtient :

1 -a -b a ab b2 -a3 -ab -abé -b3 &3 abd
0 0 0 -a -2 0 a2 28b 32 a3 -3abd
0 1 0 2 b 0 -3 -28b -b4 0 38b -b3
1 a -b & -ab bl a) -a2b abZ b3 -a¥d -abd
o 0 t O a 26 O a2 -2ab 3b2 a3  3abl
A= |lo 1 0 -za b 0 -3a¢ 2ab -bé 0 3add bF
1 a b a a b2 & e aé b3 a¥d abl
o 0 1t 0 a 2b 0 a2 28b 32 &l 3abl
0 1 0 -2a -b 0 382 -2ab -b2 0 -3alb -b3
1 -a b a -ap ®2 -a3 ab -abé b3  -alb -ab3
o 0 1 0 -a 2b 0 a2 -2ab 3b2  -a3 -3apl
0 1 0 2 -b 0 382 2ab -bé 0 -3alb -b3



Chap IV. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 DD L NON CONFORME

{alxy)} = [f(xy)] [Al! {ae}=[N]{a¢®)}
ou :
[N] = [f(xy)] [AlI'! représente la matrice de fonctions de forme de
dimension [3; 12].

Remarque: Linversion de [A] a été faite numériquement méme si cela a été
au dépend de l'allégement du programme.

L'etape suivante consiste a formuler les déformations en fonction des
constantes B .

( Cxyl=lcl {8}

{ Sy --{o2w ; 22w ; 202w )T
%2 dxdy 3y?

L'expression des déformations en fonction des déplacements nodaux se
formule de la maniére suivante :
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Chap IV. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 D.D.L NOK CONFORME

{ $xy)-Icl 1AM {a®)
Don { &(xy) =Bl {a¢) avec [B]=[C] [Al!

L'étape suivante consiste a exprimer les contraintes en fonction des

deformations :
{O&y)}={My; My; Mgy iT = D] { ¢ (xy)}
{Oxy)}=ID] [C] [AF! {a®)}
{J(xy)} = D] [B] {a€}

ou bien on peut écrire 7 (zy) sous la forme :

{O(xy)} =[H] {a8} avec[H]=I[D] [B]

Remarque: [D] est dite matrice d'élasticité

D uD 0
D =|uD D 0
0 0 Dxy
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. Chap.IV. ELEMENT RECTANGULAIRE A 12 D.D.L NON CONFORME

IV-6-FORMATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE LOCALE

T [K] = [A]T ( f‘f’ [C]T (D] [C]) [A] (1v-3)
-a -b
A
B M
G U
D E -F A Symetrie

"y
o
<
|
)
1
=
=

k=0
60ap|G -H -1 ] K -L A

HQ R K S T B M

: 1 R W -L-T X N U
] XKL ¢ -H 1 D-E F A
K S T HQ R E -P -P-B M
L T X -1 Rw-F v v <C-NU

ou :

A=60p+ 60 pl+dz- 12 M=bZ( $0p+ 16 - 16 )

B=Db( 60 p+6 + 24 ) N= 60 pab




Na

C=a(60pl+6+24 1)

D= 30 p-30p-l - 42+12p
E=b(30p-6-24u)
F=a(60p1+6-6pu)
G=-30p-30pl+42-12yp
H=b(30p-6+6p)

I= a(30p1-6+6p)
J=-60p+30pl-42+12y
K=b{60p+6-6p)

L=a(30pl-6-24p)

b

Chap.IV. ELEMENT RECTANGULAIRE A i2 D.D.L NON CONFORME

0=b2(40p - 16+ 16 p)
P=0
Q=-b2(20p+4-4 )
R=0
S=b2( 40P -4+ 4 )
T=0
U=22( 80 p-l+ 16 - 16 1)
IV=2aZ(40pl-4+4p)
W=a2(20pl+4-4y)

£=382(40p!-16+ 16 W)

Avec: p=a et D rigidité flexionnelle de la plaque

1 coefficient de Poisson

2a et 2b sont les dimensions de la plague.

Remarque: La matrice de rigiditée [K] a eté obtenue par intégration
numerique de Gauss.
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Chap V. ELEMENT RECTANGU LAIRE A 16 DD L CONFORME

V-1-INTRODUCTION

L'élément étudié au chapitre V était un élément non conforme et la fonction
de déplacement choisit engendre une discontinuité de la pente normale le long
de n'importe quel bord et de ce fait elle était "non conforme” . Mais ce
probléme peut étre résolu en passant a des éléments d'ordre plus élevé, ce qui

fait augmenter 1'ordre des fonctions de déplacement.
Un élément d'ordre plus élevé peut étre obtenu de 2 manieres :

1) Maintenir le nombre de nceuds, et donner des paramétres de déplacement
additionnels aux neeuds situés sur les sommets.

2) Ajouter d'autres neeuds le long des cotés en teur donnant des parametres

de déplacement arbitraires.

. Dans le cadre de notre étude, nous avons opté pour la prer re solution qui
consiste a augmenter le degre de liberté de chaque nceud ; chacun des neeuds
sera donc augmenté d'un degré de liberté qui est la dérivée seconde mixte

r=22W

appelée communément gauchissement "
) X3y

La fonction polynomiale aura 16 coefficients indéterminés, étant donné que

chaque noeud aura 4 degrés de liberte .
La méme démarche établie pour 1'élément a 12 DDL non conforme sera

reconduite pour étudier 1'é1ément 2 16 DD.L conforme.
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Chap V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 16 DD L CONFORME

Fig(V-1)

Le vecteur déplacement pour chaque neeud sera défini comme suit .

{@®) ={ Wi ; Oxi ; @y ; 11 T

. Le vecteur force lui correspondant serait :

(Fi¢} = { Tiz; Mxi ; Myi ; Mxyi [T
ou :

Tiz - est la force latérale transversale.

Myxi , Myi : moments de flexion suivant les directions X et Y .
Myyi : moment de gauchissement.
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Chap.V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 16 D.D L CONFORME

V-2- FONCTION DE DEPLACEMENT

Les 16 termes de la fonction polyncmiale de déplacement sont obtenus par
le produit de deux polynomes cubiques.

W(xy)={a) +azx+a3xé+aqx’) (by+bgy+ b3yl + bay3)

Lillustration par le triangle de Pascal se fait de la maniére suivante :

X v
2 2
X Xy v
3 2 Z 3
X Xy Xy v
X Xy Xy xy' /oy
/
X Xy XV Xy Xy y
x' Xy ozl N\ax¥ S/ x%yt x y°
\/,
Donc -

W(xy) = By + B2x + B3y + B4X2 + By + Bey? + £7%3 + Bgx2y + Boxy?l
+ B1oy3+ B11%3Y + B12x2y2 + By3xY3 + B14xdy2 + B15x2y3 + Brexly’

(¥-1)
On les 16 constantes peuvent étre déterminées par l'évaluation des 16

valeurs nodales.
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Chap V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 16 DD L CONFORME

En considérant I'équation (V-1), on remarquera qu'elle contient les 3 termes
( B4%2 ; Bsxy et Bey ) de deformation constante.

Puis en suivant le meéme raisonnernent etabli dans le chapitre precedent, on
peut montrer que cette fonction est conforme, c'est a dire qu'elle assure la
continuité des fleches et des pentes .

Consigderons le bord 2-3cestadire X=2a

AW (a,y) = ay +azy +azyl + aqy’
0x

Ou les 4 constantes ne peuvent étres déterminees que par les 4 conditions
suivantes :

oW =(aW ) et 2W =(0°W_ )} ;powr y=-b
fi):9 )9 ay 0x 0Xay

AW = (oW )3 et 32W =(32W ¥ ,pour y=b
Fe):4 ox oy dx 0XAY

Donc la rotation autour de I'axe X entre 2 élements adjacents est compatible.
Cette forction de déplacement remplit tous les criteres de convergence
monotone, cet élément est conforme et continu.

Soit [f{xy)] la fonction reliant le deplacement dun neeud de coordonnées
[x,y) aux coeffictents 8; .

A partir de I'équation (V-1) on obtient les expresions des rotations et du
gauchissement.

By = OW = B3+ B5x + 2867 + Bgx2 + 269Xy + 3810y% + B11%0 + 281222y + 3813%y°
ay + 2614}(33! + 3]‘}15};2'};2 + 3]316}(3};2



Chap V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 16 DD L CONFORME

By = - 3W = -[B2+ 284X + A5y + 367%2 +268KY + BoyZ + 381132y + 2812%y2 + B13y3

0% + 3614%2y2 + 2B15%y7 + 381632y 7 ]

§ 5235;‘__ = fi + 2PBgxX + 209y + 3B11%2 + 4B12%Y + 3B13YE + OAXY + OB14%2Y

0%y + 6BySXYZ + OBypxLY2

1 v x2 xy v¢ x3 x2y xy? v3
0 1 0 x 2y 0 =x2 2xy 3vé

figy)={ 0 -1 0 -2x -y 0 -3%x%-2xy -y2 0 -3x?y -2xy?
a 0 0 0 1 0 0 2x 2y 0

V-3-FORMATION DE LA MATRICE [A] -

x3y xzvz

W3y2 x2y3 x3y3
2x3y Ix2y2 3xdy?
-3x2y2 -2xy3 -3x2y3
6x2y 6xy2 9x2y2

A partir de la matrice [f(zy)}, on construit la matrice [A] qui lie les
deéplacements nodaux aux coefficients inconnus et ceci en remplagant chague

nceud par ses coordonnees.




Chap V.

a b a ab b2 -a’ -alb -abZ -bJ ab albd
o0 1 0 -a -2 0 & 2 3¢ -al -2alhb
0 -1 0 2 b 382 -zab -bZ 0 Jalb 2abl
o0 0 0 1 0 0 -2a -2b 0 38 4ab
| a b 8 -ab b2 a’ -alb abZ -b3 -alb albl
6 01 0 a -2b 0 @8 -28b 32 aF -2a%b
0 -1 0 -2a b 0 -3 2ab -b¥ 0 3adb -2abl
A=1J0o 0 0 0 1 0 0 2 -z2b 0 3e -4ab
i a b & a b2 & alb apd b3 alb aldd
00 1 0 a 26 0 o 2ab WL a3 2ald
0 -1 0 -za -b 0 -3 -2ab -b2 0 -3a<b -Zabl
o0 0 0 1 0 0 2 26 0 3& dad
{ -a b 8 -ab 2 -a3 alb -abd b3 -alb alpl
0 1 o -a 2b 0 8 -28b 3 -a3  2alb
0 -1 0 28 -b 0 -32 2ab -b2 0 -3elb 2abl
oo 0 0O 1 0 0 -2 2 0 3 -4ab
V-4-FORMATION DE LA MATRICE [C]:
oo 0 -2 0 0 -6x -2y 0 O -6xy-2y¢ 0
C= 0 0 -2 0 0 -2x -6y 0 -2x¢ -6xy
0 0 22 0 0 -4

04

‘6V2

av3 -adpd
-abZ 2ab
b3 -3albl
3b2 -6a’b
-ap3 alb
ab -2alb
b3 -3abl
3 -balb
ab3  a’bé
abs 2a’b
-b3 -38bl
b2 6ald
-ab3 -aipeé
-ab2 -2a3b
b3 -3acbl
b2 6alb

-2%

_2',{3
_5:(2?

ELEMENT RECTANGULAIRE A 16 DD.L CORFORME

-aébd aip3

3elbl -3aib3
-2ab3 3asbl
-6abl 9albe
-aZb3 -adb’

Jelbl 3abl
zabd 3alb’
gabZ 9albl
alb3 alb?

Jalbs 3adbé
-zab3J 3alt3
6abl 9alpl
albl -adbd
3albl 3aibé
2ab3 -3ab3
-6ab? ga2b2

-Enq,l'Ei
-6x 3y

4y 0 -6x2 -Bxy -6ye -12xdy -12xy? -16xlyl H




Chap.V. ELEMENT RECTANGULAIRE A 16 D.D_L CONFORME

V-5-FORMATION DE L ATRICE DE RIGIDITE LE:

ab
k) -1ar ¢ [ erm e ial
-a -b

Remarque: La matrice de rigidité [K] a été calculée numeériquement par
intégration de Gauss
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Chap.VI. ELEMERT RECTARGULAIRE A 12 DD L MODIFIE

VI-1-INTRODUCTICE

L'exactitude des résuitats obtenus en utilisant 1a méthode des éléments finis,
méthode des déplacements, dépend non seulement de la forme et la
dimension des éléments mais aussi de la nature du déplacement assumé a
Uintérieur de ceux-ci, du reste la convergence vers la solution exacte avec
raffinage du maillage ne peut généralement avoir lieu que si les déplacements
permettent la représentation d'un état de déformation constant a l'intérieur
de l'elément.

11 a été constaté an cours des deux chapitres précédents que l'expression de
la deflexion latérale pour un €lément de plaque réctangulaire s'ecrivant sous
forme polynomiale simple satisfait a la condition précédente et donne de bons
résultats. Cette expression établit la continuité de la déflexion latérale entre 2
éléments “frontaliers” mais la continuité de la pente normale le long du bord
de I'élément n'est obtenue qu'au niveau du point nodal (noeud)

Nous allons voir que des résultats numériques “exacts” peuvernt étre obtenus
par addition d'un extra-terme & l'expression du polynome pour la déflexion
(V-1), et c'est grace a ce terme additionnel que la continuité de W , @y et @y
-est assurée.

Cet élément sera appelé le 12 DD.L modifié.

VI-2-DEVELOPPEMENT DES EXPRESSIONS DE DEPLACEMENTS

11 a été constaté que les dépiacemeints donnés par les équations (V-1) et (V-
7Y assurent la continuité de la déflexion latérale W et la rotation @y inter-
élément mais non la rotation @y comme il a été démontré au chapitre V. Le
terme additionne! auquel il a été fait référence au § (VI-1} ajouté a I'équation
(V-1) assure la continuité inter-éléments de @y sans pour autant infiuer sur
1a continuité de @y déja acquise.
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éléments déformes

les pentes normales dun
bord sont discontinues

Fig(VI-1)

On peut alors ecrire :
W = Wpy + (1+X) (1-X) (1+Y) (1-Y) (P + QX + RY + SXY) (vI-1)

ou :
P,Q,RetSsontdes coefficients X =x et Y=

Q‘le
ol o

Fig(V1-2)
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Wi désigne I'équation de la deflexion donnée par la formule (V-1) .

Aprés examen et étude de la variation de la pente normale le long du bord
de I'élément, DAWE a remarqué que l'expression (VI-1) permet la continuité
compléte de 1a deéflexion et rotation si '

P=0
Q=C( -y +Px2-Bx3+Dx4)
& (VI-2)
R=C{(-By+Byz-By3+0ys)
8
S=C(2Wy -2W2 +2W3 -2 W4 +0y1 -Ox2 -Ox3 +0x4 +@yy +Byz -Dy3 -Oyd )
8

oll C est une constante trouvée par la condition de constance des
déformations, et ou 'expression de la deflexion Wpi est obtenue pour (C = 0).

D.J. DAWE du Structures Department, Royal Aircralt Establishment
Farnborough, dans son article {(On Assumed Displacements for the
Rectangular Plate Bending Element), apparu dans la revue JOURNAL OF
THE ROYAL AERONAUTICAL SOCIETY (OCTOBER 1967) N° 722 VOL
71, au prix d'un travail laborieux, a pu exprimer (VI-1) en fonction des
fonctions de formes de 1a maniere suivante

4
W =2 (] Wi+ 1 By + (I @y ) {(VI-3)
i=1
ou :
fi1 = 1 [(1+%X) (1+757) (2 +EXC 1-XX YT (1Y) + 2 pX iKY ]

&

£ = b [ -YVi{(1+XX) (1+Y5Y) (1+¥57) (1-YiY) + PXiX{1+Y;Y)) ] {(VI-4)
8
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£ = g [ -Xi((1+%X) (1+%X) (1-XX) (14Y4Y) + Y Y{(1+X5X0) |

3
on -
po=C (14X) (1-X) {1+Y) (1-Y)
Avec .
X=x Y=% ¥ et ¥; les coordonnées aux neeuds i
a b

VI-3-CHOIX DE LA CONSTANTE C

Plusieures propositions de choix de constante C ont étés proposées par des
auteurs tels que ARGYRIS et DAWE. Ce dernier a sélectionné une valeur de C
assurant 1a continuité des rotations le long des bords de 1'élément.

Si nous considérons la variation de la pente normale le long du coté (1-2) de
1a figure (V1-1), 1a dérivée de la deflexion W par rapport a x donne

4
(80 y=-1 = = ([ Xi¥iX(1-X2) (1-4C)] Wy + [ 2 (1-¥q) (1+XX) {1+ CLX(1-XX))] @y
=14 XV {(1EX) (1-52) (1- 20} Byi

{VI-5)

' [f apparait immédiatement que

1) Si C= 1/4,le coefficient associé a l1a déflexion Wi est élitnine et les
coefficients relatifs a la rotation @y sont réduits de moitié par rapport a leurs

valeurs d'origine.
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2) Si C= 1/2, la dépendence de @y par rapport a @y est changée et le
coefficient associé a Wi reste inchangé a l'exception du signe par rapport a
leurs valeurs d'origine.

3) SiC=1/3, alors la magnitude des coefficients de tous les W;j et @; est
réduite du tiers par rapport aux valeurs trouvées avec 1'expression d'origine
de la déflexion.

VI1-4-CONSTRUCTION DE LA MATRICE [B]

Nous rappelons la formule (VI-3) énoncée plus en avant dans ce chapitre

4
W= 2 (1 Wi+ G @yi+ G @y

i=1

La relation qui lie les déformations { ¢ (xy)} aux déplacements nodaux { a®}
est :

{ C@y)l-1B {ae)

Ou bien :
( Clry)=(-2W ; -2 ;-2 2% JT
ax“ oy’ 3%3y
2
-2, B 0
~ ey nom.T |
(¢ (xy) =§ ; dg 0_4 ISR TR {Qj"“
i=1 0 5 - 23 ﬂﬂJ
3%y
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1 I 111 I I
oty offt ofy ar) ory oty afs ofy ofy Aty of.

3 ax’ o axt A%t ax® 3f axd A At awe ax

111 111
o an an af, ofy ol af§ ol oty o} afy of"

o A ayt o ay? ay? af af oyl auz ay? ay?

; 11 1 I it
201s 200 201y 201; 201y 201, 2012013201 52 af4 2014201

XY 2XIY dxdYy IKAY XY axay XY IXAY KAy }AY XAy AXAY

La matrice [B] est une matrice [3,12]
a) Considérons la 1€7e fonction de forme

= L1 UXX) (YY) (2 XX -XX) + VY (1-YiY)) + 2 pX VXY ) (vI-6)

8

Developpons cette équation en considérant la valeur de n donnée plus haut
dans le $ (VI-2), I'equation (VI-6) devient :

112+ 3 XX +3Y5Y +  4%7; +2C¥;Y4) XY -Y;373 -¥;3%3
)
- ( X;3Y; +2C%;Y4 ) X3Y -( X33 + 2C%;Y;) XY3 + 2CX;Y;X3Y3)

Sachantque: X=x ; Y=y ; Xi=% ;Yi=yi .C=1
b
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En remplagant X, Y, Zj et Yi par leurs valeurs respectives en fonction de a,
b,x,y,%etyj Ppuis, en dérivant par rapport a X ou y ou les deux en méme
temps, nous arrivons a : '

¢ X=-32W =-1 [-3 %X -3 (X575 + 2 X;¥;) XY + 2 X;Y;XY3 ]

Ixe  4al 3
5 ~ o
“y=-0ZW = -1 [-3Y;Y -3 (KiY0 + 2 Xi¥q) XY + 2 XYE0Y]
ay2  4b2 3
Cxy= -202W_ = -1 [4 %¥; +2 XiYj - 3(K3V; +2%¥5) X2 - 3013 +2X,3) Y2
Jdxdy  4ab 3 3 3

+ 6 X;YiX2v2]

Puis en remplagant ¥; et y; par les coordonnées en chague noeud :
Neeud n°1l: Xi=-2a,;yi=-b donc Xj=-let Yj=-1

B{1,1)=-1 (3X-5XY+2XY3)

4

432

B(2,1)=-1 (3Y-5XY+ 3X3)
42

B(3,1)=-1( 14 -9%2-5Y2+6X2Y2)
Neeud n°2: Xj=a,yi=-b donc Xj=1et ¥j=-1

Blld)==] (=3Z+5X7¥-2XY3)
43¢
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B(24)=-1 (3Y+5%XY-2X37)
4b2

B(3,4)=-1(-14 +5%2+5Y2-6X2Y2)
4ab 3

Neud 0°3: 3 -3;y-b donc Xj=1let¥;=1

B{1,7)=-1 (-3X-5XY+2XY3)
4a’

B(2,7)=-1 (-3Y-5XY+2X57)
4b2

B(3,7)=-1 ( 14-5X2-5Y2+ 6 X2Y2)
4ab 3

Neeud n°4: Xj=-a;yj=b donc Xj=-let¥j=1

B(1,10)=-1 (3X+5XY-2XY3)
4ac

B(2,10)=-1 (-3Y+5¥Y-2X%3Y)
4b2

B(3,10)=-1 (-14+5¥2+5Y2-6X2y2)
4ab 3

b) Considérons 1a 2€éme fonction de forme:

1= b [ -Y; ((1+XX) (14Y5Y) (1+Y3Y) C1-Y3Y) +p XX (1+Y5Y0) ] (wvi-2)
3
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En développant I'équation (VI-7) de la méme maniére que pour la 1€re
fonction de forme on obtient :

fil=-bYil 1+ 4 XX + Y;Y + 4 Xi¥iXY - (X;V;2+1 X)) XY2 - Y;2Y2 -¥;3Y3 - C ;X3
8 k) 3 3
~(XiYi3+ C X;Yi) XY3 + C X;X3Y2 - € %, Y,X3Y + C X;Y4X3Y3 ]

Et apres derivation

$x=b Vil XX+ XXY2 - SY,XY + X;V,X73 ]
4ac
¢ y=b Yi[-(XiYi2+ 1 X{) X -Yi€ -3 Y{3Y -3€K; V43 « 1 X;¥5) XY +XiX3 +X Y X3Y]
4b2 3 | 3
Sy = b Vil %i¥ie 1XiYi - 2 (X241 %) Y- 3 (Y3 + 1 XiT;) Y2
4ab 3 3 3
+ 2 XiX2Y- X;Y;X2 + 3 X{Y;X2Y2 ]

Neeud n®1i:

B{1,2)=-b (X - XY2 - XY + XY3)
4a2

B(22)=-b {(4X-1+2Y-4XY-X3+X3Y7)
3

o
%
(@]

B(3,2)=-b ( 4 +8 ¥-4Y2-2X2Y-X%X2+ 3%2%y2)
4ab 3 3
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Neeud n®2:
B(1,5)=b (X - XY2 - XY + XY3)
4ac
B(25)=-b (-4X-1+37+4XY+¥%2 -X37)
4b2 3 3
B(35)=-b (-4 -8Y+4Y2+2X2Y+X2- 3 X2Y2)
4ab 3 3
Neeud n°3:
B(1,8) =b (- X+ XY2 - XY + XY )
4a2
B(28)=b (-4X-1-37¥-4XY+%3 +X37)
4b2 3 3
B(3,8)=b (4- §Y-4Y2+2X2Y - X243 X2Y2)
4ab 3 3
Noeud n° 4:

B(1,11)= b (X -XY¥2+ XY - XY3)
4232

B(211)=b ( 4X-1-3Y7+4XY-X3 -X%7)
4p2 3 3

B(3,11)=b_ii—f’t_+§Y+4Y2-ZXZY+K2—3X2Y2)
4ab 3 3

-
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b) Considérons la 3€@€ fonction de forme:

(0 = a [ =X (X)) (LX) (1-XX0 (1Y) + p VP X0 ] (vr-8)
3

En développant I'équation (VI-8) de la méme maniére que pour la iére
fonction deforme on obtient

G =-g X[ 1+ XK+ (Yj +CYy) ¥+ (XiY5 + CHTi) XV -CL2Y4+ CYy) XoY -X;2%2
8
X% - CY{Y3 -(X3Y; + CXiY1) X3V +CYiX2Y3 - CH YXV¥3 +CX;YX5Y3 |

Et apres derivation :

¢ x=a Xi[-(Xi2Y; + 1Y) Y -X;2 -3%3%- 337, + 1 &Y )XY+ VED RO AED
4a2 3 3 3

.

Ca

¢ v =a Xil-TiY + YiX2Y - X;Y;XY + X; Y437 )

4be
1y
“xy = a Xl %iYir L XYy -20X2Y0 + 1 Yy) X-3(K3Y+CKiY)) X2 +21,XY2 -X;Y;Y2
4ab 3
'4‘3}:1‘:‘(}{21?2 l

WO

" Neeud n°l:

B(1,3)=a ( 4Y-1+3X - 4XY -Y3 + XY3)
4aZ 3 3

B(2,3) =-a (Y - X2Y - XY + X537 )
4b2
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? 3

éab
. Neeud n°2:
B(1,6)=a ( 4Y-1-3X+4XY-Y3 -XY3)
4a 3 3
B(2,6)=a (Y -XeY + XY - X3Y)
4b2
B{(36)=a ( -4 + 8§ X + 4X2 - 2XY2 + Y2 - 3)¢Y2)
4ab 3 3
Neeud n°3:
B{19)=a ( -4Y-1-3X-4XY+Y3+XY3)
4t 3 3
B(2,9)=a (-Y+X2Y - XY + X37)
4be
B(3,9)=a (4-8X-4X2+2XY2 - Y2+ 3X2Y2)
4ab 3 3
Neeud n*4:

B(1,12) =-a ( -4Y -1+ 3%+ 4XY + Y3 - XY3)
4a 3 3

B(2,12)=-a_ (-Y+XeY + XY - X37)
4h2
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-8 X+ 4X2+ 2XY2 4 Y2 - 332Y2)

B(3,12)=-a ( -4
3 3

4ab

VI-5-FORMATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE LOCALE

ki- | BT D) 8] av

K=Kp1 + D (Ck*+ & CZx*) {V1-9)

ou :
Kri1 . est la matrice de rigidité obtenue dans le cas de i'élément
rectanglaire non conforme a!12 DD.L {voir § V-6 du CHAP. V)

k™ et ¥** matrices ayant la méme structure que la matrice Kpj

En prenant € =1/3

La formule (VI-9) devient :

+ 1 kij" + 8 ky**
3 945

a) Formation de la matrice k*

Kij = Kniij
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k*(1,1)= 24p - 24p1 + 484
K*(2,1)= b( 18p + 36p~1 + 300)
K¥(3,1=af 26p + 18p1 +201)
k*(4,1)= -24p - 24p~! -48p
K*(7,1)= 24p + 24p~! + 48
k*(10,1)= -24p - 24p~! - 481
k*(2,2)= b2(16p + 3211)
k*(3,2)=ab( 36p + 361+ 24p)
k*(4,2)= b(-18p - 36p~1 - 301)
K*(5,2)= b2(-16p - 320)
k*(7,2)= b(18p - 24p~1 + 18)
k*(8,2)= b2(8p - 8p)

})) Formation de la matrice k**
K**(1,1)= 252 + 180p + 180p-!
kK**(2,1)=b{126 + 90p + 90p~1)
K¥*(3,1)=al126 + G0p +Q0p-1}

k**(4,1)= -252 - 180p - 180p-1

K*UIC,2)= b( -18p + 24p1 -18p)
K*{11,2)= b2(8p - )
k*(3,2)=a2(16p-! + 3231
k*(4,3)=a(24P - 18p~! - 181)
k*(5,3)=ab (Zap -36p-1 -12p)
k*(6,3)=a2(3p-1 - 8p)
k*(7,3)=a(-24p + 18p~1 + 18p)
k*(8,3)= ab(24p + 24p~1)
K*(9.3)= a2(-8p~1 + 3p)
k*(10,3)=a(-36p - 140! - 30p)
K Uid,50=ab(36p - 24p1+ 12)

k*(12,3)=a2(-16p-1 - 32)

k**(10,2)= b(-126 - G0p - 90p-1)
K**(11,2)= b2(-42 + 30p - 270p~1)
R X ¥

- P s AL A |
£77(3,3)= a5(108 + 350p + 60p1)

k**(4,3)=a(-126 - 9op - 9op-1)
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kK**(7,1)= 252 + 180p + 180p~1 K**(5,3)= ab(-63 - 45p - 45p-1)
’ kK**(10,1)= -252 - 180p - 180p-! K**(6,3)= a2(-42- 270 + 30p1 )
k¥%(2,2)= b( 168 + £0p - 360p 1} K**(7,3)= a( 126 « 90p + 90p~1)
k**(3,2)=ab( 63 + 45p + 45p71) k*¥(8,3)= ab(-63 - 45p - 45p1)
k**(4,2)= b(-126 - gop -90p-1) k**(9,3)= a2(42 + 270p - 30p~4)

k**(5,2)= b2(-168 - 60p - 360p-1) k**(10,3)= a(-126 - 90p - 90p~1)

K**(7,2)=b(126 + 90p + 90p™1) K¥*(11,3)= ab{63 + 45p + 45p~1)
k*¥(8,2)= v2(42 - 30p + 270p-1) kK**(12,3)= a2(- 168- 360p -60p1)
on -
P=a
b

D : rigidite flexionnelle de la plaque
W coefficient de Poisson

2a et 2b sont les dimensions de la plaque.
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Chap. VII TECHNIQUES DE CALCUL ET METHODES DE RESOLUTICK

VII-1-INTRODUCTION

L'équation matricielle de rigidité a résoudre se présente comme suit -
K] {a€} = {Fe} {vII-1)
[K] . étant la matrice de rigidité symétrique

{ae} - vecteur déplacements nodaux
{Fe} - vécteur forces nodales

La résolution de ce systeme d'équations est une étape importante de la
méthode des éléments finis et le systéme est linéaire car la matrice (K] ne
dépend pas des déplacements {a}.

VIi[-2-LES DIFFERENTES METHUDES DE RESOLUTION DES SYSTEMES

Les méthodes de résolutions des systémes d'équations linéaires peuvent
étres rangées en deux groupes.

1) Méthodes exactes: Qui sont des algorithmes finis de calcul - des
solutions du systéme. On peut énoncer a titre d'exemple :

- Regle de Cramer.

- Méthode de Gauss.

- Méthode du pivot.

- Méthode des racines carrées

2) Meéthodes itératives: Qui permettent d'obtenir les solutions des
systémes avec la precision imposée a l'aide de processus convergents infinis.
on peut citer a titre d'exemple :

- Méthode des approximations successives.
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- Methode de Seidel.
- Methode de relaxation.

La grande majorité des programmes utilisent des méthodes directes dérivées
de la méthode de Gauss car nécessitant en général beaucoup moins
d'operations que les méthodes itératives ; par contre elles sont plus sensibles
aux erreurs darrondis.

Les approximations inévitables font que meme les résultats de ces méthodes
dites exactes sont approchés ; dans le cas genéral l'estimation des erreurs des
solutions est plutot malaisée.

Dans notre présent travail, nous avons utilisé la méthode d'élimination de
Gauss et 1a méthode de Cholesky.

VII-3-METHODE DE GAUSS

La methode la plus utilisée dans la résolution des systémes d'équations
linéaires est lalgorithme d'élimination des inconnues : cette méthode se
nomme méthode de résolution de Gauss.

Considerons le systéme d'équations suivant :

Kitag+Kizaz+ ... +Kinan =11

kza1ag+kzzaz+ ... +Kanan =12
(VII-2)

kn1aj+knzaz+ ... +knnan =1In

On sait que la matrice de rigidité est définie positive donc tous les termes se
trouvant sur la diagonale sont différents de "0".
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Conduite des calculs:

Divisons les coefficients de la 16r€ équation du systeme (VII-2) par kqy; on
obtient :

ag +B1zaz+ ... + Bin an =11 (VII-3)
ou B1j = ayj
a1

En considérant 1'équation (VII-3), on peut facilement éliminer linconnue aj
du systéme. A cette fin, il suffit de soustraire de la 2éme gquation du systeme
(V11-2) le produit de I'équation (VII-3) par azj, dela 3éme gquation de (VII-
2) le produit de I'équation (V1I-3) par a3 etainsi de suite jusqua aboutir au
systéme suivant :

ay + Bizaz + B13az+ ... + Bip ap =1
k{opag+ .+ .+ kllznan =12
kDprag+ + . +kUppag =1n
La méme opération est reconduite avec les autres équations et on se ramene
3 la construction d'un systéme équivalent dit "matrice triangulaire” .

Cette transformation peut aboutir a un systéme triangulaire supérieur ou
inférieur

\ K \ 0

\ ou A

0\ K\
triangulaire triangulaire
inférieure supérieure
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Le systéme (VI11-2) devient :
! Kk
(@) ={fi}

La 26me étape consiste en la resolution de (e systeme équivalent. Cetle
résolution se fait a partir de la dérniére équation, en calculant successivement
an ,an 1, ay, d'ou le nom de démarche inverse

V1I-4-FACTORISATION DE CHOLESKY

Le systéme d'équations linéaires s'écrit sous forme matricielle de la maniére

suivante :
K] {ae} = {F€}

On [K] est la matrice de rigidité globale symétrique.
{ae} = { Wi ; @i ; Oyi}T
{Fe} = { Myi ; Myi ; Mxyi [T
Mettons la matrice [K] sous forme d'un produit d'une matrice triangulaire

inferteure [B] = [by] et de la matrice triangulaire supériev [C] = leyy)
diagonale unité.

[K] = [B] IC]
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‘ b11
D21

Pni

Pnn

<

€12

Cin

tn-1n

Les éléments byj et ¢jj sont définis alors, d'aprés les formules, de la sorte

b1 = djy
j-1 _

bij =dij - X bik ckj (i2)>1)
k=1

G = dyj
b1y
i-1
cij=1 (dij- T kik cxj) (1< Q<)
bij k=1

Et le vecteur déplacement recherché a® peut étre calculé daprés la chaine
d'équations :

By=f e Ca=y (VII-4)
Les matrices [B] et [C] étant triangulaires, les systémes (VII-4) se résolvent

sans peine

¥1= 21 n+l
b11
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i-1
Yi=_1_(ai,n+1+z bik ¥k ) (1>1)

bii k=1
Et .
Zn =¥n
n
% = Vi - 2 ¢k 2 (i<n)
k=i+1

La méthode de Cholesky est commeode pour travailler sur des calculatrices
électroniques car les opérations de numeérotation peuvent se faire sans
enregistrer les résultats intermédiaires.

VI11-5-METHODE D'INTEGRATION DE GAUSS

Introduction: Dans la méthode des éléments finis, la matrice de rigidité (K]
s'exprime sous forme d'intégrales a une, deux ou trois dimensions définies sur
I'élément reel V€.

® - [ BT DI Bl 4V e
ve

Si on utilise une intégration sur 1'élément de référence V¥ l'intégrale (VII-5)
devient :

K] = j B(3: NIT (D] [B(B;Q)] det (J(B;Q)) dVF {VII-6)
VI‘

Ol VT - est le volume de 1'élément de réference.
] : matrice jacobienne de 1a transformation géométrique.
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Chap VII. TECHNIQUES DE CALCUL ET METHODES DE RESOLUTION

Tous les termes de l'intégrale sont des polynomes, leur intégration explicite
est facile.
Il est en géneral préférable d'utiliser une intégration numérique pour
(VII-6) de la forme :
r 1z
Kl =2 2 wW; Wy [B(B;;QIT D] [B(B;Q)) det ({81050 (vi-D)
i=1 j=1

on :

- B et 5 sont les coordonnees des ry et 12 points d'intégration

- Wi et W; sont les coefficients de pondération (aux points)
correspondants

Principe de la méthode:

La méthode de Gauss est une méthode d'intégration numérique trés utilisée
dans laquelle les Wi et Bj ,Qj sont déterminés de maniére a intégrer
exactement des polynomes d'ordre (m £ 2r-1 ) ol r est le nombre de points
d'intégration.

Cette méthode consiste a utiliser, dans chaque direction [ et Q , une
intégration numeérique a une dimension. Si nous utilisons ry points dans le
sens f et rz points dans le sens ( ,la méthode de Gauss intégre exactement
le produit dun polynome en B d'ordre 2ri-1 et d'un pelynome en Q
d'ordre 2rz-1 ;la meéthode "produit” utilise r = ry rz points et intégre tous
les monomes BN tels que l'on ait

i <2r1-1
j ¢ 2r2-1

o
[ T

Cette methode “produit” pour un elément de référence rectangulaire
s'exprime :
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11 rp 12
I J y(Bi;Qy) dBAQ = Z 2 WiW; viBi )
-1 -1 i=1 j=1
Par exemple, pour intégrer l'expression (V11-6) avec r= 222 points de Gauss
K] = B(B1:QIT (D] W1 Wy det (J(B1;01)) ) [B(B;Q1))
« [B(B1: Q)T (D] Wy Wz det (J(B1,Q2) ) ) [B(B1;Q2)]
N + [B(B4:Q4))T (D] Wq Wq det ( J(B4;Q4) ) ) [B(B4;Q4)]
Cette méthode d'intégration a été présentée pour un elément de référence, il

est facile de la transposer sur 1'élément réel.

V11-6-CHOIX DU NOMBRE DE POINTS D'INTEGRATION

Le choix du nombre de points d'intégration dépend du type d'élement utilisé
et de 1a matrice de rigidité que l'on construit.
1l existe pour chaque type d'élément, un nombre minimum de points
d'intégration en dessous duquel la matrice de rigidité [K] reste singuliére
malgré lintroduction des conditions aux limites.
Pour un élement quadrilatéral & 4 noeuds ( c'est notre cas ), il faut par
exemple 33 points pour calculer la matrice de rigidité de I'élément a 12
DD.L vu que le degré du polynome a intégrer est du seme ordre en X et Y
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Chap VIII. DESCRIPTION DU PROGRAMME

VIII-1-SUBROUTINE INPUT

Cette subroutine permet de lire le nombre total des éléments (NE) et le
nombre total de noeuds (NN), elle permet par ailleurs la lecture des
coordonnées dans le repére global, 1'épaisseur (h) et les proprietés du
matériau qui sont le module de Young (XE) et le coefficient de poisson (XD) de
1a plaque

La numérotation d'un élément est définie et lue en n'importe quel élement ;
quant a la numerotation locale elle a été devoilée durant le chapitre (IV).

VIII-2-SUBROUTINES ( PROD 1; PROD2: PROD 3: PROD4; INVERSION )

La matrice de rigidité locale est formée grace aux subroutines PROD ! , PROD2
PROD3 , etc...

En premier lieu et pour chaque élément (IE) | les coordonnées locales des
neeuds sont formeés, d'ou I'obtention de la matrice [A] qui est ensuite stockée
en A1) puis inversée par appel a la subroutine "INVERSE" Elle sera notée
“Al" On formera ensuite la matrice [4 {T] par transposition de [ 1]

Aprés avoir formé la matrice [C]  sa transposée [CT] et la matrice d'élasticité
[D], on détermine par integration de Gauss la matrice de rigidité locale [OKL] .
‘Pour chaque élément le rang de la matrice [OKL] est soit (12x12), soit
(16#16) selon la fonction de déplacement choisie.

Remarque: En ce qui concerne le 12 DD.L, la formation puis l'inversion de
[A]est inutile car on forme directement [A1] [C] = [B] .

VIII-3-SUBROUTINE ASSEMBLE

Cette subroutine forme la matrice de rigidité globale (GLO) pour toute la
structure de la plaque. Chaque matrice [OKL] est décomposée en sous-matrices
de dimensions (3+3) ou (4+4) (selon la fonction de déplacement choisie) qui
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Chap VIII. DESCRIPTION DU PROGRAMME

sont ensuite stockées sous la forme S{(L , m , i, j); ces dernieres seront
assemblées dans la matrice de rigidiwe globale [GLO] .

VIII-4-SUBROUTINE LIMITE

Les conditions aux limites seront incorporées a l'intérieur de la matrice de
rigidité globale [GLO] , la lecture du vecteur force {F} = { Q ; My ; My T au lieu
prescrit se fait de telle maniére que seules les valeurs non nulles sont lues. De
méme, le vecteur déplacement [déflexion W , rotations @y ; @y) et
pauchissement r] sont lus aux lieux prescrits. Enfin, le vecteur force et le
vecteur déplacements sont arrangés respectivement dans le vecteur force
global {VP} et le vecteur déplacement global {VD} .

VIII-5-SUBROUTINE RESOLUTION

Le systéme d'équation [GLO] {VD} = {VP} est résolu en utilisant la méthode
de Gauss .

VIII-6-SUBROUTINE MOMENT

Les moments de {lexion et de torsion pour tous les nceuds sont détérminés
pour chaque élément Les coordonnées locales des neoeuds et leurs
déplacements sont évalués et notés respectivement XL(I), YL({I) et VD(I).

Les vecteurs moment seront calculés en faisant & chaque fois le produit
[A)l1[C] [D] et notés RM(IE;i;j).
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Chap.IX. RESULTATS ET INTERPRETATION

IX-1- INTRODUCTION

L'objet de ce chapitre est I'application des programmes établis pour l'étude
des élements de plaques a 12 DD L non conforme, 16 DD L conforme et 12
D.D.L modifié conforme pour l'étude dune plaque mince.

Les parameétres de cette plaque sont les suivants :

-eépaisseur t = 0,01 m

- dimensions 2a et 2b avec a/b = 1

- coefficient de Poisson p = 0,3

Il est a noter que les résultats donnés dans les tableaux ont etes obtenis
pour des valeurs quelconques du module de Young (E ).

A partir des resultats, nous déduirons l'élément le plus adequat en faisant
une étude comparative.

2a

Fig(1X-1)



Chap.IX RESULTATS ET INTERPRETATION

IX-2- APPLICATIONS

Exemple 1: (plaque encastrée chargée en son centre)

Fig (1X-2)

1-1-Tableau des déflexions :

DEFLEXION W (qat/D)

Maillage DDL |1ZDDL non conforme| 16DDL conforme 12 D.D.L modifie
11 12 - 0,005919 - 0,005315 - 0005110
2X2 27 - 0,006134 - 0,005485 - 0,005471
4 X4 75 - 0,005803 - 0,005580 - 0,005584
6HxXbH 147 - 0,005710 - 0,005598 - 0,005602
X438 243 - 0,005672 - 0,005604 - 0,005607

Solution exacte : - 0,005605
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i-2- Tableau des moments

Moment Mz-=My(ab);(qbd)

Maillage | DDL JI2DDL non conforme | 16 DD I conforme 12 D.D.L modifié
1X1 12 - 0,184660 - 0,165820 - 0,159430
2X2 27 - 0,243960 - 0,220960 - 0,206670
4 X 4 75 - 0,313200 - 0,292950 -0,280140
bxb 147 - 0,354740 - 0,335100 -0,522630
8x8 243 - 0,384360 - 0,364950 - 0,2525%0

1-3- Tableau des erreurs sur ies déflexions:

Errfreur sur la déflexion

Maillage DDL (12DDL nonconforme| 16DDL conforme 12 DD L modifie
1X1 12 0,056020 - 0,051730 - 0,088310
2X2 27 0,0943860 - 0,02 1400 - 0,023900
4% 4 5 0,035320 - 0004460 - 0,003740
6x6 147 0,618730 I -90,001240 - 3,000530
P 243 0,01 1950 - §,000170 - 0,000350
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Coavergence de Iz fléche {point B) en fonction
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Convergence de ['erreur en foaction du nombre

2108 de degreés Jde fiberte
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Exemple 2 - {plaque encastrée uniformément charge:;

Fig (1X-3)

2-1-Tableau des déflexions :

DEFLEXION W (qat/v)

Maillage DDL 12D DL non conforme| 16D DL conforme 12 D D L modifié
1% 1 12 0,001480 - 0,001329 - 0,001277
2X2 5 - 0,001403 - 0,001265 - 0,001267
4X 4 75 - 0,001304 - 0,001265 - 0,001267
bxb 147 -0,001283 - 0,001265 - 0,001266
8x8 243 - 0,001275 - 0,001265 - 0,001266

Solution exacte - 6,001260
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2-2- Tableau des moments :

Moment Mx-=My(ab);(qb2)

Maillage DDL [12DD.L non conforme | 16 DD L contorme 12 D.D L modifié
121 12 - 0,046160 - 0,041450 - 0,039860
2X2 ad - 0,027780 - 0,025100 - 0,022960
4 X4 75 - 0,024050 - 0,023340 - 0,022790

bx6 | 147 | -0023410 |  -0,023090 - 0,022840

| O0X0 243 0,02 3100 0,02 4010 V022870

2-3- Tableau des erreurs sur les déflexions:

Erreur sur ladéflexion
Maillage DDL |12DDL nonconforme| 16DDL conforme 12 DD L modifie
1x1 12 0,174603 0,054760 0,008730
| 2x2 27 0,113490 0,003968 0,008730
4X4 75 0,034920 0,003968 0,008730
6x6 | 147 0,018253 0,003968 0,004761
628 | 243 0001190 | 0003968 0,004761
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H

Exemple 3 : (plaque simplement appuyée chargée en son centre)

3-1-Tabieau des déflexions -

Fig (IX-4)

DEFLEXION W (qgat/D)

Maiilage DDL 112DDL non conformel 16DDL conforme 12 DD L modifié
1x1 12 / - 0,010117 - 0,010934
2K 2 27 - 0,012327 -0,011048 - 0,011497
4 X_4 (i -0,011829 -0,011339 - 0,011563
6x6 147 -0011714 -0,011423 - 0,011595
§xX8 243 - 0,011669 - 0,011465 -0,011598

Solution exacte - - 0,011600

]
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3-2- Tableau des moments :

Moment Mx-=Myi{ab); (gd?)
Maillage DDL JZ2DDL nonconforme| 16DDL conforme 12 DD L modifié
1x 1 12 / - 0,174460 -0,173110
2X2 27 - 0,295480 - 0,266320 - 0,257360
4X4 75 - 0,366410 - 0,344250 - 0,335550
Hxb 147 - 0,408280 - 0,387240 - 0,376 140
$X8 243 - 0,439950 - 0,417470 - 0,406200

3-3- Tableau des erreurs sur les déflexions:

Erreur sur la déflexion
Maillage DDL 11ZD.DL non conforme| 16DD.L conforme 12 DI L modifié
1x1 12 / - 0,127840 - 0,057410
2 x 2 27 0,062670 - 0,047580 - 0,008870
4X4 75 0,019740 -0,022100 - 0,003190
6xb6 147 0,009820 -0,015250 - 0,000250
8x8 | 243 0,005948 - 0,01i630 - 0,000172
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Convergence du momeat {(point B) en foaction
du nombre de degrés de liberts
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Convergence de [erreur en foaclion du gombre

141 de degres de liberte
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Exemple 4 : {(plaque simplement appuyée et uniformément chargée)

AAAS Y
A A

Fig (1X-5)

4-1-Tableau des déflexions :

DEFLEXION W (qat/D)

Maillage DDL {12DDL non conforme| 16 DDL conforme 12 D D L modifié
1x1 12 - 0,005063 - 0,003661 - 0,002733
2X2 27 - 0,004215 - 0,003875 - 0,003597
4 ¥4 75 - 0,004091 - 0,003958 - 0,004055
bxb 147 - 0,004074 - 0,603987 - 0,004005
dx8 243 - 0,004068 - 0,004004 - 0,004024

Solution exacte - - 0,004062
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4-2- Tableau des moments :

Moment Mx=My(ab):(qb2)
Maillage DDL J2DDL non conforme | 16 DD L conforme 12 DD L modifié
1x1 12 - 0,066020 - 0,045650 - 0,050616
2X2 27 - 0051000 - 0,046350 - 0,043240
4X4 75 - 0,048540 - 0,047190 - 0,047340
6x6 147 - 0,048150 - 0,047330 - 0,047190
8xX8 243 - 0,048030 - 0,047430 - 0,047430

4-3- Tableau des erreurs sur les déflexions:

Erreur sur la déflexion
Maillage DDL [12DDL non conforme| 16 DDL conforme 12D.DL wodifié
1x1 12 0,246430 - 0,098720 - 0,327170
LR 27 0,0457606 - 0,046030 - 0,114470
4 X 4 75 0,007139 - 0,025600 -0,001723
bxb 147 0,002954 - 0,018460 - 0,014032
Ex8 243 0,001470 -0,014270 - 0,008120
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Convergence de Iz fléche (point B) en ‘onclion
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Coavergence Jdu moment (pornl B) en fonction
du pombre de degres de liberte
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ot - Convergence de lerreur en foaction du gombre
de degres de liberte
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IX-3- INTERPRETATION DES RESULTATS

Au vu des graphes de convergence de la déflexion et ceux de pourcentage
d'erreur pour le comportement flexionnel des plaques soumises & des charges
concentrées ou uniformement réparties avec diverses conditions d'appui, on
notera ce qui suit :

- Pour I'element a 12 DD.L non conforme, il apparait que la convergence de
la deflexion vers la solution exacte est assurée mais d'une maniére qui n'est
pas toujours rmonotone, en fonction du cas de chargement et des conditions
d'appui considérées. La convergence n'est obtenue quavec un maillage plus
fin relativement aux deux autres éléments. Les graphes d'erreur
correspondant a cet élément montrent clairement la lenteur de convergence.
Les remarques précédentes sont valables pour tout cas de chargement et
quelle que soit la nature des appuis.

- Par contre, I'élement a 16 DD L, en introduisant le gauchissement comme
degre de liberté nodal supplémentaire, montre une convergence monotone
vers la solution exacte (TIMOSHENKO). Cette convergence est obtenue
generalement pour un maillage n'excédant pas 7 x 7 pour l'ensemble des
plaques et, dans certains cas, pour un maillage plus fin. Ceci entraine un
pourcentage derreur qu'on qualifie de trés bon comme dans le cas dune
plaque encastrée sur son pourtour avec une charge concentrée en son railieu.

- Enfin, le dernier elément étudié, le 12 DD.L modifié (présence d'un extra-
terme dans la fonction de forme du 12 DD.L non conforme), offre la meilleure
convergence et la plus rapide relativement aux deux précédents éléments. Ceci
s'explique par le fait qu'oti se rapproche rapidement (maillage 4 X 4 cu 6 X 6}
de la solution exacte, puis la convergence se maintient progressivement. C'est
aussi la raison pour laquelle les graphes d'erreur concernant cet élément
montrent cet aspect de convergence rapide dés le début de l'affinement du
maillage (4 x 4).
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CORCLUSION

Ce travail est consacré a la formulation d'élements de plaques en flexion et
a I'étude de plaques minces avec faibles fléches en utilisant la formulation de
I'energie potentielle totale

L'étude de la flexion des plagues englobe un domaine trés large qui
necessite un temps plus long pour une étude poussée.

Notre travail comporte l'étude de trois éléments rectangulaires, avec des
expressions de forme a expressions polynomiales.

Dans un premier temps est développé 1'élément a 12 DD L dont 1a fonction
de forme est non conforme. Malgré cet handicap créant un probléme au
niveau des interfaces, nous avons constaté que la convergence est assurée. En
voulant satisfaire la conformité de cet élément, nous avons excédé a un autre
élément comportant 4 DD.L par neeud, conforme ef assurant ia conforimité de
tous les parameétres nodaux.

Enfin, en voulant garder le méme nombre de DD.L que pour le premmier
élément, en nous basant sur une étude de DAWES | nous avons pu, grﬁce a un
ajout de termes sur la fonction a 12 DD L, palier a sa non conformité.

Afin de mener une étude comparative, nous avons arbitrairement choisi 4
exemples pour pouvoir illustrer la rapidité de convergence de chacun d'eux

Dans le premier exemple est envisagée une plaque carrée de ¢oté 2a = 2b,
encastrée sur tout son périmétre et soumise a une charge concentrée P en son
centre. _

* Dans le deuxieme exemple, la plaque garde les mémes conditions d'appui,
mais avec un chargement uniformement réparti. Par la suite, nous reprenons
respectivement les deux exemples precédents en modifiant les conditions
d'appui pour passer a une plaque carrée simplement appuyée.
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Les exemplés cités plus haut sont utilisés pour comparer les différentes
formulations d'éléments plaques en flexion. Il s'agit pour cela de calculer la
{leche sous différents chargements et de tracer le pourcentage d'erreur de la
fleche en fonction du nombre de degrés de liberté de la plaque.

11 est a noter que le procedé de présentation des resultats d'erreurs sur la
fléche n'est pas forcément le meilleur comparé aux procédés de contrainte ou
d'énergie de déformation qui ont, 3 notre connassance, plus de signification
pour caractériser le comportement de la strucrure.

En fait, le principal intérét des courbes fournies dans le chapitre précédent
est de mettre en évidence la convergence, puis de comparer le mode de
convergence des différents éléments

L'éléementa 12 DD.L non conforme approche la solution exacte par excés ;
mais comme les conditions de continuité inter-éléments ne sont pas
respectees, cel élément perd son avantage qui s'avére dans certains cas
indispensable. Par contre, la formulation a 16 termes est conforme et donne
donc des resultats satisfaisants.

Les résultats obtenus a laide du 12 DDL modifié montrent une
ameélioration sensible de la convergence due au rajout de lextra-terme a la
fonction 12 DD.L non conforme.

En conclusion, nous pouvons déduire des résultats obtenus que le 12 DD.L
modifié constitue l'élément ideal, comparativement aux deux autres, pour
I'étude d'une plaque en flexion.
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