WL ANJENNE Y. PN S i ok
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

o

Ministére aux Universitaires

' ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE

ol sau) Laby) Lo ,u
BIBLIOTHEQUE — i <=l
Ecoie Nationale Polytechnique

PROJET DE FIN D’ETUDES

. DEPARTEMENT GENIE Civil

SUJET

ETUDE COMPARATIVE DU

fl VOILE PAR LAMEF ETLA

| METHODE DES PORTIQUES
a EQUIVALENTS

—— ——

Proposé par : Etudié par : Dirigé par :
- M. CHARILF ™. F. YENNOUNE ™M . CHARIE
i M€\ LeBi

!

PROMOTION g1

E.N.P. 10, Avenue Hacen Badi - El-Harrach - Alger






MINLISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUK Sl i Lk L,
ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE BIBLIOTHEQUE — 1_-c)
DEPARTEMENT GENIE CLVIL Ecate Natianaie Polytostniue

promoteur : M H.CHARILF
Eldves Ingénieurs :@: Naima LEBIB et Fatiha YENNOUNE

o ot idy o Jt..:..l., ou.wl ;u. e 32 ’U‘"‘"
PO T o rrtogy eyt o
e Pﬁ uﬁn )5 ol Ol yumd|
|J.¢|MJ| -
-um...n YO Y { ’u,,' ,bu;-‘

Laal! ; | o ) Lkt "
94 mma&ﬂw?wﬁl‘;ﬂw:m

Sujet : ETUDE DE COMPAKATIVE DE LA MODELISAtION DES VOILES PAR
LA METHODE DES PORTIQUES EQUIVALENTS ET LA METHODE
DES ELEMENTS FINIS .

Kesumé : Le présent projet consiste essentiellement en
1'élaboration de programmes informatiques en vue de
modéliser des voiles sous différents types de
chargements ,par les méthodes suivantes :

- La méthode des portiques équivalents .
- La méthode des éléments finis .
Le but recherché est la comparaison de ces deux

modeélisations afin de juger de 1'efficacité et de

1'application pratique de chacune d'elles .

Subject :COMPAKATIVE STUDY OF WALLS MODELI1SATION BY TWO METHOUS
FINIT ELEMENT METHOD AND EQUIVALENT PORTICO METHOD .

Abstract: 7The present project consists essentially 1in the
elaboration of computer programs for modelisations of

walls, under different loading cases by this methods :

-kquivalent portico method .

-+init element method .
rThe aim of this research is the comparison bgtwégn
this two methods in order to judge their efficacy and

practice application .
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- vans le domaine du génie Civil , 1'ingénieur est souvent amené a
calculer des batiments contreventés, le contreventement est
généralement assuré par des portiques ou des refends plans ayant
une raideur négligeable dans la direction perpendiculaire a ce

plan .

La premiére étape consiste a modéliser correctement ces
contreventements et 4 les assembler en un modéle dans 1'espace ou

lorsque ¢ela est possible en un modéle plan .

La seconde étape consiste a évaluer les efforts auxquels est
goumise la structure afin d'assurer 1'étape ultime qui consiste a

ferrailler la strucure .

La méthode de modélisation des voiles la plus couramment

utilisée est celle établit par MONSIEUK ALBIGES.

Cette méthode n' a pas pour but de permettre une évaluation
exacte des efforts mais simplement d'assurer que le batiment a
voiles présente une sécurité suffisante sous l'action des forces

horizontales .

Néanmoins , il existe des méthodes qui permettent de retrouver le
fonctionnement réel du voile et qui donnent des résultats assez
proches de la réalité parmis lesquelles on peut citer : la
méthode des portiques équivalentes et la méthode des é&léments

finis .



Lors de 1'étude d'une structure ,le recours & [1'ordinateur est

bien souvent inévitable ,celui ci permet en effet d'effectuer des
calculs complexes difficilement réalisables par des methodes
manuel les, et procure un gain de temps 1important en évitant les
opérations longues et fastidieuses.

Le calcul sur ordinateur n'est g'une aide matérielle et ne peut
en aucun cas se substituer a la réflexion de 1'ingénieur et ne

dispense donc pas d'une analyse de la structure étudiée.

11 convient en effet de définir a priori quels sont les résultats
recherchés , et de quelle fagon 1ls seront exploités. On pourra

alors définir un modéle en respectant quelques régles de bon sens.

1- kssayer de se ramener A un probléme plan , car les calculs en
trois dimensions sont beaucoup plus longs a préparer et a exploiter

que les calculs plans.

2- Hien modéliser les liaisons avec le milieu extérieur , car

bien souvent les erreurs se situent a ce niveau .

3- Ne pas compliquer inutilement un modéle .

un modéle inutiiement compliqué ne peut apporter que des
difficultés lors de 1'exploitation , 1l convient donc :
a) De ne pas utiliser des éléments finis s1 une poutre répond
aussli bien au probliéme
b) De définir la précision souhaitée pour le calcul de chaque
élément de structure et d'établir le maillage en conséquence.

11 n'est pas nécessaire de calculer les efforts en tous points
avec la méme précision , certalnes zones peuvent étre modélisées

grossiérement .

4 -Ne pas considérer les résulitats comme irréfutables .

1] est donc essentiel de toujours remettre en cause les résultats
et de les vérifier soigneusement avant et méme pendant leur
exploitation .

D'autre part,un modéle n'est jamals qu'une approximation de la
réalité,et il est toujours possible sinon souhaitable d'adapter

les résultats .
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CHAPLTKE 1. MODELISATION EN PORTIQUE EQUIVALENT
1-1) ELEMENTS CONSTITUTLES DU MODELE:

un modéle de structure est composé par un assemblage d'éléments
reliant les différents noeuds afin de représenter le mieux
possible le comportement de la structure.

vans ce qui suit, nous allons présenter les 2 types principaux

d'éléments utilisés pour la modélisation du voile avec ouverture.
a) POUTRE PLANE A INERTIE CONSTANTE

Les poutres les plus courament utilisées dans les modéles plans
sont a4 inertie constante . killes prennent en compte trois degrés
de liberté par noeud qui correspondent dans le repére local de la
poutre & un effort normal , un effort tranchant et un moment

fléchissant .

I

fig 1-1 poutre plane

b) POUTRE PLANE A QOUSSETS
Les poutres planes a goussets comportent une partie médiane

gouple a inertie constante et une longueur indéformable a4 chaque

extrémité : fig 1 2

rlles permettent de modéliser de maniére réaliste les portiques
plans lorsque le volume commun a une poutre et au poteau auquel

elle est lide n'est pas de dimension négligeable.

YT
X .
/ B
. Llr\ Nj
I
17 .
X

fig 1-2 poutre a goussets



i-2) MODELISATION DES KREFENDS :

i.e voile avec ouverture est assimilé a un portique dont Iles
barres sont supposées concentrées dans les lignes moyennés des
trumeaux et des linteaux. Ce modéle comporte des poutres
verticales planes représentant Iles trumeaux , et des poutres

horizontales A goussets matérialisant les linteaux.

L'emploil des poutres comportant une partie centrale deformable et
une partie rigide a chague extremité est obligatoire dans les

linteaux .

kEn effet 1'utilisation de poutres déformables sur toute la
longueur conduirait a surestimer la déformation de la partie
commune aux linteaux et au trumeau supposée 1nfiniment rigide

(partie A A' - B B'" ) Fig 1.3

Par contre la présence d'éléments rigides aux extrémités du
linteau permet de retrouver un fonctionnement plius conforme a la

réalite .

figure 1-3 Modélistion du voille a ouvertures



CHAPITHE 11 METHODES ENERGL1T1QUES

11— 1 INTHODUCTLION

sous 1'action des charges extérieures, toute structure subit des

déformations gui sont la conséquence de la déformabilité des

matériaux utilisés a leur réalisation.

La structure passe ainsi de sa position initiale non déformée

W ”

une autre d'équilibre appelée position déformée
Afin d'exprimer la condition d'équilibre dans la position
déformée ,on peut procéder de deux maniéres:

- Appliquer le principe de la conservation énergitique

méthode énergitique.

- Appliquer le principe de déplacements virtuels :

méthode cinématique .

Les deux procédés conduisent aux memes résultats pour exprimer

condition d'équilibre.

11- 2 TRAVALL D'UNE FORCE:

Foa
BENe Lo e s 5 0 0 12
F ) 7
|| . d
4 W
._.A"—_..d_.:d") (AF){ ¥
fig 11-1 a

soit un corps élastique soumls a une force extérieure F

subissant un déplacement proportionnel a F.

le travail eélémentaire est: dw = Fi dau
¢Af L
w = J FodAL
o L
or
Ai kL . (Ff )L Ai
= - k=
(Af )i (#f )L (Af )0
¢Af L

w — J- rl"f )L A‘L dA\_
0 (Af )1

la

et



onc:

W = é—- (Ff ) (Af o
Avec (Af )i : déplacement final produit par une force FI

(Kt J)v : force maximale

Le travail prodult par un systeme de forces est:

W = —1—: FL AL
2

11 - 3 ENERGIE DE DEFORMATiION U:

Soit w le travail des forces extérieures et U le travail des
forces intérieures ;d'aprés le théoréme de CLAPEYKRON quil est une
application du principe de la conservation de |'énergie , 1l y a

égalité entre W et U.

Cette égalité ne deéepend ni de 1'ordre dans lequel les forces sont
appliquées , ni des variations de ces forces entre |'état 1nitial
et l'état final du corps.

sous 1'effet des forces extérieures ,11 y a apparaition des
efforts et des déformations dans lIes sections de la structure
solliciteée.

L'évaluation du U se fait en partant des contraintes et des

déformations unitaires de chaque sollicitation.

&

<
Il

uo :f o  de :densité de 1'énergie de déformation



on a :

(o, £
f k k
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bonc :
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11 - 3 -a  ENERGLE DE DEFORMATION DUE A L'EFFORT NOKMAL :

N : N
[P I I___.._..__p_
41 Y al
i +
fig 11-3 Adl
U = {%—:f o £ dv avec : dv = 8 x dl
N v
N o N
o = , £ = =
5 A E S
1 N N
b= —F IV S E S s dl
NZ

11 -3 -b  ENERGLE DE DEFOKMATION DUE A L'EFFORT TRANCHANT

dl b
t — [ —
TT “.I. ldA
== d_ ¥ P '
e |
fig t1-4 T~
U = £ f T ¥y dv avec : dv = ds x dl
T 2 o ’
r = T St st : moment statique
- & & b : largeur de la section
T 1 S5t
?’: p-—
G 1 b G
g = é L s ds dli
1 b 1 b G

on définit la section cisaillé réduite par :

' 12

S:
Il (st/ b)) ds
£=




v, = = (A
T ol

L

11 3- ¢ ENERGLE DE DEFORMATION DUE AU MOMENYT DE FLEX1ON

di

Mg (:_?:‘:f_/_\_') Mg

fig 11-5
U = T—l Ioc dv
" v
= 2y p & = z f , dv = ds x dli
1 MY MY .
Uu = 1 1 ds dli
1 M 2
u, = -3 B di _f Y ds
d'on :
1 M
Uu_ TJ‘LEI al

11 3- d ENEKGIE DE DEFORMATION DUE AU MOMENT DE TOKSION :

{}jﬂfzc

0s = < 4l
c QILGJ
¢ : moment de torsion
J : moment quadratique polaire ( section circulaire)

Lorsque toutes les sollicitations simples sont appliquées

gimultanément ,1°'énergie de déformation pour une barre est donnée

par:
L z P
e e v M C
U‘z.rgb:;+c;b' s ey Al




11- 4 METHODE ENERGETIQUE DE CASTI111AGNO

Le thécréme de CASTILIAGNO permet de calculer les déplacements de

points particuliers des barres.

Par extension on peut calculer les déplacements en tout

ainsi que résoudre les problémes hyperstatiques .

ENONCE DU THEOREME DE CASTIGLANO:

polint

le déplacement du point d'application d'une force généralisée

dang le sens d'action de cette derniéere équivaut a la

dériveée

partielle de 1'énergie de déformation par rapport a cette force .

) o _4 l I
N e ——— "

fig 11— 7
u = 4 P A + P A
2 PP pF
U:_I_pzé + P A
2 PP PF
u
=PS _+PA_ =A _+A = A
a p PP P PP P
d'on :
- s
a P
KEMAKQULE :

vans le calcul de 1'énergie de deformation et des é&léments des

matrices de souplesse et de rigidité ,on néglige souvent

1'effort tranchant.
Cet effet est négligeable pour les éléments d'élancement

(poutres et poteaux courants ).
Pour les éleéments d'elancement réduit tels que les

courts et les voiles,l1’1influence de 1'effort tranchant

trés importante,et ne peut étre négligeée.

1'effet

poteaux

devient



11 - 5 METHODE DES DEPLACEMENTS

La méthode de déplacements est caractérisée par le fait que les

déplacements indépendants des noeuds sont pris comme inconnus.

La condition de compatibilité est satisfaite en premier lieu en
faisant correspondre le déplacement du noeud avec les
déformations des barres le composant,les forces dans les barres
gont ensuites reliées aux déplacements du point nodal par une

matrice définie positive qui est la rigidité de chaque barre.

rinalement selon les conditions d'équilibre ,les forces nodales
obtenues a partir des déplacements inconnus des noeuds et de la
raideur K doivent contrebalancer. les charges exterieures

appliquées aux noeuds .

11-5-a / COEFFICIENT DE KIGIDITE :
DEFINITION
un coefficient de rigidité se définil comme éatant la force au

point i résultant du déplacement unitaire au point j .
11-5-b / MATRICE DE RIGIDITE :

on appelle matrice de rigidité d'un élément , la matrice qui
exprime les forces en fonction des déplacements en un certain

nombre de points .elle est définie par :
[kl { u t =1 F |

avec:
{ U } :est le vecteur force
(K1 :matrice de rigidité

{  } :vecteur de déplacements

11-5-¢c / MATRICE DE KIGIDITE D'UNE POUTKE SIMPLE BL-ENCASTREE :

Soit une barre encastrée a ses deux extremités ,cette barre est

soumise a des déplacements imposés a |'une de ses extrémités.

Y @
wl N

N1 4 g
o 3 F, 12
M1 Yy, | M

AR



Natrurel lement, les déplacements sont petits par
dimensions de la poutre , nous avons a faire a un
degrés trois .
Les inconnus hyperstatiques sont : Nz .12 ,Me
Les equations d'equilibre donnent :
N + N =0
1 2
T o+ 1 =0
1 2

M +M + T 1L =0
1 F4 2

Les efforts dans la barre sont les suivants :

N = Nz
M = 12( L - 8 ) + M
T o= U2

L'énergie de déformation de la barre s'ecrit :

1 L N 2 M 2 1_2
U = J‘( + + ) dB
2 o E A E 1 G S’

D'aprés le théoréme de CASTIGLANO on a :

8 u _ N2 ds
Lg— o N2 ) ] Io AL 2 L
_ e v _ 1 , ( L— s ) ( L- s )
Vom e & oo ( 1‘:_[ e ds + mj" e
Ol. DL
av _ 1 , .. (L - 5) 1
B¢ = = I . s ds + mz_]'o ; ds)

si I'inertie I et la section A sont constantes :

Nz L,
e E A
2 L M2 17
= I2? + + e
" 1= C 3 kKl S'G ) 2 El
0s - 12 L: M2 L
- T2 Kkl Kl
En posant o = :2 L
LGS
on a :
N2 L
vz = +a
7 Mz L2
= 12 + 3 +
va 12 ( 1+ o / 4 ) I Fi Y 7]

gy = An L o B Y
2 Kl El

et réciprequement :

E A
Nz = ——— Uz
e 1 12 k1 _ b6 kI
T2 = (T 75 [ S aen vz = 8z2]

rapport aux

systéme de

L
E
+ 12
ds 1 = L ds)



. 1

_(1+a) L

En notation matricielle on a

[ e | i
w2 A 0
L
12 0 1 _12 Kl
1+a La
e 0 -1 6 kI
1 +a L =
L 4 L
Sachant que:
N1 = —-N2
Ty = — 12
My = -T2 L - M=z
En notation matricielle:
i M
N1 -1 0 0 Nz]
s = 0 -1 0 T2
Ms 0 -L -1 M2
.
pD'on :
r B r
N1 —KA 0
L
- _ 0 =8 12 E1
3
!*‘C‘l L
M1 o0 —4 B g &2
2
1 +a L

4+ a ) —2L 82
L
- »
0
-1 6 Kl
1+ Lz
4 +al E1l
1 +a L
) r
0 Uz
s} E
. 12 - Va2
1 +al L
2o i El 82
1 +a L

Ue méme que les efforts provoqués par les déplacements :

kxprimons (Ui ,Vi1,81)en fonction de (Uz2,Vvz ,82) ,pour cela

fig 11-9

la transformation géométrique suivante :

RN

=F]

on fait




a-translation (-Us,-V1) b - rotation 681

fig 11-10
Uz = -Us &1 Ur = — Uz
vz = —-vi - 1A Vi = —-Vz + B2
8z = - 61 81 = - B2
#n notation matricielle:
1
U2 -1 0 0 Us
val| = 0 -1 -L Vi
82 0 0o -1 j L 81
[L] :matrice de transformation
Ainsil :
- = i W
N £A 0 0
L
T _ 0 -1 . 129&1 6 . blz _ (o]
1+ L 1+a L
P 0 -1 ; 6 EI 2-al . El
2
L 1+a L 1+a L

\\\K\W\\t\ ]
I

Le,

(=7
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11-5-d / MATRICE DE KIGIDITE D'UNE POUTKE AVEC DES PARTIES
INFINIMENT RIGIDES AUX EXTHREMITES :

dL , cb , bk l

fig 11-11

Les déplacements {U} aux points A et B sont l1és aux deplacements

iu't en A' et B' par la relation geometrique comme suilt:
4

Y vl V3, Vo
41 "‘31 T ’ltu'; TS—:E I ‘L\J—; ug,

0 I g
A 64) AI 61 B 83/ 8 Bz
— dk , Cl. " bk |
R‘3 o0 Rig FEI Rig o#
fig 11-12
_ - -
U1 1 UL’
Vi vi '’
81 se | a1’
{ U} = oy f v} = Us
Vi vi '
81 a1’
L i L _
s 0 Ut= U1’ et Vvi'=861'= v2'= ' =62" =0
Y 0 A A 8 &
— t > A
:V‘l :V;:V,’
j L
fig 11~13
Va's wva et Uit'= tr'=61 =62 =v2'= 0
® B ()




B1'=681 et vi'=dl x 81 , Ur'= Ir"'= v27=8z"= 10

Les autres relations sont obtenus d'une maniére similaire .

Ainsgi:

{ v'r= [H] {U}

[H]:transformation géométrique qui s'écrit comme suit:

- - =

[ Us '] 1 0 0 0 0 0 Ui
Ve ¥ 0 1 dL. 0 @ 0 Vi
81 ' = 00 1 0 0 0 1
vz’ 0 0 0 1 0 0 U2
va '’ 0 0 0 0 1 -bL vz
82 ¢ 0 0 0 0o o0 | B2

L d L J L 4

La matrice de rigidité de la poutre A'B' de rigidité kI et de

vecteur déplacement {( U | s'obtient en remplagant dans Ia
matrice de rigidité du paragraphe précédent L par CL.
volr page
12 k1
A e
e s’
¢c=1-d - b
d et b :rapports des parties rigides du linteau a sa longueur

totale.

D'autre part , le théoréme de BEIT1l énonce:

THEOKEME

Le travail des forces Fi1 soumises aux déplacements UIF- dus a

systéme de forces i est eégal au travail des forces i

aux déplacements Uir dis au systéme de force Fi.

Les forces { F } en A et B et F' en A' et B' engendrent
déplacements semblables car les parties AA' et BB'

infiniment rigides, on peut donc écrire:

r o = F t"l-. UL'

AT

un

somlises

des

sont



ou bien sous la forme matricielle
f e Tiu o= f U

or: i u' + = [H] { U |
p'ou: 5 3
{f # b fu b= ¥ Il U

Par transposition

P T L TT) HE B B A B I T R A

Or:

ini™i K i et { ' (K"[{ U}

i

{ F } = [KI { U} et | F |

Donc:

{ ¥ } {ule'l i u'

[HITIK® ] [HI § U}

&

~

S
0

rar conséquent :

1
(k1 = [HI"IK"] [H]

[K] est la matrice de rigidité correspondante aux degrés de
liberté (déplacement) { U | en A et B d’une barre prismatique de
longueur L ,avec les parties bl et dL extrémités 1infiniment
rigides.

le coefficient ra =—32EL tient compte de 1'effet de 1'effort

& 1he 5

tranchant . voir page 19

kEn conclusion,un voile uniforme (sans ouverture) peut étre
modélisé comme une barre dont la matrice de rigidité est celle de

la barre bi-encastrée.

un voile avec ouverture peut étre modélisé¢ , comme un portique

(en tenant compte de 1'effet de I'effort tranchant ) .

La matrice de rigidité du poteau est celle de la barre
bi-encastrée et la matrice de rigidité de la poutre (linteau) est

celle de la barre a extrémités rigides .

VL~
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11-6 CALCUL DES KREACTIONS D'APPULS DUS AUX CHARGEMENT

EXTERIEUR :

11-6-a CALCUL DES KEACTIONS D'APPULS D'UNE BAKRE
B1-ENCASTREE :
11-6-a-1 CHAKGEMENT UNIFOKME PEKPENDICULAIRE A LA BAKRE :

q
3‘4;4”4__4_4__ 1T
A B

fig 11-15

si on supprime 1'encastrement B le systéme hyperstatique ci1

dessus devient

@
| ( VT*P
I 1T 1] I 1 .E% T 1 }‘\*z o
+
l 8 lx4

fig 11— 16

1 'énergie de déformation s'écritL: 3
g~ 1 -r(ff +MF yds
2 N G S’ El

Les expressions de 1 et M sont:

1 = -X1 + g S )
M= X2 + X188 - qgs / 2

I .
d‘ou: wo L usge) D I A N
2 & G S’ El
p'aprés le théoréme de Castiglano ,nous avons:
e w AW
Ut =51 ¢ ba = 8 Xz
En réalité ,us = vz = 0 car 1l'extremité B est un encastrement
donc:
a w ) aw
- 3 bl . o - ¢
a w 1 Y o2( xao+ gs ) ' 25 (X2 + Xas —qsz/ 2)
‘3 s i | G S’ ds + [ £l dg = @
(8] o
L. 2 ;
aw _ 1 I 2 (X2+ Xss- qs / 2 ) ds
8 xi & Do Kl
3w 1 % L 1 q L’
7 xe - 0 G5t FTEr? ¥ 2w ~9 (gt g -0
a W 2 X2 L Xi.bz q I.Ja (2)
9 X2 k1 2E1 b Kl



Les équations (1) et (2) donnent :
g 1’
12

~

X1 —'—T—q & ; X2 =-

De la méme maniére,on peut calculer les réactions a 1'appul A.

Le vecteur des réactions de la barre s'écrit :
ql_.z/ 2
[ ¥ t = ql. / 12
qbz/ 2
-qL / 12

11-6-a-2 CHAKRGEMENT UNIFOKME NOKRMAL A LA UAKKE :

g
R —————
A A 1)

fig 11-17

Si on supprime i'encastrement B, le systéme hyperstatique

des==>5 uevient :

1 > * > \ » e—x
1 I
L 1
fig 11-18
L'énergie de déformation s'écrit: i
w - d I ¥ ds
2 ob‘A
L'expression de 1'effort N :
N = X + P s
L 2
p'oa : | (X + Ps)
w=—g ][ E A da
a
d'aprés le théoréme de castiliagno on a :
U = -—g—;— , X est une réaction alors u =20
1
aw _ 1 2(X+ Ps) _ 1 : 2 ; "
ax—“—?—fo——bf—A_dS— b_A(XL*PL/.Z)-O
v'ou :
P L

o



11- 6 b CALCUL DES KEACIIONS D'APPULS D'UNE BAKKE A EXTREMLTE
KIGIDES :
11-6- b 1 CHAKGEMENT UNIFOKME KEPAKTI SUR LA POUTKE SOUPLE :

LT T e T|'\M®
A a" Py s
N

- 4
4 L)

dL cL bL
fig 11-19
Sachant que
L B 7Y R T T T S ) B AL
Or: (01" = (ui"
1
qg cL 2
q ch{/ 121
{ ' | = q C% { 2
-g 1"/ Lﬂ
Donc 1 0 0 0 ] q cLk g 2
di 1 0 0 qgc L / 12
L d =] (K] = |0 0 1 0 | qey /2
0 0 -biL JJ —qcb/l,.?l
i J
i ]
acL /7 —_—
dgec L /2 +qc L/ 12 |
{ ¥ | = q cL / 2 '

N

-bgqec L'/ 2 -qc L/ 12

L

11-6-b-2 / CHAKGEMENT UNIFOKME KEPARTL SUR TOUTE LA POUTHE :

A A’ B B
fig 11-20
r
1A qc / 2 +qgd 2
e d = Ma _ gcd/ 2 +qc /12 +q &/ 2
N | - gc /2 +4qghb . 2
PDJ l-q e b/ 2-qc /12 -qgb /2
L ]

11-7 PRINCIPE DE LA METHODE DE DEPLACEMENTS :
La méthode des déplacements se base sur le principe simple de la
superposition des états d'équilibre qui sont les suivants:

-Chargement sans déformation + Deformation sans chargement



* % & ¥ 4 4 3%

AV A 45 4F F S OV v O & oV 4

fig 11-21

Aingi pour chaque barre de la structure nous pouvons décomposer
les efforts réels en la somme de:

- Efforts diis aux chargements en considérant la barre
bi-encastrée et chargée.

- kfforts diis aux déplacements imposés réels sur cette barre .

N1 Nz Nz] NZ_I l_Ni " Nz "

M1 LMz M:.J mJ Mi"J M2’

e

-Les efforts (N ", 11", M1 " - N2",12" ,M2") peuvent étre facilement
calculés par une méthode énergitique simple tellie que celle de
CASTIGLANO .

-Les efforts (N1 ',12 ' , M1’ -~ pN2',12',M2') sont déduits des
déplacements imposés aux extrémités de la poutre .

Compte tenu des relations explicitées c¢i1 dessus ,11 faut et 11
guffit donc de connaitre les déplacements pour pouvolr calculer

les efforts correspondants .



CHAPLTKE 111 FORMATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE DE LA STRUCTURE

A1i-1 / REPERE LOCAL - KEPERE GLOBAL

Jusqu'ici les relations L(rouvees ne supposalent gu'un seul

systéme d'axe 1ié a la barre (repére local ) .

Les efforts dans les barres sont toujours exprimés par rapport

a ce systéme d'axes ,par contre pour déterminer les réactions

des appuis et les déplacements des noeuds ,on choisit un systéme
global d'axes qui ne coincide pas nécessairement avec celui de la

barre .

11 s'avére donc utile de trouver les expressions des

déplacements dans le repére global .

Pour cela ,il faut introduire [l'angle o entre 1'axe X du repére
global et 1'axe 1 du repére local .

Cette relation consiste donc a exprimer une rotation d'angle o
d'od on obtient en notant (u,v,p) les déplacements dans le repére

local et (x,y,8) ceux dans le repére global.

= X cos a + y sin a

u
Vv ==X Sin a + y Ccos &

Uon remarque que la rotation ¢ n'est pas affectée par ce

changement de repére, donc :

"]

fig 111-1

compte tenu de la formulation linéaire de cette transformation

nous pouvons également 1'exprimer sous forme matricielle par :

. 1 r 1
u cos a sin o 0 | X
v =| -s1n a cos a V] ’ 4 r
© L 0 0 1 i - k
|
1oL

—

~ Dy



ve méme les efforts (N,T,M) exprimés dans le repére local se

déduiront de la méme fagon des efforts (H,v,C)liés au repére

global par :
1
N ] cos a s1n o o 1 H
7T | = | -81ln a cos o 0 | v
M 0 1] 1 | C
So01t :

cos a sin & 0

| -s1in « cos ol 0

(K] = 0 0 I

J

[K] : est appelé matrice de rotation de la barre .
kn verti des propriétés des cosinus directeurs ,on peut montrer
que:
(kITIR] = 1L » [RI Y= (K]
ponc [R] est une matrice orthogonale .

rar conséquent les expressions précédentes peuvent s'écrire Sous

[T :;mrﬁ} -;\r me I”,
[ e} e |

La matrice de rigidité locale déja établie au paragraphe 11-5-4

une forme plus simple :

peut étre divisée en 4 sous matrices :

|

ka
‘|

(ki = { 1° i J

o k* Lk .1° ,1' sont des sous —matrices de dimension 3Xx3 pour
déterminer cette matrice complétement il suffit de connaitre
une des sous - matrices précedentes .

Les trois autres s'obtiennent ensuite a l1'aide de transformations

matricielles simples .

La matrice de base est (k'] ,pour obtenir les autres nous
utiliserons deux matrices de t ransformation que nous noterons [1a]

et [Tg] avec:

[-1 0 /] } ( -1

0 -1 -L f1yi =
Lo o -1

f1a] =

_—o o
TSNS

Nous obtenons alors :

-725 -



(1*1 = (rg] 1K' ]
[1°1 = (k'] [r1a]
(k*1] = [1'] [1a]

Pour trouver ces matrices dans le repére global , on fait la

transformation suivante :

(k*] = [RITIK'] [R]

£n notant |/ ua J} et { uvd |} les vecteurs déplacements des
extrémités d’'une barre "a" et { fa | et { fA } les efforts aux

extrémités c'est A dire
r N Moi
{ fa } =| 1 fua }o=lvi
Mi ai

Nous obtenons donc les notations matricielles:

f@T: %9 u; " ko 1& u;
fi ud 1a k2 ud
Ou bien
{ fa'} = 1k§1 {vs | o+ [141  vd
{ Fa'} = [1&] fva } + [T [ vd }

Soit un noeud i auquel arrive un certain nombre de barres et

r 7

5. 5.

-
-

C

0

{ rg} :vecteur des force extérieures appliquées sur ce noeud .

et :.
{ ra' } : les forces provenant des barres .

5 PG



L'équilibre s'écrit

,._
<. X

> (K} =E
a

- p

C

P

0% 05 0%
L]
eMeMeEM

or : { Fa } = [Ka]"{ f4 } .et en tenant compte du principe de la
superposition des états d'équilibre ,{ fa } peut étre décomposé
en un terme { fa } dit aux déplacements seuls et un terme | fﬁuf

dii aux charges seules .

Nous obtenons alors : { fa } = { fa b o+ f fg“}

Or :

{ Fs = [Ka] [ ubk } o+ [1&] f ud ]
Et en exprimant les déplacements en fonction du repére global

nous obtenons

{ué}:lual{ué}

{ FS 8 = (ki ] [Ral { US } + [1&] [Ral { UA }

L'équation d'équilibre s'écrit alors:

(¥} =L C [Ra (kal [Ra] { Ua | +

a

(o I (1 J[Ra] {UA] + [RaIT(Fa 1)

Le vecteur { va } est le vecteur déplacement du noeud 1i,il est
identique pour toutes les barres ,donc on peut le noter [ Ut ¥

L'équation précedente devient

{ #51 =E (a1 fa ) + { £ kel [ka] [Ra] } { vy
a a

(T [RaT" 1147 [Ral ¥ { U}

a
51 on note :
[ #) = { K} -C [xal"( £ ]

(=3
At



on peut écrire

[+ = CF [Ral ika ] [Ra] { U} ) + C L [kaI" (14T [Ra] { U'} )

(=%

C'est 4 dire une relation du type :

[kl { u i = { ¥ |
111-2 /FORMATION DE LA MATRICE GLOBALE DE LA STKUCTUKE :
1] s'agit dans cette partie d'assembler les différentes matrices
de rigidité de fagon 4 former la matrice de rigidité de Ia
structure .

rour se faire, il faut procéder de la fagon suivante en calculant

pour chacune des barres les sous matrices {KQI,[KQJ,ILQI,[LAI

ensuite :

- Additionner les termes [Ki] et [KA] A ceux déja éxistant .
- rlacer les termes [La] et [LA] a leurs positions respectives .
EXEMPLE

Soit le portique ci dessous constitué de 4 noeuds et 4 barres

3 4
11
1 111
I — adion. P
Barre 1
r 3
{ 1 1
| K L
| I I
[K_ ] =|
I
i 3
L K
L I 1
Barre 11 - -
4
K L
II II
(K 1 | !
Ix [ o
L K t
II II J




Barre 111 2 L
111 III
[k xxx] :‘ 2 4
K L J
L III III

III
[ K portique] =% [Ka |
a=1I

kcrivons 1'équilibre de chacun des noeuds :

A [K:] T u,:; i U
{1 = (6K 1§ 0%F + (1 1t Ut
III III
] _ a _ ] - 1 1 4 4
R L oy B o D I AN R s B N O

; B 4 4 4 a 3 2 2
{ 1 =( [KII] + [KIII]) { v} + !LII] { U} + ILIIII { U}

D'ol la matrice de rigidité:

i 1 3 ]
K 0 L 0
I I
2 4
0 0
III ITI
= 1 3 | 4
Kronw:ou: 1 L 0 K + K L
I I II II
2 a3 4 4
0 L K +
III II II III
i .

KEMAKQUES :

a) 8'il n'ya pas de barres entre deux noeuds i et j =+ Ki j=Kji=0

b) Ki =% *
a

L

o ‘ =1 a
cl) 1i#j Ki j = Li ou L)
d/ INFLUENCE DE LA NUMEROTATION DES NOEUDS

11 apparatt de ce qui précede que la numérotation des noeuds

des éléments est arbitraire ,toutes fois les grands programmes

de calcul de structure tiennent compte du fait que touts les

noeuds ne sont pas reliés les uns aux autres .

-29 -



La matrice globale peut étre une matrice bande et les gains en

capacité du programme et de résolution peuvent étre considérables

EXEMPLE : portique plan défini ci dessous
[=3 7
5 8
4 o
3 10
2 11
- 12
fiqg 111-3
- 2 a3 4 b= lal ? a © 10 11 42
b X 12
x| x| x X X 11
x| x| x X 10
X| x| x X o
x, x| x X a
X| x| x 2
X x| x F3
X X x| x 5
X x| x| x 4
X X x| x 3
X x, x| x! 2
, | x| x| 1
Cette numérotation est mauvaise ,les liaisons horizontales

donnent des termes hors-diagonale ,apreés réarrangement en

fonction des appuis,on aura 4 résoudre un systéme linéaire

complet .

La numérotation ci dessous est meilleure .

_30..



11 12

=] 10
7 a
5 -]
4
1 ] 2

fig 1i11- 4

1 2 3 4 =3 & 7 a o 10 11 12

X X 12
X X 11

X X X X 10
X X X X o

X X X X

X X X X ?

X X X X -]

X X X X 5

X X X X 4

X X X X 3

X X X 2

X X X 1

111-3 / CALCUL DES EFFORTS DANS LES BARRES ET DES REACI'LONS DES

APPULS :
111-3-1/ CALCUL DES EFFORTS DANS LES BARKES :

rour calculer les efforts dans les barres , 11 suffit de
reprendre le principe de base de la méthode de calcul ,C'est a

dire la superposition des deux états d'équilibre :

- Charges sur les barres sans déplacements des extrémites .

- véplacement des extremités sans charges sur la barre .
Cette égalité est exprimé sous la forme :

{ fao | = { fa } + { fa |

Et ceci pour les deux extrémités que nous noterons 1 et J de

notre barre .
Nous avons montré que le terme [f"al représentant les charges

sur la barre sans déplacement des extremités pouvant se calculer

sans difficulté .

gV - S S

_31._




A ce stade du calcul nous connalssons également les déplacements
des noeuds 1 et ] gque nous pouvons exprimer dans le repére local de

la barre par :

{ uh }

[Ka 1 4 Ui}

]

1u&}:ma1{ui}

Ainsi nous aurons directement le terme {f'a}l qui nous est donné

par la relation

a

[ Fr o= IK 1 IR 14 U} * (L1 Ik 14 U}
a a a _CI.
Nous pouvons calculer donc complétement les efforts dans les

barres aux deux extrémités (par ex en i)

(1 = (K1 [R I Uy o+ rLi 1 Ik 14 Uy £}
o a a a a

a
et de fagon gimilaire pour 1'autre extrémité .
111-3-2 / CALCUL DES REACT1ONS D'APPULS :

une fois , les efforts dans les barres complétement déterminés
les réactions d'appuls g'obtiennent par application du principe
de 1'action et de la réaction .

L'équilibre du noeud donne donc :

[ th § = ¢ [Ra] { fa }

i ; ) )
avec { ro } :vecteur réaction du noeud 1

" L

[Ha]T: Matrice transposée de rotation de la barre “a- .

cette méthode outre Sa simplicité présente les avantages
suivants :

- pour les noeuds non appuils , cela permet de vérifier par un
controle d'équilibre que Je vecteur force { b:} représente bien
uniquement les forces directement appliquées au noeud ,et dans le
cas le plus courant ,ou ces forces sont nulles ,ce calcul doit
nous fournir un vecteur nul .

ceci n'est jamals je cas car 11 reste toujours de petits résidus
compte tenu des erreurs d'arrondis inévitables et cela permet

ainsgi de juger la précision du calcul .

5 -



CHAPITKE 1V OPERATION SUK LA MATHICE DE KIGIDITE

1v 1 / PROPRIETEDE LA MATKICE DE KIGIDITE :

La matrice de rigidité présente quelques particularités dont
certaines sont trés intérressantes du point de vue économie de
mémoire

.a) -[K] Matrice symétrique

La matrice de rigidité globale est une matrice symétrique ,cette
proprieté permet des économies importantes pour le stockage et la
résolution du systéme d'équations et peut étre démontrée en

appliquant le théoréme de BETTY MAXWELL

b) -IK] Est singuliére :

N'etant soumise & aucune condition d'appui, la structure peut
subir des translations ou des rotations sans qu'il y ‘'ait
déformations .

Ce sont des déplacements de corps rigides correspondants a une
énergie de déformation nulle . Donc 1l faut imposer des
conditions d'appuis en nombre suffisant pour avolr un systéme

algébrique plausible a résoudre .
c) -IK] kst définie positive

Lorsque les forces appliquées a une structure provoquent des
déformations , le travail effectué est emmagasiné sous forme
d'énergie de déformation .

Cette énergie est toujours positive ou nulle

L
2

d) -[K] Est une matrice bande :

fu Ikl {u =0

La structure bande de la matrice [k] est une caractéristique
importante elle permet des économies tant au niveau du stockage
de la matrice que dans la résolution du systéme d'équations final
la valeur LB de la demi largeur de bande correspond au maximum de
la différence entre les numéros deux noeuds volsins .

L8 = [max |j-v|+ 1] * nd

j et 1 les numéros des noeuds vols1ins

nd:nombre de degrés de liberté par noeud .

- 35



1V 2-/ METHODES DE STOCKAGE DE LA MATKICE [K] :

11 existe différentes méthodes de stockage de l1la matrice de
rigidité ,la plus part de ces méthodes se basent sur les
propriétés de cette matrice (symétrie ,bande.... ) .

1V 2-a /MATRICE PLEINE NON SYMETRIQUE

Dans ce cas la matrice est stockée entiérement ,rlle occupera
% 3 s 2 . .
alors si elle est de dimension nxn - n nombres en mémoire

d'ordinateur .
1V 2-b /MATRICE PLEINE SYMETRIQUE

La matrice étant symétrique , il suffit de stocker le triangle

supérieur ,dans ce cas ,1l faut stocker nx(n+l)/2 nombres réels

1V 2-¢ / MATRICE BANDE NON SYMETRIQUE

Pour une matrice bande non symétrique ,nous stockons la matrice

"redressée” dans une table rectanqgulaire [KB] de dimension
nx(2b+1).
b " b
b ] NS b2
m— n
s !
\E\\ | _z/ﬁfl b |
n 'L2b+1i
(K1 [KB! :matrice bande

non symétrique

b = LB-1 (largeur de la bande moins la diagonale )
pans ce cas 1l faut stocker nx(2b+1l) nombres réels 1incluant

(b+1)xb valeurs nulles .

1V 2“d /MATRICE BANDE SYMETRIQUE

La structure de données la plus simple pour Ila mémorisation de

matrices de rigidité consiste a4 les considérer comme des matrices

bandes .

3



Dans ce cas on considére que les termes de rigidité extérieurs

a4 la bande sont nulles .

les termes stockés sont tel que

LB -1

[
1

~
1A

J 2z 1

kn raison de la symétrie de [KIl, on ne mémorise que la partie
triangulaire supérieure ou inférieure ,1'encombrement mémolire

correspondant est (b+l) x (n-b/2) ,c'est a dire nx(b+l)/2 valeurs

i1nutiles .

b] N |,
" =~ |l

[ e e ——— 1
n L o+ 1
(K1 [KB] :matrice bande

symétrique
1V 2- / MATRICE A LIAGQNE DE CIEL NON SYMETRIQUE J

Cette méthode consiste a stocker les termes de [K] par lignes et

colonnes a hauteurs variables .

La ligne de ciel est 1'enveloppe des sommets de colonnes a

hauteurs variables .

( ki1 k12 0 k1 a 0 |
k21 kz2 kz3 kza ]
(K] = 0 kaz2 kaa kaa kas
kaa ka2 ka3 kaa 0
0 0 k=a 0 kns

1V 2-f /MATRICE A LIGNE DE CIEL SYMETRIQUE

Le stockage est identique a celui d'une matrice non symétrique

pour la diagonale et le triangle supérieur .
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1V 3 / CONDITIONS AUX LIMITS :

Parmi les propriétés d'une matrice de rigidité c’gst sa
singulartité d'oa la nécessité d'une modification de la matrice
[K] en tenant compte des conditions aux limites .

11 existe différentes méthodes pour mener a bien cette

modification .
iv-3-a /METHODES DU TERME DIAGONAL DOMINANT

klle consiste a ajouter aux termes diagonaux de la matrice [K]
correspondant aux noeuds appuls un nombre trés grand par rapports
A touts les termes Ki) ce qul revient a remplacer kii par kii+ao

et K. par aUi .

~ = - 5 - .
Kidewesiosieewkil s wusoees o o J0dH Us F1
Kit.ooeoeeoeoaoKkiiaweo ceeeeakin UL = |alh
Knd o vvesananknii ¢ 6w e ewes aknn Unl Fr

L R L )

L'équatgon 1 s'écrit :
o Ui+ ( L kij*u; ) =a

j=1

vi + (L kiy *uUuy ) /o = UL

1=1
ial
o trés grand = ( L. kK * vu; ) / a - o
j=1
rlie admet la solution approchee : Ui © U

Le terme o est cholisi selon la précision de 1'ordinateur ceci
conduit & une erreur sur Ui quli est du méme ordre que la

précision de | 'ordinateur .
1V -3-b / METHODE DU TERME UNITE SUR LA DIAGONALE !

klle consiste a remplacer les lignes et les colonnes
correspondants aux noeuds appuls par des "zéros” en mettant la
valeur de 1 pour le terme diagonal ,ce qui conduit a modifier

pour chaque relation Ui.= U, le vecteur { ¥ | puis la matrice (K]
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FL = "'L—kl-,] UJ T (R N j#i.

L. o= UL
k‘LJ = kJL = 0 J=1, 0000 n J?!L
kii = 1
= . - -
Kts oo. Kii-14 ooe0 ... kii+t ... Kin Us
ki-114.. ki-ti-1..0 ... ki-1i+1 ki-1n Ui-1
0 . o @ O... 1 . o @ 0-.. —(Tl: o
ki+1a.. Ki+ai-12..0 ... ki+1i+1 .. ki+ain Ui +1
Knd osee JWi—fessolleesaeaktii®dsines. Kn Un
L J L i

Pi-1 - ki-1i Ui

Fi+s — ki+ai UL

Fn - kni UL

. -

Cette méthode ne pose pas de problémes numériques .
.1V 3-¢ /METHODE DE SUPPRESSION DES EQUATIONS

plle consiste a restructurer la matrice [x] de maniére a
supprimer les équations correspondantes aux degrés de liberte
imposés Ui .

glle a 1'avantage de réduire le nombre d'inconnus du systéme
cela revient A résoudre les deux systémes suivants :

1K}
[t

[Krl {uf
[KET (U}

]

AVEC
[Kr] : Matrice de rigiditée de la structure réduite en

supprimant de [K] les colonnes relatives aux déplacements 1ImposSés

nuls .
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[KE] '_Matrice formée de colonnes extraites de [K] .

: Vecteurs groupants les réactions appulis .
(FE] vect g ts 1 dact d’

.

1V 3-d / METHODE DE REARRANGEMENT DU SYSTEME
Elle consiste & reéarranger [K] afin de diviser le systéme

-

d'équations en deux sous -systémes :

L'un correspondant aux noeuds non appuis ,et 1l'autre au noeuds

appuis ,ce quil se traduit au niveau de la matrice ,par une

permutation de lignes et colonnes .

Hi LH} r

AVEC :

{ vr } :vecteur déplacement de touts les noeuds non appuils
(inconnus)

{ Uz } : Vecteur déplacement des noeuds appuis (connus ){uz/} = 0

{ 1 } :vecteur force des noeuds non appuls parfaitement déteminé

{ r2 } :vecteur force des noeuds appuis .
La résolution se fait donc en deux étapes :

-Détermination de Ui | & partir de [Ki Jius ) = {F1}
fr2} .

-Détermination de {(tz} a partir de [Kz jiuz{
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CHAPITKE V. METHODES DE KESOLUTION EN ANALYSE STATIQUE

INTHODUCTLON :

Ce chapitre est consacré aux méthodes permettant la résolution du

systéme des équations d’'équilibre .

(K] fut = (¥}t i= 1 eeveenn..Ne
Nc :nombre de cas de charge .

L'ordre des systémes lindaires correspondants aux modeles finis
est généralement &levé peur les structures complexes .

Le cout de la résolution numérique de ces systémes d'équations
est une partie significative du coiit global d'analyse ,ainsi les
méthodes de résolution utilisées doivent étre adaptées a ces
types de problémes en tirant profit de la symétrie de la matrice

de rigidité, et généralement de leur faible densité et peuplement .

En outre , de telles méthodes doivent permettre la résolution la

plus économique avec de nombreux cas de charges .

V=2  CLASSIFICATION DES METHODES DE RESOLUTION :

- Les méthodes de résolution peuvent se classer en 3 groupes :
l- LEE METHODES ITERATIVES

parmis lesquelles on cite

-Methode Gauss-Seidel
-Methode de relaxation

2"’ LES METHODES DIRECTES

parmis lesquelles on cite :

-Methodes d'élimination de Gauss
-Methodes de factorisation de CHOLESKY.

3 — INVERSION DE MATRICE
Les gqualités requises pour une méthode de résolution utilisée

dans un logiciel d’analyse des structures sont les suivantes :

* LA PERFORMANCE

Les méthodes doivent conduire a un cout minimal pour une
précision donnée en utilisant au mieux les ressources de

l'ordinateur .

-39 _




]- tactorisation de [K] :

p'aprés le théoréme de CHOLESKY , si [kl est une matrice
symétrique et positive ,alors elle peut etre décomposée en :
ikl = [sI"is]

on [8] :est une matrice triangulalre supérieure.
L'algorithme de factorisation de Cholescky est:

v E |
2
Kep -~ k§1 Skp

1 p-t
Spj = [ Kp; - L Skp Skj | j=p+t,...n
k=1

Spp =

Spp

le systéme d'équations : ikl { v} =1 F 1}

implique :

(st 1sl {uf = (K4 o+ ST 1Y} = {F}

Aved [s1 {ul = {v}

2) Résolution du systéme triangulaire 1:
[(s1" {y} = (v} ~-1- et détermination du vecteur (Y}
3) Résolution du systéme triangulaire 2:

(sl {ui = tyt! -2~ et détermination du vecteur déplacement
{uf.
* pe par son principe la méthode de CHOLESCKY est adaptée aux
matrices symétriques.
pans la phase de factorisation ,elle ne nécessite que la

mémorisation d'une partie triangulaire de la matrice
2°) METHODE DE GAUSS
méoréme de GAUSS

Ktant donné une matrice carrée [K| quelconque . il existe des
matrices inversibles [S] telles que :(s] [kl = [K']

o [K'] est une matrice triangulaire supérieure .
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PRINCIPE

La méthode de GAUSS consiste a transformer le systéme [KI (U}

= {K} & matrice [K] quelcongue,en un systéme équivalent [K"1{U} =
{F'} o0 [K'] est une matrice triangulaire supérieure ia
résolution de ce dernier systéme esi i1mmédiate .

Cette méthode est donc constituéde de deux étapes :

-1 -THIANGULAKISAT10ON

-2 —=RESOLUTION DU SYSTEME THIANGULALIRE

a4 ) TRIANGQULARISATION

cette phase consiste a éliminer Uj.)= i1,2,....n dans les
équations j + 1+ an ,1'élimination de Uj se fait de la maniére
suivante :

- Exprimer Uj en fonction de Uj+1 , Uj+2,...Un et ¥} en utilisant
1'équation j

- Heporter 1'expression de U) précedente dans les équations j+1,

J+z,. . ... n
11 s'agit donc de la suite d'opérations qul transforment le
systéme [K] {(u} = {F} en un systéme équivalent [K*'] {u}p = (K"}

L'algorithme de GAUSS est :

L (L-a2>3 tL—-1) (L—-1> ¢Ll—-4

K., = K, - €K, /K ) "
k = 2 ,n - 12
Avec : 1= k + 1 ,.n
L ) = k ,n + 1
ou K?j = Kij sont les éléments de la matrice [K] d'origine .
on doit remarquer que toutes ces transformations supposent que
les termes K appelés "pivots"” sont non nuls ,11 faudra donc

ajouter une phase de vérification de la non nullité du pivot L

b— RESEOLUTION DU SYSTEME TRIANGQULAIRE SUPERIEUR

Le systéme suivant [(K'] {ui = {(¥'f ou [K']lest wune matrice

triangulaire supérieure donne :



11 equivaut donc éﬁ:

vi s'obtient donc aisément par Je calcul a rebours suivant :

1 A4l
e v K"’ U
Ui‘ ' b" E L J
K j=L+1
Li
i = n , n-1 1

Conclusion :

kntre les 2 méthodes citées (Gauss et Cholesky), on préfére
celle de Cholescky pour résoudre le systéme [K] (U} = {F} ,car
elle tient compte de la propriété de symétrie de la matrice
[K],ce qui implique des résultats plus précis que ceux donnés
par la méthode de GAUSS ,de plus elle est parfaitement adaptée a
la résolution des problémes avec des cas de charges multiples

,étant donné qu'ellie n'affecte pas le second membre .

vV 4 b /METHODES LI TERATIVES :
rarmis les méthodes itératives, on citera celle de Gauss-siedel .
A-PRINCIPE 54

La matrice [ki étant décomposée en :

(k] = (Ip] - (L)) - [KI] imi -INJ
[p] = matrice diagonale. dii Kiin ¥V 1 .
Lij=-kij pour i 2]

(L] :matrice triangulaire inférieure Lij = 0 pour i = j

HLJ:-—KLJ pour . <
[K] : matrice triangulaire superieure .

“sz o pour i Z
solit :

(K] {ut = 1Kl = K U = F

[(U—LJ—H)]U:F

¢k lc
(p-0L) U0 =rU +F

tk+1 (k+1 |3
D u = L U + K U +
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(k+1 -1 (k+1) - k -1
AR ) Ml N T AR U S V) S a ¥

Développons cette réccurence vectorielle :
Cle+4)

. ke ; k Je
L [at'1 K U, - K U ceeeeieeea K U ]/«1
(k+1 (k+41
v " =[r-x U " - K Eon e e e ain ol AL ]
2 2 21 1 23 13 ZnNn n
“"tlk+1) Ck+13 e
vttt = [ + - & LT T | e P -
n n ni1 1 n2 2 nn
b —-ALGORITHME
rRésumons 1’algorithme de GAUSS
(k+1) Lot ck+1) " Je
+
-1- u. ~[r'—zx.u - K .U ]/K.
L L L] ] T i
J:1 J:L+1
k = 14 4 K
] ma
= 1 4 n
-2 - Arréter si
ke
' gkt Ukl ¢ #
L L 1
ou
Ck+4 Je K+ 1)
I gttt . o I /I T < E
i i L 2 k =1, . K
mad

V 4 ¢ / INVEKSION DE MATRICES :

Dans cette méthode le vecteur {U}j est déduit de la relation:

1

{ut = [KI~ (K}

Ceci nécessite un grand nombre d'opérations,ainsi ur
po

systéme (n = 10 ) ,le nombre d'opérations est a peu

3.10° .

Aussi cette méthode est impraticable au sens du temps

et des erreurs cumuldées d’arrondis .

V.5./ METHODE DE KESOLUTION BANDE :

Nous avons jusqu'a preésent consideéré la résolution
d'équations dans le cas général ( sans permutations

maintenant de tirer profit des propriétés spéciales

un petit

pres eégal 4

d’'un
),11

que

généralement les matrices utilisées dans la méthode des

équivalents et particuliérement dans la méthode
finis .
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kn effet,la matrice de rigidité est souvent symétrique ( Kij= Kju

) et pour ce genre de problémes ,il n'est pas utile de mémoriser
la totalité de la matrice de coefficients, 11 suffit de
sauvegarder les coefficlients placés au dessus (ou au dessous ) de
la diagonale principale et d'employer certaines équations pour
déterminer la partie manquante ,ce qui réduit de prés de la moitié
la taille mémoire nécessairé a4 la matrice de coefficients
.L'économie de mémoire peut étre encore plus importante ,s1 on ne
conserve que les coefficients a I'intérieur d'une bande non
nulle.

vans les problémes de calcul par élements finis ,la largeur de la
bande des coefficients non nuls est en général faible comparée au
nombre total d'inconnues ,souvent de l'ordre de 10 a 20 % ,ce qui
dans le cas des matrices symétriques réduit la taille mémoire
nécesgaire de de nx(ntd)/2 3 (0:1 & 0.2) o

ktant donné que la méthode de résolution utilisée dans les deux
programmes est la méthode de GAUSS bande ,1l1 s'avére donc
nécessaire de donner un petit aperg¢u sur la méthde GAUSS modifiée
* 1A METHODE DE OGAUSE POUR LES MATRICES BANDES SYMETRIQUES

Dans ce cas la matrice de rigidité n'est plus carrée mais elle
est de dimension NK x LB .

La triangularisation n‘affecte pas toute la matrice de rigidité
on opére gque sSur une demi bande qui est formée lors de
1 'assemblage, et les éléments qui doivent étre stockés dans la

matrice carrée le sont a présent dans la matrice bande tel que

Ali, j)imatrice carr & > A(L,J—i.w-;l.) avec VNS
LB N
\ \ k
\\\ \\\ 0 ] 11
\ \ \

\ \ \ k
\ K\ \ Li
\\ LL\ \\ | -3 o
0 \ \ \ P
\ \ 0 LB -1
\ \ i s
nn LB

TABLEAUX COMPARATIFS DE QUELQUES METHODES DE RESOLUTION

T
methoda aAuUss GAUSS HBANDE CHOLESKY i CHOLESKY
BANDE
3 2 a 2
=N 3 =Nb 2 =N /& =Nb -2
Bombra
copaerationa
|

{(b=LB-1)
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CHAPLTRE VI PRESENTATION DU PROGKAMME PORTIQUE EQUIVALENT

vi -1 / INTRODUCTION

Ce programme constitue la premiére partie de notre travail , 11
permet de trouver une formulation de la théorie de modélisation
de voiles en portiques adaptée au calcul informatique .

11 necessite la manipulation de matrices et vecteurs de grande
taille ainsi que différentes techniques numériques (Assemblage ,
résolution ,.....),ceci rend l1'utilisation de i’ordinateur
essentielle a 1'application de la méthode .

On commence par voir en premier Iieu,i'organisation du programme
écrit en FOHTHAN et commenté en regard du texte théorique.

1] est constitué de plusieurs sous-programmes ot le passage des
paramétres ne s'effectue pas jors de 1{*appel du sous programmne
mais par le biais de blocs communs ( COMMON ),ce qui facilite la
programmation et la rend trés souple car on ne sera pas contraint
4 chercher les paramétres qui dolvent passer d'une routine 4 une

autre .

Vi -2 / ENTREE DES DONNEES:

cette partie est disposée en une routine appelé "DONNE" qui
permet de lire puils imprimer les données concernant la structure
a modéliser .
on introduit tout d'abord
* Les caractéristiques physiques du matériau utilisé : MODULE DE
YOUNG — DENSITE — COEFFICIENT DE POISSON .
* L,es caractéristiques géométriques du voile (largeur,epalsseur,
hauteur) .
* 1,e nombre d'ouvertures dans le sens de la largeur designé par la
variable NFO ,et en élévation designé par NOE .
* 1,88 coordonées des ouvertures ainsi que leurs caractéristiques
géométriques .
(Ces coordonées sont calculeées dans le repére orthornormé (0XY)
dont 1'origine est située au bas gauche du voile ) .
* es différents types de chargement (permanentes-exploitations

sismigues)

~45-



Vi.3) MODELISATION DU VOILE EN PORTIQUE :

La modélisation du voile en portique est détaillé dans la

subroutine "CAKACT" qui consiste en :

A— DETERMINATION DES VARIABLES RELATIVES AU NOEUD

Les noeuds sont numérotés automatiquement de gauche a droite et
de bas en haut .
A—-1NOMBRE DE NOEUDs NN

par une autre relation de réccurence nous avons établi la formule

donnant NN en fonction de NFO et NOE .

NN = (Nt + 1) * (NOE + 1)
A -2 /COORDONNEES DES NOEUDS
chaque noeud est repéré par son abcisse X et son ordonnée y quil
sont calculées automatiguement en fonction des caractéristiques

géométriques du volle .

A—-3-CODE APPUI DES NOEUDS

ktant donné que le voile est encastré a sa base, on peut
remarquer que les noeuds dont la numeérotation allant de 1 a ( NFO
+ 1 ) sont des appulis et les autres non ,c'est pourquol on
définit un tableau IAPP (NN) qui permet de savolr s1 le noeud est

appul ou non selon la codification sulivante :

LAPP(1)=0 51 le noeud est appul
1APP(1)=1 si ie noeud est libre

ﬂ—/DETERMINATIDN DES VARIABLES RELATIVES AU BARRES
Les barres sont numéroteées automat iquement et cela en commengant
par les poteaux puis les poutres,le sens de numérotation est de

gauche a droite et de bas en haut .

B—1 NOMBRE DE BARRE
1] est donné par :
N8 = N poteaux + N poutres
Avec:
N poteaux - (NKFO+1) * NOE
N poutres = NFO * NOE
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B2 /CARACTERISTIQUES DES BARRES

Chaque barre est caractérisee par le numéro de son debut JDEB(1)
et le numéro de son noeud fin JFIN(1) .

En ce qui concerne les caractéristiques géometriques des
barres,on prend comme section et 1nertie des poteaux celles des
trumeaux et comme section et inertie des poutres celles des
linteaux,d'ou les variables SECT(1),et AINE(L) .

La longeur des poutres est calculée en faisant ila différence
entre 1'abcisse du noeud final et 1'abcisse du noeud début ,pour
la longueur des poteaux ,elle est calculée en faisant la
différence entre 1'ordonnée du noeud final et 1'ordonnée du noeud

début ,d’'ont la variable ALON(1) .

C~-/CALCUL DES CHARGES REVENANT AUX BARRES

La subroutine " CHAKGE " assure le calcul des charges revenant

aux barres d'aprés le schéma suivant :

- Designation de ['élément charge
- Cas de chargement

- Intensité de Ia charge

sSo1LT
NC : nombre de charges élémentaires ,la charge est
repérée par 1'indice 1
ELE(L): numéro de 1'élément soumis a la charge 1
CHA(i): valeur ae la charge 1
CcAS(i): cas de chargement ,il prend la valeur :

1 - charge permanente du plancher

2 - poids propre du linteau

3 - poids propre des poteaux

4 - surcharge du plancher

5 - charge sismique

PREMIER CAS @ CHARGE PERMANENTE DU PLANCHER
(o a T

¢ & LTI I & 3 1 £ 3 (
3 A~ —~—~— ’

Cette charge est uniformément reépartie sur les poutres de valeur

CHA(1)=G

DEUXIEME CAS : POIDS PROPRE DU LINTEAU

poitds du lLintead




Cette charge est uniformément répartie sur la partie fléxible de

la poutre ( linteau ) .

CHA(1) =sect x Mv

Avec:
sect : section du linteau
Mv : masse volumique du béton armé

TROISIEME CAS :POIDS PROPRE DU POTEAU

SN T

| |

4
T . -_—’L

£
)
Cette charge est uniformément répartie normalement au poteau

(t rumeau)
CHA(1)= sect x Mv

Avec :

sect:section du trumeau

Mv :masse volumique du béton armé
QUATRIEME CAS : SURCHARGE DU PLANCHER

!

,__.{__L_lﬂlg_gl_l_i_l —

cette charge est uniformément répartie sur les poutres CHA(1)= @

CINGUIEME CAS : CHARGE SISMIQUE
T 1

| ES

1 1

C'est une charge appliquée au niveau des noeuds de rive donc

c'est une charge nodale : CHA(1)=F

d -/ MATRICES DE RIGIDITE

Le calcul de matrices de rigidité est fait dans la subroutine
"MATKIG". La formation de cette matrice passe par les étapes

suivantes :



1- calcul de la matrice de rotation

On distingue:

- Matrice de rotation de poteaux avec o = 90°

- Matrice de rotation des poutres avec a = 0°

Les éléments de cette matrice sont rangés dans

KRO1'(9,1) Avec 1 : numéro de ia barre.

2- calcul de la matrice de rigidité inférieure droite
Oon distingue:

- Matrice de rigidité des poteaux

- Matrice de rigidité des poutres avec extrémités

rigides.

Les éléments de cette matrice sont rangés dans

KIG(9,1) avec 1: numéro de {a barre.

E - ASSEMBLAGE DE MATRICE DE RIGQIDITE DE LA STRUCTURE

le tableau

infiniment

un tableau

L'assemblage est |'opération qui consiste a construire la matrice

globale [AK] et le vecteur global des sollicitations (¥} a partir

des matrices et vecteurs élémentaires .
Cette étape est réalisé dans la subroutine "ASSEMBL"

1'assemblage des matrices de rigidités de toutes les

quil permet

barres de

fagcon a construire la matrice de rigidité compléte de la

structure .

La matrice de rigidité d'une barre s'écrit:

{‘ x° 1‘-1
i

{AK]1 =
o 1

1 k

—

Pour obtenir les sous-matrices : ILDI,ILLI,IKDI a partir de la

. i . . 7
sous-matrice ,[K ], on utilise les matrices transferts

notons [1g 1 et [1d] qui ont éte definies ultérieurement

(11 = [1e 1 (k')
(1971 = (k'] (14l
(K07 = (1Y) [1ad
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Ensuite ces différentes matrices seront calculées dans ie repére

global par la transformation suivante:

(k'] = (xl" (k'] [K]

1

('] = (riT(1'1 (K]

o

(.21 = (wi"11°7 Ini

(K1 = IxI"IK° 1 [R]
‘Enfin ces sous matrices seront ajoutées dans la matrice de
rigidité de la structure. Chaque barre est repérée par les numéros

JUEB et JFIN de ses extréemités, la matrice de rigidité de 1la

barre est:

JDER JFIN
o) 1
K 1 JDEBR
fa) 1
L i K JFIN
|

L'exemple ci-dessous 1llustre ['injection de la matric K° dans la

matrice globale .

JDEB JFIN
IIx
JDER JJ (=] 1
k L
JFIN o 1
L k

. &} .
La sous-matrice K est de dimension 3x3

Soit:
11 = 3 x (JDEB - |1
JJ = 3 x (JEB - |
— 1 =1 a 3
J =1 a 3

1L = 141 + 1

1C = Jd + J

AK ( 1L,I1C ) = AK ( 1L, 1C ) + K° ( 1,J )}
J suivant

S 1 suivant

Par soucis de réduire et compacter ['espace mémoire utilisé pour
le stockage de la matrice de rigidité globale, ainsi que le nombre
d'opérations lors de la résolution du systéme, nous avons opté
pour 1'assemblage en bande dont 1'algorithme est le suivant:

le terme (1ib,Jv) de la matrice [AKw] bande correspond au terme
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(1,J) de la matrice compléte [AK| SI:

]
—~

1b

Jb J-1+1

J 2z |

Pour injecter par exemple une sous-matrice [K°®] dans la

demi-matrice bande, on considére cette correspondance:

11 = 3 x (JDEB - 1)

JJ = 3 x (JDEB - 1)
-~ =1 a3

Jl =1 a 3

1L = 11 + 11
1C = Jdd + Jl
51 1C =z 1L ET 1C = LB-1+1 ALORS
AK ( I1L,1C-1L+]1 ) = AK ( 1L,1C—-1L+1 ) + K°(11,u1)
L_ J1l suivant
11 suivant

Afin de simplifier 1'assemblage, on utilise deux sous-programmes
annexes qul sont:

- Matrpro (A,B,C)

- MATADD (AK,A,1,J): addition dans AK de la matrice 3x3 :A
correspendant a4 la ligne du noeud 1 et la colonne du noeud J.

(AK,A,1,J) peut prendre lres formes suivantes:

(AK,K®,JDEB, JDEB)

(AK,K', JFIN,JFIN)

(AK,L°,JFIN,JDEB)

(AK, Lt ,JDEB,JFIN)

F -/ CALCUL DU VECTEUR FORCE

ce calcul se fait dans la subroutine "CALFOR", le vecteur force
se compose de deux termes:

-un terme dii aux forces appliquées directement aux noeuds .

-un terme dii aux forces appliquées sur les barres .

{Fi={FKN] + [(FB/}

Avec:
{FN} : vecteur des forces appliquées directement aux noeuds
{FB} : Vecteur des forces appliquées aux barres

Les forces appliquées sur les barres seront transformées en

forces nodales comme il a été décrit ulterieurement dans la

section 11-6
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ptant donné qu'il s'agit de cing types de chargement, pour les

quatre premiers, nous avons calculé les réactions nodales .

Pour transformer ces derniéres en forces nodales,il faut
multiplier les vecteurs réactions par le scalaire (-1) , les
forces nodales sont ensuite calculées dans le repére local et
ajoutées aux termes [(FB/ puis aprés rotation, elles sont
introduites dans le terme {(FN/f.

Les forces appliquées aux noeuds sont en général exprimées dans le

repére global, c'est pourquol elles seront directement, ajoutées

au vecteur {(FN} .

d - CONDITIONSE AUX LIMITES

Arrivé a ce stade des calculs, oua nous connaissons la matrice
[AK] compléte et le vecteur (KN} et avant de passer a la
résolution du probléme, nous allons tenir compte des différentes
conditions aux limites dans la subroutine "LiMLIT".

La méthode envisagée est celle du terme unité sur la diagonale
qui présente 1'avantage de ne pas bouleverser 1'ordre de la
matrice et conserver une signification directement interprétable
aux résultats obtenus.

La démarche suivie est:

- raire un test sur le code appul des noeuds .

gsi le noeud est appul alors :

- Mise a zéro des éléments lignes et colonnes du noeud 1
- Mise de | sur la diagonale
- Mise de zéro sur 1'élément de {(IFN/

L'algorithme de prise en compte des conditions d'appuis dans la
matrice demi bande.est:

si le noeud est appul.

13 = (1-1) x 3

11 =1 a 3

51 11+13 = LB

JJ = 1 a 13+11

AK ( 13+11+1-ddJ,dd ) = 0 mise a4 0 de la colonne 13+11
JJ suivant

51 11+13 2 LB

JJ = 1 a LB

AK ( 13+11+1-dJ,ud ) = 0 mise a 0 de Ia colonne 13+11
JJ suivant

JJ = 1 a LB

i r

AK ( 13+11,JdJ ) = 0 mise a 0 de la ligne 13+11
JJ suivant
AK ( 13+11,1 » = 1 unité sur la diagonale

— 11 suivant



H-/REEOLUTION DU SYSTEME

Cette phase de calcul présente un grand 1ntérét pour 1'aspect
numerique-du probléme, i1ntérét qui porte principalement sur la
réduction appréciable de 1'espace mémoire qu'on doit utiliser pour

la résolution du systéme, en introduisant la notion de stockage
en bande ainsi que la reéduction du nombre d'opération en
éliminant celles qui sont faites sur des éléments nuls, se
trouvant en dehors de la largeur de la bande.

Pour se faire la méthode utilisée dans la subroutine "KeS" est

la méthode "GAUSS modifiée”

I - CALCUL DES EFFORTS DANS LES BARRES ET LES REACTIONS D"APPUIS
Ainsi les déplacements des noeuds sont détérminés, il nous faut
donc calculer les efforts dans les barres.

Ces efforts sont calculés d'aprés la formulation développée dans
la section 11.7.1.

c'est a dire :

(£ 4= 1K 1 IR 1 (U] o+ (8] IR 1 {01 + { f"]
£nfin pour les reactions des appuls, nous reprenderons les forces
provenant des différentes barres arrivant au noeud consideré et
aprés les avoir exprimée dans le repére global, nous en ferons la
somme .
i b =L IR 1"t £ ]
a
Afin de bien faire la distinction entre les noeuds appuis et les
noeuds non appuls, nous ferons deux Impressions separées dans la
subroutine "IMP".
La méme procédure est suivie pour les trols types de chargement

par le bais de 1°indice IND qui prend les valeurs sulvantes:

—-IND = 1 sous charges permanantes
—-IND = 2 sous charges d'exploitations
-IND = 3 sous charges sismiques

J— JCOMBINAISON DES CHARGES

La derniére étape du programme consiste a combiner les efforts
calculés sous les trois types de chargement ,cette combinaison est

disposée en une routine appelé "Combine” .
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Aprés avolr stocké les résultats dans la matrice CB (NK,3) ou

3:designe le nombre de chargement,il est demandé a 1'utilisateur

d'introduire les coefficient de pondérations :

COkrl des efforts sous charges permanentes,
COkLr2 des efforts sous charges d'exploitations

COEr3 des efforts sous charges sismiques

L'effort combiné est stocké dans le vecteur E(NK) dont le

E(1) est definie par :

E(l)= COEFI x EFB(1) + COEF(2) x EFB(1) + COEF(3) x EFB(1)

IND = 1 2 3
Avec:

IND: designe le type de chargement

terme

un calcul similaire 4 celui de la section 11.7.2 est suivl en vue

de la détermination des réactions d'appuis et des forces

charges combinées .
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OKRGAN1GRAMME DE MODELISATION D'UN VOLLE EN POKTIQUE

DEBUT

I

programme principal

!

call denne

v

-+
1

call ecaract

v

L 115
e
or
0
p3
~
rf
<0
oD
D

u nombre
=

aaLgul u nombrae
o arraa

numaerotatiLon
agytomat i (=]
gaa hooﬁﬁﬁ

—_—

L 4

h
pous ghyaus

!

calcul 309
u

coordonnaes
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pour chaquée barre

!
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pour chague barre
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aaLngbf?glcoefchLantn

pour chaque barra
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calcul doa matrices
de tranasfert Td Tg

calcul des sousa
matricas
o 4 O
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Y P 1i O 1
raﬁn de
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CALL CHARAGE

har?c
tamlgue

char

-
d'éxp?oLLauon

charge

permananta

-~

-~

)

nombre

-4 5
eloemoentaiLraa

!

@ charge
@

N

du cas

de charge

CALL CALFOR

tranaf
appl

barres an

rmat
Lgque

[l

suitvant Le

des
sur

charges
-

Lon
- o
hargea nodales

caa

de charge

l

CALL CAL

!

pour

chaque noeud

N
~

~
/Moeud N

CALL RES

‘eaquations
"GAUSS MODIF

=
Y5
IE

o ovre
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T

CALL IMP

IF

!

imprecsaesion dqec deplacemeants
des noeuds

——————3 | pour chaque noaud

l

!

Lmpreaaton dea:

-tranalation X
-tranalation Y

-rotation &

|

+

L d t
cgag:LLognbgﬁig: =

!

fviprapaicp dee sifanta

pour chagque barre

|

impresaion do:

&

IND=IND+ 1

CALL COMBINE

FIN

- N du noeud dabut
- N°® du nooeud fin
- offort normal 4 chagque
noeud
- e@ffort tranﬁhaht a
chaque noeu
—momant fLachéﬁﬁant a
aque noeu
cachL des  reactions
noeuds &l Lmpresaion
L
pour chagque nooud
impression de:
- redction X
- reactiLroen Y
- moment =Z
Lire
les coeffiLclLenta de
pondaration: G,a,E
|
impraession do:
- reaction X
- reactireon Y
- moment =Z
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CHAPLTKE |  FONDEMENTS DE LA METHODE DES ELEMENTS FINLS

Vi.l INTRODUCTION

Les méthodes matricielles permettent d'’analyserdes structures

discrétes constituées par des éléments simples (barres,poutres...)
de signification physique évidente.
Cependant, les structures sont souvent constituees de milieux
continus, dans ce cas, 11 faut avolir recours a des méthodes
numériques basées sur des méthodes d’approximation adéquates pour
digcrétiser ces milieux continus, parmi lesquelles 1la méthode
des éléments fini=s,

Vi.1/ LES METHODES D'APPKOXIMATION :

Le probléme général de |'approximation consiste & chercher la
meilleure approximation d'une fonction de maniére a satisfaire au
mieux les lois physiques auxquelles elle ogeit. rour cela, on
définit une approxiﬂation U en posant :

vim) = Lo f (M) Y Mix,y,z)
L=1

« F (X,Y,Z)L:SOHE les fonctions choisies et constituent une base
fonctionnelle.

Les coefficiens aLinconnues: représentent les coordonnées
généralisées.

U(M): est une approxiamation de U dans [Ia base fonctionnelle
fL. Les fonctions de base doivent satisfaire a

certaines conditions : continuite, compléetude et conditions aux
limites.

Le principe des méthodes dfapproximation est de remplacer la
résolution d'un probléme continu a nombre infini d'inconnues par
celle d’'un probleéeme a nombre fini d'inconnues : les coordonnées
généralisées a , en définissant la meilleur approximation et
cecl en minimisant un critéré, solt une énergile potentielle,soit

un critére d'erreur.

Les méthodes d'approximations se classent en 2 catégories:
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* LES METHODES UNIVERSSELLES
utilisables dans le cas d'une formulation locale du probléme
(équations aux dériveées partielles avec conditions aux Ilimites

assocliées)

* LES METHODES VAR1IATIONNELLES :
Utilisables dans le cas d'une formulation variationnelle du
probléme (c.a.d de conditions de stationnarité de fonctionnelles

ou énergie potentielle)
METHODE VAKIATIONNELLE METHODE DE K1ITZ

La solution exacte du probléme variationnel, est ceile qui,
appartenant a 1'éspace des fonctions admissibles satisfaisants les
conditions aux limites cinématiques (du type déplacement),rend
extrémale 1'énergie potentielle c'est a4 dire :
& o= 0, vV &SU

or nlU} = nlag donc la meilleure approximation est caractérisée par
les N conditions de stationnarites de ]
Soit en éxprimant [] par : ﬁ = 172t ku) - U F

* - Vun (condition de stationnarité)--> |KU = V¥

.

La valeur de |'énergie minimum est

[ w
* = 120U EY -~ U F = -br20 )
n

* L, a méthode de KiT% converge de fag¢on monotone en énergie si1 les
fonctions de base de |'appoximation satisfont Ies conditions de

completude et compatibiliteé.

) ok S e . * )
Lim N, =M - n : approximatif, 1] : exact.
N —oo
oo vt T
n nN exact app

Oon peut donc en deduire que la methode de KITZ4Z conduit a des
modeéles approchés de structures qui sont plus rigides que ne ['est
la structure reelle.

kEn effet s1 on considére une structure soumlse a une

force ponctuelle P , en un noeud donné, 11 vient 1mmédiatement :

- 60 -



M o= -1/2(k0 ) <[ = -l/2(p )

o
appl exact

V1.3 / LE CONCEPT D'ELEMENT FINI

La méthode des éléments finis est considérée comme une extention
de la celle de Ki1TZ permettant |'analyse des structures complexes
par la methode des déplacements.

Le principe de base de la MEF consiste a subdiviser le continuum
en sous domaines de formes relativement simples appelés”"rléments
finis”.on définit alors une approximation de la solution
(deplacements et ou contraintes) non pas pour i1'ensemble de la
structure mais pour chacun de ces éléments constitutifs,on résoud

alors le problémes a 1'aide de la méthode des deplacements

V1.4 :FORMULATIONS DE LA MEF

1l existe plusieurs formulations d'éléments finis en mécanique des

structures

Vi.4.a:formulation déplacement

pans laquelle on se donne une approximation de champs de
déplacements le critére variationnel eétant celui de 1'énergie
potentielle totale. Cette formulation suppose que les conditions
de compatibilite sont satisfaites,ce quli nous aménera a
poser les équations d'équilibre puis les résoudre a fin de

déterminer les déplacements nodaux (uniques).

Vi.4.b.Formulation contrainte ou equilibre:

pans laquelle on se donne un champs de contraintes en
équilibre,on pose ensuite les équations de Compatibiliteée des

déplacements et owm les résoud pour otenir les forces.

vi.4.c.rFormulations hybrides: (formulation hybride de type contrainte)

vans laquelle on definit la solution,le plus souvent,en termes
d’approximations d'une part d'un champs de contraintes internes en

équilibre,d'autre part de déplacements sur la frontiere de

1'élément.

_61-



Vi.4.d.rormulation choisie

Dans la présente thése nous avons opté pour la formulation
deéplacement (trés courantel)et qui présente certaines facilités par
rapport aux autresdont ,la facilite d'approcher les déplacements
plutat que les contraintes.

Les déplacements sont donc les inconnues de base, on approchera le
champs de déplacement réel, par des fonctions d'interpolation
assurant la continuite des déplacements a 1'intérieur de 1'élément

et aux noeuds.

Ces déformations jointes a d'eéventuelles déformations 1initiales et
compte tenu des propriétés elastiques du materiau, définissent

1'état de contrainte en tout point de 1'élément et par conséquent

sur les frontieéres.
Vi.5/ DOMAINE D'APPLICATION
La méthode des éiéments finis peut étre appliquée avec sSuccés

dans d'autres dommaines de la physique thérmique,

éléctromagnétique, mécanique des fluides.
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WAPITRE VIL: PROPRIETES DES ELEMENTS TYPE DEPLACEMENT

1L y a des propriétes de 1'élément fini gui sont nécessalires
afin d'obtenir de "hbonnes” solutions au niveau de la sructure
compléte.
kn particulierles conditions de convergence de la MEF : Complétude
et compatibilité.

Vil.1/ COMPLETUDE:

Un élément fini est dit complet quand 1'approximation de la
gsolution dans 1'élément pérmet de représenter a la limite
n'importe quelles valeurs de déformations (ou de courbures dans le
cas de problémes de flexion), quand on diminue la taille de
]1'élément. Ce critere s'applique d' Kpe part aux états de
déformation nulle (modes rigides), et d'autre part aux états de

déformation élastique ; on peut en déduire les deux critéres

suivante:
vii.l.a - Représentation des modes rigides:
guand on préscritaux déplacements nodaux des valeurs

correspondant & un dépliacement d'ensemble, on doit retrouver un
état de déformation nulle dans 1'élément et donc des forces

nodales nulles.

vil.l.b - Représentation des états de déformartion constante

guand on préscrit aux deplacements nodaux d'un élément des
valeurs correspondants 4 un état de déformation constante, on doit
effectivement retrouver cet état de déformation 4 i'intérieur de

1'élément.

ces deux criteres induisent une condition sur je degré minimal des

polynomes utilises pour 1‘'approximation des déplacements.

= + +
ulx,y’ o, a, X a y
vix,y) = a o X taly
kn effet les siX coordonnees géenéralisées permettent de
représenter Les modes rigides @ u = & 7 cste, v = o, = cste,
du— av = a, - a_ = cste
ay 9x -
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Les états de déformation constante :

Ex =0u =a_, £y = 8v =&
z &

ax ay
Zxy =8u + dv =a_+ o = cate
ay ax

Vili.2 /COMPATIBLLITE:

un élément fini est dit compatible quand il permet la definition
d'un champ compatible, au sens de Kitz, c'est a dire une
continuité C° (déplacements continus ) pour les problemes
d'élasticité,et une continulte ot (deplacements et leurs dériveéees
premiéres continues ) pour les problemes de fléxion.
Ve part le principe méme de la MElF, cette condition de continuité
g'applique & l'intérieur des éléments et aux interfaces.
La continuité des dépalcements a l'intérieur des éléements ne pose
pas de problémes particuliers en raison de 1'unicité de des
déplacements qui découle de leur présentation par une fonction.
par contre la compatibilité inter-éléement requiert ' ne attention
particuliére pour le choix de ['approximation et des déplacements
nodaux.
La compatibilté inter-élément est requise en exprimant 1'énergie
potentielle totale de la structure compléte, comme Ila somme des

énergies potentielles élémentaires
—

rhysiquement : La compatibiltée inter-élément s'explique par le
caractére des modeéles de deplacements.

kn effet en élasticité plane par exemple : la | violation de ce
critére entrainerait des modeles de deéplacements 1nadmissibles
d'un simple point de vue physique a4 cause de 1'apparition

d'ouvertures entre éléments au cours du chargement.

Vil.3 /CONVERGENCE

Les conditions de convergence de la MEF, se déduisent de celles
de la méthode de Kitz. Les éléements finis de type déplacement
convergent en énergie s'ils satisfont les conditions de complétude
et de compatibilité. De tels éléments sont appelés conformes .
Nous pouvons 1llustrer cecl par la fig-1 qui représente une suite

de solutions a partir d'une suite de maillages dans laquelle,
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' chaque maillage est obtenu par subdivision du maililage précedent.
pour des éléments conformes, cette suite converge vers la solution

exacte de fagon monotone en énergie.

En d'autres termes, 1‘'énergie totale potentielle des modeéles tend
vers sa valeur exacte de minimum absolu lorsqu'on augmente le
nombre N de degrés de liberté, ou ce qui est équivalent dans le
cas d'un chargement ponctuel, les déplacements convergent par "le
bas"”.

Les modeles conformes de type déplacements sont trop rigides par

rapport a la structure reelle.

modéle 1 (2*2) t a4 Fu (= 428) ys
1
1
modeéle 2 (4*4) e oo pexact
° NdIE
modéle 3 (8*8) I fe menk Cavubmw

ﬁj‘d- bteot de convergenca
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CHAPLTRE VI11: THEORIE DE L'ELASTICITE PLANE

viii.l /iINTRODUCTION:

pans ce chapitre, nous allons considérer les déscriptions
mathématiques des contraintes et des déformations ainsi gque les
équations caractérisant la réaction du matériau a un chargement
extérieur,donc son comportement macroscopique résultant de sa
constitution interne.Cependant les matériaux surtout a 1'etat
golide,ont un comportement tellement complexe, qu'il n'est pas
possible de mettre au point une équation ni méme un systéme
d‘'équations, qui décrivent le comportement en tenant compte de
tous les paramétres intéervenanls.
EN pratique, on procéde 4 une formulation séparée d'équations
décrivant différentes catégories de réponses de matériau idéal.
Chacune des équations est une formulation mathématique ayant pour
but, 1'approximation d'observations physiques, de la réponse d’'un
matériau idéal,dans un domaine détérminé.
parmi les matériaux idéaux nous citons:LE SOLIDE ELASTIQUE
HOOK1EN ET LE FLULDE VISQUEUX NEWIONIEN.
Le solide élastique est un matériau idéal communémentent uti!isé
en calcul de structure, et 1l est supposé suivre la loi de

HOOK .

pe plus tous les matériaux possédent, a un certain degré, les
propriété d'étre élastique. C'est a dire que si les forces
-extérieures qui provoquent les déformations d'un corps, ne
dépassent pas une cértaine limite, la déformation disparaitra en

meme temps que les forces qui fui donnent nalssance.

prour ce genre de matériaux, il existe une théorie dite "IHEORLE DE
L'ELASTICITE " qul permet d'étudier le comportement des solides
réels, sous 1'action de différents systeéemes de forces

* pour 1'établissement de liols mathémat iques on suppose gque les
solides sont HOMOGENES, 1SOTKOPES a 1'état neutre, ( c'est a dire
que les propriétés physiques et mécaniques sont les mémes éen

chaque point et dans toutes les diréctions)

_ 66 -



* o5 solides ne doivent etre le siége d'aucune tension interne en
1 'absence de forces extérieures. GHADIENT THERMIQUE ou autre .

La théorie de 1'clasticité consiste a formuler trois types
d'équations qui sont:

*  LES EQUATIONS DIFMFERENTIELLES DTEQUILIBKRE

* L ES  EQUATIONS DIFFEKENTIELLES DEFOKMATIONS -DEPLACEMENTS

* LES LOLS INTKRINSEQUES DES MATEKIAUX

vans cette partie nous proposons de relier dans un champs de
contraintes, 1'état de contrainte en un point a 1I'état de
contrainte en un autre point du milieu . Pour cela 1l est
nécegssaire d'avoir une équation differentielle gouvernante.
pans le cas present, il est quéstion de ['eéquation differentielle
d'équilibre qui gouverne le changement des composantes du Lenseur
contrainte lors du passage d'un point 4 un autre avoisinant.
on considére 1°'équilibre d’un cube élémentaire de dimensions : dx
dy dz . x,y,z sont les forces de volume. nous avons :
wor 9(3 or- 4
L X =0 === dox dx + 9t xzdz + d1yxdy + X = 0
az ay 8
= =) fox + 8rxz + BTyx + X = 0
ax az ay

De méme pour les autres directions :

T ¥ =0 ===) grxy + 9oy + 8rzy + Y = 0
t 3 x ay az
L %4 =0 ===) 9txz + 91yz + 80z + 4 =0
; ax ay ez

Les équations d'equilibre sont donc :

- 8ox + dryx + 8rzx + X = U

ax ay az
8rxy + 8oy + 8rzy + Y = 0

4 ax ay az
8rxz + 8ryz + Bcz + 4 = 0

dx ay az
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VIL1.3 LES EQUATIONS DEFOKMAT1ONS-DEPLACEMENTS :

kEn élasticité, la définition de la deéformation est basée sur la
comparaison d'une configuration donnée, avec une configuration
initiale. 11 est aussi supposé gque les détails du processus par
lequel le matériau est passé de 1'état initial a [1'état actuel
n'affectent pas 1'état actuel, dans la mesure ou le processus est
élastique .
Malgrés cette hypotheése la caracterisation de I'atat de
déformation n'est pas simple sauf si JIles déplacements et les
gradients de déplacement sont petits ( voir 1infinitésimaux). Ce
n'est que lorsque ils sont 1infinitésimaux que la théorie des
petites déformations est rigoureusement correcte.
Nous allons traiter le probleme a deux dimensions puls nous
généraliserons a trois dimensions. Nous avons : vaoir Fg -2
Fx = (A'B'" - AB)/AB, Ey = (A'D' - AU)/AD
AB = dx, A'B' = dx(1 - 3u), Ap =dy, A'D' =dy(l + av)
ax 3y
PDe meme nous avons:
g»% ay g—;/ dx au v
Iy = @, *+ 6, :—%—_ Y o Tdy 4 av ;y dx + aud: ay * Bx
ay dx
Ceci est vrai lorsque nous negiigeons le térmes d'ordre supérieur:

Fx : dilatation ou déformation longitudinale

¥y : dilation ou deformation
yxy : distorsion ou
la déformation d'un angle qui

tranvérsale

déformation tangentielle c'est aussi

étalt droit avant deéeplacement

kn tridimensionnel les équations preécédentes deviennent:

Fx = 8U, Fy av, Lz = aw
ax ay az
{ 8xy = dyx = dU + 8V, dxz dzx = au
ay ax az

-
.

CONDITIONS DE COMPATIBILITE
11 existe trois relations 1ndépendantes

( Fx,

déformation Fy, £z, 8xz,

ce sont les équations de compatibilité.

tenseur

2 EB =

+ W, 8yz
ax

liants Jes

dyz, 8xy)

EH + avVv
ay az

azy

composantes du
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M %y xy _ °F x , Fy
axay ay ax

| Sryz . iy iz
ayoz az ayz
82;wxz _ 622f X 625 z

| oxoz a% a

Vili.4 /EQUATIONS CONSTITUTIVES DU MATERIAU :

pans cette partie, nous allons déterminer les équations
caractérisant le matériau et ses réactions a un chargement
extérieur (propriétés mécaniques du matériau). Ces équations sont
dites : kquations Constitutives parcequ'elles décrivent le
comportement résultant de la constitution interne du matériau. Vu
la complexité du probléme, le matériau est supposé élastigue(Voir
introduction). Nous passerons en revue les différentes étapes qul

permettent d'éxprimer la loi de HOOK généralisée.

viil.4.a Lol de HOOK généralisée

- 1 Matériau linéaire élastique.

Un matériau est dit élastique idéal s'il retrouve son état
initial a la suite de sondéhargement . c¢'est un matériau qui
réstitue entiérement l'énergie une fois déchargé .

rour un tel matériau 1l existe une relation biunivogue

entre 1'état de contrainte et I'etat de déformation.

loF = ICTIE |

Ces ©équations constitutives de 1°'élasticité classique sont

appelées : Lols de HOOK généralisées.

icl] : Tenseur qui représente des fonctions de réponse du
materiau c'est un tenseur symétrique composé de 21 térmes
independants. =

2 Matériau lindaire élastique 1sotiope

Un matériau 1sotrope est un matériau dont les équations
constitutives sont independantes du systéme d'orientation.

pPour ce type de matériau, les constantes élastiques CLj ne sont
fonction que de deux constantes indépandantes appelées z

Cconstantes de LAME.
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l—oxx7 A+ 2u_ X A 0 0 0 | oxx
oyy A 20 N o 0 v oyvy
ozz | _ X A N+2a 0 0 0 1, ovzz
oxy | g 0 a w0 0 oxy
oyz 0 0 o 0\,u 0 oyz

| oxz | 0 0 a /] J\L | | exz |

Les deux constantes 1ndépendantes sont X et p et peuvent

s'éxprimer en fonction de k et v. » = /(1 ¢+ wild - 2»), 0w = G =
E/2(1 + v)

[ oxx | F 1 - L v 0 0 0 (o xx
oyy v 1-v v 0 0 oyy
ozz w w 1-v U V] 0 al EZE

—_ E 1 -2V
b 4 i1+ ) (1-22) 0 2 1_;)” 0 ks §
oyz 0 0 ] = o oyz

| oxz | .0 0 0 0 1—:v ] | oxz |

Viil.5 /PROBLEMES DE L'ELASTICITE PLANE

Les problémes de ['élasticité plane concérnent les structures
continues chargeés dans leurs plans. Ces problémes peuvent étre
séparés en deux classes distinctes ou les équations sont trés
simplifieés : problemes en défoprmations planes et problémes en
contraintes planes.
pans ces deux cas, contraintes et déformations sont 1ndépendantes
de la troisiéme dimension 4, en plus Z est une direction
principale pour les deux tenseurs.

ozx = ozy = 0, Fzx = Fzy = 0.

vill.5.a :Problemes de déformations planes :

vans ces problémes, on suppose que la déformation normale au plan
du chargement est nulle. Ceci est du a la dimension de la
structure suivant(z) qui est trés grande dévant les dimensions
dans le plan. Ces problémes traitent par exemple le cas des
barrages, murs de de souténement ... ect Dans ce cas nous avons
&zz = 0 (qz =0, u, . Uy, independant de 7).

11l vient oczz = v (o + o ).
MM Vy
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1l * EQUATIONS CONTHAINTES DEFORMATLIONS:

o 1= w0 0 { o ]
M X ) b 4
- 1 |
- 1 o - —
ayy (1+0 ) (1-2u> w 1= 0 | oyy ‘ (1)
o |0 0 1-&4@J o J
zZ 4

Exx 11 + v 1 v D-l lr axx
b - L - 1= 0 s o (2)

Yy Yy

[ 7as 4 ’ B I

2.% BEQUATIONS D'"EQUILIBRE

8 oxy + 8 oxy + X = 0

nE oF (3)
8 oxy + 8@ oyy + Y =0

oX 3y

3.* . EQUATIONS DE COMPATIBILITES

Les égquations de compatibilités se réduisent a :

azf__x_% + A }f_xyz — az}/xy (4)
ay g x axoy

Nous avons donc 6 équations et 6 inconnues (ox, oy, oXy, Exx, Eyy.,
yxy) il est donc possibie de les déterminer en prenant en compte les
conditions aux limites. kn substituant les équations dans (4) et

en exprimant % oxy a partir de
axcy

(3) nous obtenons :

Ei{’l - v)oxx — voyy) + 622(—voxx + (1 - v)oyy = 2620xy

3y Ix dx dy
or d'aprés (3) === 2620xy = "Qi?fﬁ - Qig_z - 8x - oYy
axay ax Y ax ay

Nous obtenons donc :

o® (ox+oy) + 8" foxtoy) = -1 [9x + dy |
ax ay (1l—) O8x ay

_ap.



2 z . : :
or §_2+ g—z _ Le Laplacien bidimensionnel.
gx dy

L'équation de compatibilte en termes de contraintes est

VZ(UXﬁ?Y) = -1 [ 8x +3y |
(v-1) 8x ady

Viii.5.b:Problémes en contraintes planes :

Ces probliémes pérmettent d'étudier les structures continues (plaques
et coques) qui ont une dimension suivant [|'axe 4 trés petite
devant les dimensions dans le plan, ce quil fait queles contraintes
normales au plan de la structure seront negligées (exemple de
plaques minces, plaques perforées en traction et 1 'ame des poutres

cloisons). Dans ce cas nous avons ozz = 0, FzztU

i.* EQUATIONS CONTHAINTES DEFORMATIONS:

} Yy AY | (1)
|0 0 1= :.-/2} y |
L"W | vy |
2.* EQUATIONS DEFOKMATION-CONTKAINTES
¥ 1 - 01 [ e
S ax ] i [ } M -]
4 | - E - I 0| | @ l (2)
vy l Yy |
' 0 o 20w | o |
Py J J *Y

3*., EQUATIONS D'EQUILIBKE

3 oxx + 8 oxy + X = U0
ax y (3)
8@ oyx + @ oyy + Y = 0
oxX 3y
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4* . EQAUTIONS DE COMPATIBILITE

(4)

1l'équation de compatibilité en termes de contraintes est :
Vz(oxx+oyy) = = (1w )[3Xx + 8Y]
ax ay

VI11.6/ RESOLUTION DU PROBLEME D'ELASTICLTE PLANE:

La résolution du probleme peut se faire par le biais de méthodes
numériques telles que :

- La méthodes des éléments finis.

- Les méthodes variationnelles.

- Certaines solutions peuvent étre trouvées par des méthodes

inverses ( méthodes de la fonction contrainte) ou l'on se

donne une solution dite : fonction d’'AIRY.
Ainsi dans le cas ou les forces volumiques ne sont pas prises en
compte, ou lorsque la seule force volumique est le poids,

1'équation de compatibilité devient :

szaxxﬁryy) = U.I{Valable en contraites ou en déformations planes).

Dans le cas o la fonction d'AIRY est utilisée, les eéquations
d'équilibres sont identiquement satisfalites si1 les contraintes
sont relides & une fonction @(x,y) : fonction d'AIRY par les

équations suivantes :

oXX = 9..2,? 7 oVy = c_’ii?_ ; oXy = —az¢
ay ax dxay
Vz (oxx + O'yy) = 0 _‘:r)vz (62_¢'2+ 32_¢'z ===)
dy ax

vV @ = 0 (*)¢ éguation bihrmonique:

= Pl =



La solution du probleme se réduit a déterminer ¢(x,y) vérif-
iant 1'équation (*) puis en déduire ox,oy,oXy.pPour s 'assurer
de 1'unicité de la solution,il faut vérifer les conditions aux

limites .

kn conclusion, nous pouvons dire que cette méthode n'est
applicable que pour les problémes simples et c'est pour cette
raison qu'il est préférable d'utiliser les méthodes numériques qui
sont plus pratiques, en particulier par I'utilisation de
1'ordinateur. Parmi les méthodes numériques, la méthode la plus
utilisée est : la méthode des éléments finis.
Cette méthode a fournit des résultats satisfaisants et en

concordance avec les résultats des méthodes analytiques .
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CHAPLTRE 1X :PKESENTATION DE L'ELEMENT KECTANGULALKE

POUK L'ETUDE DE L'ELASTICITE PLANE

1X . 1/ INTRODUCTION

Comme cela a été indiqué en introduction les refends peuvent étre

modélisés a |'aide des éléments finis.

Les refends sont en général soumis a4 des forces dans leur plan,
ils sont donc étudiés en élasticité plane quil, comme 11 a été
précisé dans les chapitres ultérieurs, concerne les structures
continues chargées dans leur plan. Les éléments appartenant au
plancher seront calculés en déformations planes et dans le cas
contraire en contraintes planes.

Notre choix s'est donc porté sur |'éleément rectangulaire & quatre
noeuds avec deux degreés de liberté pour chaque noeud a savoir deux
transactions u et v.

L'évaluation de la matrice de raideur de |'élément utilisé passe

par sept étapes :

EN ELASTICITE PLANE

Etape 1 : Cette etape consiste en le choix du systéme de
coordonnées convenables et la numérotation de 1'élément de
référence.

On suppose que ['élément reéctanguialre a des dimensions a(suivant
x) et b(suivant y) et une épaisseur Iv fig-1.
Nous optons pour la numérotation indiquee dans la figqure 2 et

qui présente une facilité considérable lors de la programmation.

U X,
Nous notons par : {uU(x,y}} = déplacement en un point
VM, Y .
i donné de coordonndes x et y.

_ 6.
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Le vecteur deéplacements nodaux de 1'élément de référence est notée

comme sult :

\' {tu |
1 - -1
1 = fuzf Avec U | = - (
fu_t | ' =
v f J
u1 .1 F‘xl 3
v ¥
1 y 1
iy = v, (11 = sz
v ¥
2 ¥ 3
u I
a v3
v I
a > 4
u ¥
4 L y 4
v 4
4

Le vecteur déplacement nodal est d'ordre 8,de meme gque le
vecteur force nodale de telle sorte que la matrice de rigidité

dlémentaire solt d'ordre 8.

= =) = |
"} = (K 1iU | 1
[ J

Etape 2 : Choisir la fonction de déplacement f(x,y) qui définit le

déplacement U(x,y).
Cette étape concerne donc le choix de la fonction de déplacement.
Pour les problémes d'élasticité plane, les déplacements peuvent

étre représentés par deux polynomes en x et y’Lels que :

uf(x,y) =a + a, X fajy * a Xy

vix,y) a_+ta x4 a_y *+ o Xy
Le nombre de degrés de liberté de 1'élément de référence est 8,
de ce fait nous avons choisi deux polynomes a quatre coefficients

inconnus chacun.

p'onr :
N f 1 N v sy o o o o
fulx,y)} | o & o o w . ) vy } fou f
fulx,y)i = (fix,y)l fox (11)
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Etape 3 :kxprimer 1'état des déplacements {U(x,y)! en chaque point

de 1'élément en fonction des déplacements nodaux Tl

Cette étape consiste a remplacer par leurs valeurs les coordonnées

nodales adns 1'equation 1i, puis a résoudre en [a}.
Nous obtenons donc
fix ,y
f:ui,y:)
(U fcu:,ya: o (1= 1Al {a]
fox ,y
4 4
1 -a/2 -b/2 ab/4 0 0 ] 0
0 0 0 0 i -a/2 -b/2 ab/4
1 a/2 -b/2 -ab/4 0 0 0 0
e 0 0 0 0 1 as2 -b/2 | -ab/4
1 ar’sz2 b/2 ab/4 0 0 0 0
0 0 0 g 1 asz b/2 ab/4
1 -a/2 +h/2 -ab/4 0 0 0 0
0 ) 0 o 1 -a/2 +b/2 -ab/4
- Tab 1 -
1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0
-1/2a V] 1/2a 0 1/72a 0 -1/2a o
-1/2b 0 -1/2b 0 1/2b 0 1/2b 0
i1/ab 0 -1/ab 0 1/ab 7] -1/ab 0
(A~ ]= 0 1/4 0 1/4 0 174 0 1/4
0 -1/2a 0 1/2a ] 1/2a 1] -1/2a
(1] -1/2b 0 -1/2b 0 1/2b 0 1/2b
0 1l/ab 0 -1/ab 0 1/ab 0 -1/ab
- Tab 2 -
(U5 1 =lAlio} ===> fa} = [A ]{U"}
fuix,y)} = (Fix,y)lia 1{u? = IN(x,y)1{u ?
fulx,y)t = IN(x,y)1{U" } ITT

- B =




rour le systeme de coordonnées adopté précedement nous avons

CIN(x,y)] = if(x,y)iia ] =

A4 -Y 4 4 Mo.xy 44T xYy e -
¥ fa -;.ib"d{ o 54}:‘9 26 dh © 5*[31}.’&:*55 o ) ,ﬁ‘_g‘; ;% o
12y . MezoYxy O 4 4% Y 4%y ‘ ey
3 b Ra .:,xb"'p{ 2 F«f 49 7b 315[ L3 2etae 2 4 2o e

Les propriétés de la fonction d'interpollation [Ni(x,y)] sont:

- 1 - Nous avons :

Nt(x,y) = s1 x <2 x ouy <>y i=1, 2, 3, 4

Ni(x,y) 1l s1 x = x ety =y
- 2 - La fonction de déplacement f(x,y) est continue sur la
frontiére des éléments et est dérivable (mais ses dérivées ne sont

pas forcément continues), ceci implique que N(x,y) 1'est aussi.

. -

i

Nilx,y) = 1

LN e B

1

Etape 4 : Kelier les déformations (f (x,y)len chaque point aux
déformations {u(x,y)! et donc aux déplacements nodaux (U1
La relation entre les déformations et les déplacements en tout
point pour un probléme d’élasticité plane est indépendante de la
forme de 1'éiément choisi :
D'old les equations : Ex = dU/9y, Fy = av/ay,

¥ Xy =8uU/8y + 38Vv/98x

Nous pouvons ainsi écrire :

x =a,+ay
Ey = a_+ o x
YXy = ataf- cx‘x + 016+ aay
{ Eix,y)l = [C] falt or laj = (A" 1iu %

pone (£ (x,y)i = (Cc] (A ] {u?
kn posant [BI = [C] [A ]
(F(x,y) = (BI{U"] (1V)

i



sz“atgb o tha-'%‘c- I [a] .;—a.+'¥ib [} _"Z’a—'ﬁb o
|
- i | - -
tmi1=| o 4.8 o 4 T H o | 25 TBv o 4v " 5b
{
R S| EFae| 7HT Ee %Q:%bl 22t Hu| ¥ st Fo | Fn ¥ }
t'ab—-4- -
Etape 5 : Kellier les contraintes internes fo(x,y)} aux
déformations if (x,y)} et aux déplacements nodaux tu° 4
La loi de HOOK généralisée donne :
{olx,yd)y = [D] {ZCx,yd)> (v)
[v] est la matrice d'élasticité donnée par :
dia diz 0
foi = dz1 dzz 0
o o daa
Avec dis = dez = E(l —ow)/(l +v)(l - (a + 1) )
diz = dz2a = E . v/(1l +a)(l - (1 +a) »)
daa = E/ 2(1 + &)
t : module de YOUNG, v coefficient de Polisson.
a = 0 en contraintes planes
a = 1 en déformations planes
pes equations (1V) et (V) nous déduisons :
lo(x,y) b = (DIIBI{U"] (Vi)
fo(x,y)} = [H(x,yl{U"t, avec [H(x,y)] = IDIIBI.
[H(x,y)i=(1/ab)iL]
T
c - . -af, - -by - =
4,8y, ) b, Eohe) 4, () 4, (e, G27x) 194 P4 4E>)
(1=, (g3, (3 -e) |2, oo 4G =) |2 8ohe )| 4, 60 m) 14,0 o) 42 % )
Y23 (q/g,'x) aa(a?(;fx) ‘dag—b&"lﬂ)-dgg-all_x) daa(l’&fﬂ’daa(hﬁ*%) 4 il da(a- % -1
tab-5-
Ftape 6 : Kemplacer les contraintes {o(x,y)} par des forces
nodales statiquement eéquivalentes i+*}, relier les forces nodales
aux déplacements nodaux iU* 1, et de 1a obtenir la matrice de
rigidité de 1'élement.
Nous utilisons le principe des travaux virtuels pour déterminer

1'ensemble des charges nodales

qui sont statiquement équivalent

aux contraintes internes.

La condition d'équivalence peut etre exprimée comme sulit :

purant n'importe quel deplacement virtuel imposé a

1'élément, le

- 8%



travail exterieur totai produit par les charges nodales doit etre
égal au travail interne total des contraintes. On choisit un
ensemble arbitraire de déplacements nodaux représenté par le

vecteur (U1 on

Le travail exterieur Wext des forces nodales est donné par :

e = * o @ *o @ Cowo ot

wext = (U Ci{F + (U T HIF} + .0+ {Uu MK o= U f{r f.
i i 2 2 : {2 N
si les déplacements arbitrairement Vgnposés produisent des
; ; * : L ;
déformations (£ (x,y) | aux points de ['élément ot les contraintes
réelles sont les contrainle&x,y)}, dans le travail interne par
unité de volume est donné par :
»*
Wint = (E(x,y) | folx,y)}

Kt le travail interne total est obtenu en intégrant sur le volume
total de 1'élément c'est a dire

~

r
J wint divol) = J {Z x; y) Yo (x,y)i divol)

or d'aprés la relation (1V) (£ (x,y)} = (B1. 6"}

Les déplacements nodaux imposés étant virtuels {U p T, les
déformations correspondantes s'expriment par :

i (e, } = £ s

ve plus 1'équation (Vi) reliant les contraintes reéelles dans
1'élément aux deéplacements nodaux étant : lol(x,y)}i = iptisiTu®i.
Nous pouvons donc remplacer ces expressions dans

1'equation des ltravaux virtuels ( travail 1intern)e el nous

obtenons :

W

I wext d(vol) j [B] fIUI[HIiU } divol)

"o ot -

wext = (U} {1}

L'opération finale consiste a éqgaler travail interne et travail
externe produits pendant les déplacements virtuels {U “}. puisque

le principe de base des déplacements virtuels est valide pour
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n'importe quel systeme de déplacements appliqué, on peut cholisir
ce dérnier comme ['on veut. Pans le cas présent 1i est commode de

supposer les déplacements nodaux é¢gaux a [1'unité. Nous obienons

alors :
(+°F = (5 Vil (1Bl divol)iiv®} (VIL)
La comparaison avec l'equation {1~} = [(K°1iu°} (1) donne :
(K51 = sV Bl [vliB] divol) (vii1)

La matrice de rigidité élémentalire est donc donnée parl'equation

(vii1).

La matrice [B] étant deéefinie par 1'equation (1V)

La matrice [D] étant définie par |'equation (V)

rour 1'élément rectangulaire d'épaisseur constante kv ,
a2 b2

1'equation (viil) devient {Kglfﬂqf JIHI iviisi* dxdy (*)
-a,2 -as2

Oor IB] = [CllA ] sachant que la matrice [A ] est constante.

L'equation (*) devient :

a2 b2
—a-s2 -br2

fci* tpiicidxdy). (a1

(K1 = pv.ia 1" ([

Le calcul de la matrice élémentaire [K 1 revient donc a calculer

I'integrale suivante :

o2 b2
[Gauss | =f_a/2 J [ci Iplici dxdy I‘éxpression finale de

-b.r2
[kK°] est:
(%1 = EV.IA_IFIGauss].[A 1. (voir Tab 6)

Etape 7 : ~rtablir la matrice [H] reliant contraintes et

déplacements.

La relation cherchée est donnée par : ici(x,y)] {H(x,y)]{Uaf. La
matrice [H(x,y)] en tout point est fournit par le tableau Tab 5.
Les contraintes ainsi obtenues contiennent des termes en x et y

que 1'ordinateur ne peut prendre en considération.
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En conséquence pour obtenir les contraintes en un point donné,
nous remplagons x et y dans ia matrice [H] par les coordonnéees de ce
point e cette fagon, nous pouvons avoir Iles contraintes en

chacun des quatres noeuds de 1'élément, d'ou ['obtention de' {01

a(x‘,yl) H(xl,yl)

{o° } = U(Xz'yz) — H(xz’}}) fu” 4
o(xg,yé) H(xa,y;)
o(x4,y;) H(x4,y4)

+La matrice [H(xL,yL)] s'obtient en remplagant les coordonnées du

noeud i dans les expressions de [(H] données par le tableau rTab4.

kquation définissant la matrice [H] pour

|
{01 = (411" 1| 1'élément rectangulaire dans le cas d'un
|

probieme élasticité plane.

Kemarque : la matrice (H | est donnée par le tableau Tab7

Lors de cette étape, on se propose de calculer les forces nodales
statiquement équivalentes aux chargements répartis sur les
frontiéres de 1'élément.
pour cela, on impose un déplacement virtuel &{u”} arbitraire au
noeuds de 1'élément et on égalise I'expression des travaux
interieurs et exterieurs

S(Wint) = &(W axt ).

*rravail éffectué par les forces nodales directement appliqués aux

noeuds est égal a la somme des produits de chaque composantes

des forces par le deplacement correspondant.

ge : Forces nodales directement appliquées aux noeuds.
Sl ext) = 04U S i*ig 1) (a)
* gqravail interieur est égal au travail effectué par les

contraintes et les chargements répartis.
{Q} obtenu par intégration sur le volume de 1'élément.
{Q} chargement cohérent qui lorsqu'il est surfacique (linéique)

on remplace (dv) par (ds) respectivement (di).
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Considérons maintenant les différents cas de charges auxquels peut

etre soumis 1'élément.

Premier cas : le chargement est suivant x (le coté charqge est ab)

ty o
Nous avons alors {(Qf = {Q; } Q b 4
‘ Qrly)

Avec Qx(y) = Qua + (sz - Qxa) Y/b [Y
. x

- -[-yb i b2 i .
#51 = | NI gidy - I i (otdy @ =

pans le cas ou c'est le coté cd qui est chargé, 1l faut donc
substituerles indices a et b réspéctivement par les indices ¢ et

d.

Deuxiéme cas : Le chargement est suivant Y (le coté chargé est

(bd)

b d
8]
Nous aurons dans ce cas {(Qf = {ayau;}
Qy (x) = Qby + (de = Qby)x/'a a c

Ve méme que pour le premier cas, si le coté (ac) est chargé alors
il s'agit de remplacer l'indice (d) par |'indice (c¢) et I'indice
(b) par 1'indice (a).

Remargue : Si les quatres cotés de 1'élément sont charges. On

supperpose les cas de charges précédents.
Troisiéme cas : L'effet du poids propre (masse)

pans ce cas, nous sommes en présence d'un chargement volumique qui

s'écrit comme suit :

() O - "
DU 3 SR - ST
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Ce chargement n'intervient que pour les structures dont le o1ds
g : P P

propre {ou une de ses composantes) agit dans leur plan.

Aprés avoir éfféctué les opérations nécessalres (produit matriciel
et intégration), nous obtenons [l'expression du vecteur force

nodale élémentaire.

Q@ a+Q atabpkv
a— O em—
s 4

Q b+ de

Hda-— d x —
3 =]

Q a+Q atabobv
ayg—-—

) 4
Q bt Q b
dx— X —
3 o
O at+Q atabpolbv
dy= " Rpy ST
a & 4

begfgaxé
3 &

) a4+ + \/
Lby_:_r Qdyé abo b

=] 4
L .

Quy

Q
Q. , W dYQ_olx

Qax Qe
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b'd +a’d d +d a*d -2b°d d -d acd +b°d d +d ~2a>d  +b°d d - d
i1 a3 33 12 33 11 12 a3 b 33 11 a a3 12 a3 11 3 12
3a b 4 &6 a b 4 6 ab 4 & a b 4
b°d +a-d d _+d a*d -2b°d (d _+d ) | a°d _+ b*d d -d b°d -2a°d
33 22 33 12 22 a3 _ a3 12 _ 22 33 12 33z 33 22
3ab 4 6 a b 4 6 a b 4 6 a b
b’d +a°d d +d 2a>d _+b°d d -d acd +b°d d +d
11 33 33 12 N 23 11 12 33 _ 33 11 33 12
3 ab - 4 6 a b 4 6 a b 4
b°d +a-d d - d 2ad _+b°d d + d a‘d +b°d
33 22 33 12 _ 22 33 33 12 _ 22 33
3 ab 4 & a b 4 6 a b
b°’d +a-d d +d acd -2b°d d - d
11 33 3= 12 s 11 12 33
3ab 7 % ab B
b°d +a°d d - d a‘d -2b°d
33 22 313 12 22 33 |
3 a b 4 6 a b
) b v a%d d + d
11 33 _ 33 12
3 ab 4
b’d + a°d
33 22
2 ab




[ 1=(1/ab)

-b d -a d b d o 0 ad
11 12 11 0 12
-b d -a d b d 0 0 o a
21 22 21 22
-a d -b d 0 b d 0 0 a 0
23 aa EE] a3
-b d 0 b d -a (1] a d 0 0
11 11 12 12
-b d 0 b d -a d 0 a 0 0
12 21 22 22
o -b d -a d b d a d 0 0 0
EE) EF EE aa
0 () 0 -a d b d b d -b d 0
12 11 12 11
0 o0 o0 -a d b d a d -b d 0
22 21 22 21
0 0 -a d a b d (1] -b d
a3 EE a3 aa
0 -a d 0 b d g -b d a
12 11 11 12
0 -a d 0 b d (] -b d a
22 21 21 22
-a dsa ] 0 o b dna a dgs b dﬂ3
TAB _ -
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CHAP X PRESENTATION DU PROGRAMME ELEMENTS FINLS

X.1 LNTKODUCTION

Dans ce chapitre, en application de la théorie exposée dans les
chapitres précédents, nous alilons considérer quelques unes des
étapes rencontrées au cours du développement du programme de
modélisation d'un voile par éléments finis.

Le programme présenté ici, pourra étré utilisé pour résoudre les
problémes 4 deux dimensions.

On peut distinguer deux parties essentielles :

a- Le module de génération automatique des donndes

b- Le module de résoiution et d'exploitation des résultats

X.2/ PRESENTATION DU PKOGKAMME

Ce programme permet la modélisation des voiles en élasticite
plane,il a été é&laboré d'une maniére structurée, i1l est constitué
de plusieurs sous programmes onl le passage des paramétres
s'éffectue par le biais de blocs *‘commun’ étiqueteés, ce qui rend la
programmation trés souple et facilite le passage des paramétres

d‘'une subroutine a une autre.

X.3/ ENTKEE DES DONNEES

La subroutine d'entrée des données doit transmettre suffisement
d'informations aux autres subroutines pour qu'on puisse résoudre le

probleéme.

Cette subroutine sert a lire dans un fichier, les donndes
indispensables concernant ,les caracteristiques physiques des
matériaux: (module de YOUNG, coefficient de POLISSON,densite), la
géométrie du voile (hauteur, largeur, épaisseur, coordonnées) ¥
les coordonnées et les dimensions des ouvertures, le chargement

exterieur(charge d'exploitation,charge permanente,charge sismique)
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X.4/ TRANSFERT DES DONNEES

Le transfert des données est réalisé a 1'aide de blocs "commun”

" L)

étiquetés qui contiennent en parametr deux données
essentielles qui sont :
- Le nombre d'éléments suivant la direction x :(NEX)

- Le nombre d'éléments suivanlt la direction y :(NEY)

" i

Les blocs commun utilisés contiennent un ensemble de tableaux
dimensionnés congus pour mémoriser les coordonnées des noeuds,
les points de connection des élements, la codification des

conditions aux frontiéres, par exemple :

COMMON / COORL / XG(NN), YG(NN)}), XL(NN), YL(NN)
COMMON / LOC / LOC (NE,4)

COMMON / CAL / 1APFP(NN)

COMMON / CONT / SIGMA(NE,4,3) , HN(3,8)

COMMON / ELEM / D{3,3), A(8,8),A11(8,8)

X.5/ REPARTITION DE LA MEMOIRE

Tout tableau, dans les blocs " COMMUN ", rec¢oit une dimension
variable égale a la valeur exacte nécessitée par chaque
probléme, par |'utilisation de jeux d'index,calculé dans le

"parametr”

De cette facon,il n'ya aucun gaspillage au cours de la
mémorisation des données,et un minimum de place reste attribué aux
tableaux globaux. C'est donc une repartition dynamique de la

memoire
X.6/ GENERATION AUTOMATIQUE DU MAILLAGE
Avec un maillage trés important, la préparation des données

resterait fastidieuse, aussli notre programme engendre t'il

automatiquement, la piuspart des données.

Le procedé consiste & introduire les pas du maillage ou pas de

discrétisation selon les deux sens x et y
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Ces pas sont définis cocmme sult: i
U e

* l,e nombre d'eléments entre le bord du voile et ia 1 ou la derniére

ouverture
* l,e mombre d'éléments d'une méme ouverture
* Le nombre d'élements entre deux ouvertures juxtaposdées

Le nombre d'éléments selon les sens x et y sont calculés moyennant

ces pas de discretisation.

X.b.a Génération automatique des connectivites:

1 UINTERET DE LA NUMEROTATION SUK LA LAKGEUK DE LA BANDE

La numérotation des noeuds conditionne la forme de la matrice
globale de rigidité qui peut étre une matrice bande et les gains
en capaciteé du programme et en temps de résolution peuvent etre
considérables.

Notre but étant d'obtenir une matrice globale bande, la numérota-
tion des noeuds de la structure est faite

automatiquement,selon le sens qui correspond au moins d'éléments

Pour mettre en évidence 1'intrét de cette numerotation, é&étudions
la variation de la largeur de bande pour |'exemple suivant en

fonction de la numérotation.

3 Py o 12 = 7 = 4
4 5 & 4 5 6
11 B 2 T3 12
1 o F ® 3 1 2 3
ES 4 Fd 10 1 o 3 10
LA . A0 LB - 20
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La demi largeur de bande est calculée automatiquement par la
formule suivante
LB = (Max + 1) x ND ol :
Max : plus grande difference des numeros des noeuds des élements
NU : Le nombre de degrés de liberte par noeud

LB : Demi largeur de bande

Ainsi pour les 2 cas precedents nous obtenons :
L8 = 10 (ler cas )
LB = 20 (2em cas )

un voit donc qu'une mauvaise numérotation peut avoir de graves
consequences sur la largeur de la bande et donc sur 1'efficacité

de la résolution.

2 :GENEKATION DES CONNECTIVITES

Le programme permet de générer automatiquement les connectivités
de tous les éléments de la structure, par le bials de deux
incréments Lx et Ly et qui sont les pas des connectivites

respectivement selon i'axe x et ['axe y.

Ainsi pour tous les éléments situés sur le méme axe x,les

connectivites de 1°'élément 1 sont ceux de ['élément 1-1
incrementés de dx.

De méme pour tous les éléments situés sur le méme axe y, les
connectivités de 1'élément j sont ceux de 1'élément j-1

incrementés de dy.
Exemple :

reprenons 1'exemple precedent avec la numérotation 1

rlement n® 2 : Loc (2,k) = Loc (1,k) + 3 k=1,4
rlement n® 6 : Loc (6,k) = Loc (1,k) + 1 k=1,4
avec LX = NEY + | = 3 Ly = 1

X.6.b Géneration automatique des coomdobhneeSc des noeuds:

Les coordonnées des noeuds sont générées automatiquement suite a
I'introduction des pas du maillage.

Le processus est le suivant :
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Les noeuds juxtaposés situés sur un meme axe x, ont meme coordonnée
y,tandis que leurs coordonnées x différent d’un incrément égale a

la distance gqui les sépare.

De méme, pour des noeuds Juxtaposés sur un méme axe y, 11s ont
méme coordonnée x, tandis que leurs coordonnées y différent d'un

incrément égale 4 la distance qui les sépare.

pour illustrer ceci reprenons |'exemple precedent :

Pour le noeud 2 : XG(2)=XG(1) YG(2)=YG(1)+D1ya
3 [x3 = 12
]
DIV2 g 5 6
2 5 2] *11
DIY1 1 ‘ 2 ' 3
L - |
< 7 Lo
DIX1 DIXZ DIX3

X.6.c :Génération des codes appul des noeuds:

La structure étant supposée encastrée a la base,le meme code
appul est pris pour tous les noeuds situés a la base :

1PP(i) = 0, i : indice des moeuds a la base.

pour les autres noeuds, le code appul est supposé égale a un

1PP(F) = 1, j: indice des noeuds non appuis.

X.7/. DETECTION DES ELEMENTS VIDES

La téchnique utilisée pour la modéiisation des ouvertures

est la technigue des éléments fictifs ou éléements ‘vides'

Le but de la subroutine "Detect” est justement la détection de
ces éléments fictifs résultant de la discretisation du
vide,qui ne pouvalt étre évitée afin d'aboutir 4 un maillage

continu.

Ces éléments une fois détectés, sont stockés dans un

vecteur dit :I1viD (NEV), ou NEV est le nombre d'éléments vides.
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X.8/ DETEKMINATION DES MATRICES Di RIGIDITE ELEMENTAIRES .
Les principales étapes de calcul des matrices de rigidité

élémentaires sont schematisées sur ['organigramme fig 1.

Les étapes fondamentales en sont :
* La détection des éléments vides
* L'integration numerique
* L'inversion de matrice
* Le stockage des matrices qui serviront dans la suite du

programme

X.8.a Test sur les éléments vides:

Le calcul des matrices de rigidite élémentaires débute par un test
afin d'identifier les éléments fictifs, si le test est vérifié, le
passage a 1'élément suivant est automatique. Ainsi le calcul des
matrices élémentalires ne concerne que les éléments non vides et

n'est donc aucunement affecté par la discrétisation du vide.

X.8.b. Inversion de matrice:

Lorsqu'une matrice [A] n'est pas singuliére,il éxiste une
. E . -4 . "
matrice carrée et une seule d'ordre n note:fA = Jdite "matrice

inverse de [Al", et qui satisfait a4 la condition ci aprés:

. . . -1
Pour obtenir les matrice inverse A , On peut se baser sur les

considérations suilvantes :

soit:

[« a 5 & & o i

11 12z in

al al e e . a
-1 21 22 2n
A =

Mmoo mm Mo ]

= ni n2 N
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Le systeme lineaire AX = B == > X - A 'H.

ou ['inconnue XLde rang 1 du systeme linéaire AX - B est donnée
par

X =a b + o b + . . . ta b
L [ SR § L2 2 Ln N

X.B.c Intégration de GAUSS :

Le calcul des matrices de rigiditeé par intégration explicite
ne peut étre envisagé que pour les éléements les plus simples.

Par ailleurs 1'integration exacte peut soulever de sérieuses
difficultés pour certains types de problémes :tlément d'ordre
elevé ou isoparamétrique courbe...

pDans cette éventualité ['integration numerique dolit étre utilisce.
Dans notre programme la méthode que nous avons adoptée est :
L'integration de GAUSS

Pour un probleme bidimensionnel ['integration de GAUSS peut
s'exprimer par :

1 r

1 1
T >
_L J‘_‘ Y(F ,n) & dn fz EWL W) Y(Ev,n )
L= Jj=1

1

ou : W , WJ : sont les coefficients de pondération

Z_ . : sont les coordonnées des points d'intégration
correspondants

Les méthodes d'integration numérique étant présentées pour

1'éiément de référence, il est facile de les transposer sur

1'élément réel en utilisant la formule sulivante ( cas

undimensionnel)

x 2 1

[ yx)dx =2 X ) 0y d L ox = ((1 - E)/2)xa+((145)/2)x2
1 -1
Ti
4r ........................... _]3
1-Y3
Il | s F
| 1 >
-1 1
193 :
1-¥a 1¥a
-1




fig A : Integration de GAUSS (Z2x<) pour le quadriliatere.

L'élément utilisé étant quadrilatére le nombre de points
d'integrations utilisé est 2x2 = 4

Kemarquons gque si1 le vecteur B est tel que

1
0
B = 0
0

11

oI 2y L 21

Oon aura : X = a C'est a dire :X =
ol
ni

X est donc le ler vecteur colonne de la matrice inverse A .

De méme si le vecteur B est tel que :

=T =T

ie un figurant en Jéme position.

oo’

Le vecteur solution du systeme lineaire sera :

%y
atd
2)

al
N

X est donc le Jeme vecteur colonne de la matrice A % Nous voyons
donc que pour obtenir les matrice A 'd'ordre n, il suffit de
résoudre n fois le systéme Iineaire Ax = B, en prenant pour

" le vecteur B les vecteurs colonnes successifs de la matrice
diagonale unitaire I.

La subroutine "lInvers"” a été réalisée en tenant compte de toutes
ces Considerations. La méthode de résolution implicite utilisée

est la methode de GAUSS JOKDAN
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X.9/ ASSEMBLAGE DES MATKICES DE KIGIDITE

X.%.a frincipe d'assemblage :

vans les paragraphes precédents, le principe des travaux virtuels
a &té appliqué a un élément isolé, et 1'on en a déduit le
concept de force nodale égquivalente.Le principe de |'assemblage en

a manifestement découlé en suivant la methode conventionnelle de

1'équilibrage direct de ces forces nodales.

L'idée des forces nodales associées a chaque élément et qui
remplacent les intéractions continues, est en fait difficile de
bien concevoir, bien qu'elle présente un attrait considerable pour
1'ingénieur &4 I'esprit pratique et qu'elle permette parfols une
interprétation des phénoménes qui autrement ne seralt pas
perceptible par le mathématicien, d'ésprit plus rigoureux.

11 n'ya cependant aucune raison de considerer chaque
élément séparément, et les raisonnements du paragraphe 1X peuvent

s'appliquer directement au milieu continu dans son intégralite .

La relation 111 du chap 1X peut s'interpreter comme s'appliquant

cette fois a4 la structure compléte,a savolr :

iUt = [N 1 iU
$x,

Y3 (x,y)

Le vecteur (U jregroupe les deplacements de tous les points

nodaux, et

* [N J = IN |
(%, yiL L
* porsque le point consideré est interieur a 1'élément e et que 1

est un point assoclé a cet élément.

IN /] =0

(%, 0
L

* Lorsque le point 1 ne figure pas dans I'eléement.
on donnerons a la matrice [B] une definition analogue. on est

alors en mesure d'appliquer le principe des travaux virtuels a
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toute la structure. Le travairl virtuel exterieur assoclée a un

deplacement virtuel quelconque de tous les noeuds é!U( ,
¥,V

devient :

S{U Pt
M, ¥

Cependant le travail virtuel interieur a pour expression

s SIE(x,y)t lo(x,y) dv -5 &1 U (:JQI dv.
L'integration étant Cette foils effectuée sur tout le domaine :
kn effectuant la substitution de :51U J: par lﬁ‘u L Istu i° et
de & (F

(%

contraintes—deformations {6} = [DI{¥ }, nous obtenons immediatement

x

)! par [BI5{U° } .kt en tenant Compte de la relation

r

en égalant les travaux virtuels interieur et exterieur :
(ki{u®} - (e 4 = (¥}

11 vient pour 1'expression de la matrice de raideur

[(Ki =5 iBl (DIIBI dv

v

(L'integrale étant reéaliseée sur tout le domaine)_

* 4 |'on considere,Cependant la relation entre (Bi et [B], 1l
est evident que :I[KJ] = L [k 1, on les termes provenant de chaque
élément ont été évalués individuellement, Conformement aux

méthodes du chapitre 1X

on peut montrer qu'il en est de meéme pour les diverses composantes

des forces qui intervienment.

X.9.b Etapes d'assemblage

Ve ce qui précede, on peut dire que |'assemblage se falt en deux
étapes: .
1- La construction de la matrice de rigidité et vecteur force

étendus de chaque élément.

2- lL.a sommation des matrices et vecteurs étendus.
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rxemple d'assemblage

soit la structure suivante composée de 3 éléments a 4 noeuds

chacun.l'ordre de la matrice globale est donc: 1b6x16 .

1 2 3 4 5 6 7 8 i 2 3 4 %5 o 7 8 1 2 3 4 %5 6 7 A
1 1 | 1
2 2 | 2
a a a
4 L, . 4
s = s
o ! & &
? ; ¥ | ?
a | . T o
kKléementl tiléement?2 rlement3
]
1 2 a2 4 B o 7 8
L (B 8-l
i i
2 SaehAaa
- 4 SESRSRS
5 S
s SSEas 7
: AN
a8 :"J“‘/J 1"')"-

(K] :watrice globale assamblaes
chaque carré étant une matrice 2*2.

: Chaque carré étant une matrice 2*2.

Pl.ein.e

[¥2] (K31 [ i
1 | 1

] ] §
2 | — — e—
3 X | B XF
4 + X +* X
8 X1 ] x|

x| = =
> — = =

L — ﬁ} ﬁ}
| I L L= L=
Elémentl riement? Eléement3 vecteur force global
assemble

D: Chague carré étant un vecteur 2%l

[x]: Chaque carré étant un vecteur 2*1
p Lein
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X.9.c :subroutine dfassemblage "ASSEMBLI"

L'assermblage des matrices de rigiditée est realisé par la’
subroutine "assebjl" au fur et a mesure de leur constitution.
La méthode d'assemblage adoptée est le stockage en matrice bande

symetrique pour ses divers avantages entre autre:

La diminution de 1'ordre de les matrice de (NK x Nk) a (NK x LB)
LB : demi largeur de bande.

L'assemblage s'effectue comme suit
* soient : IG , JG : les indices de la matrice locale étendue.

et 1L , JL : les indices de la matrice de rigidité locale
Ainsi 1'injéction de la matrice locale AKL dans la matrice globale AK

s'effectue comme suit:
AK(I1G,JG) = AK(I1G,JG) + AKL(14,JL) (*)

Les 2 aspects symétrie et bande de la matrice globale sont pris en
compte par 1'introduction de deux conditions supplementaires qui
sont :

ryG = LB - 1 + 1G

tJG z 1G
sachant aussi que ta relation qui lie les indices 1B,JB de la
matrice globale modifiée (bande) aux indices 1G,JG de les matrice

ordinaire sont :

La relation (*) devient :

AK(I1G,JG — 1G + 1) = AK(1G, JG — 1G + 1) + AKL (1L ,JL)
X.10/ PRISE EN COMPTE DES CONDITIONS AUX LIMLITES

pans les chapitres précédents, nous avons vu comblien,

1l était important de s'assurer que la structure avait des
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—— NE : Y!C)Yﬂblfa d-elem
[MiE= Pa"str

auti

~ \
Coeusn )
\\ A

o

caleul de 1A

!

INVERS |

LAIXIT

[ICS(NE, 12,8

[GAUS I [AIIEV

call
+ .
calcul de L inverase
delAI=LAIT)
sauvegarde de (A) danslAIS(NE, 8,83 |
tranaposition da [(AI)
caleul do rc1
sauvegarde de [C)1 dansa
-
CALL calecul de tgausi=JSJS [(CcAT1ID1ICG]
aAaAUsRSs
|
calcul de [AKLI=Z[LAIT)
+
acssemblage do [AKLIdans [AKI]
CALL
AESEEMEBL.1

passage a4 L alamant
IE=IE+1

sUilwvant

FIN

fig2-
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appuis adequats avant de mettre op ceuvie la resolution sous

pelne de rendre le probléme nsoluble,

La méthode adoptée pour !a prise en compte des conditions dﬁx
limitgsest la technigue du terme unité sui la diagonaie,qui a été
exposée dans la premidsre partie.

La subroutine qui fart intervenir les conditions aux limites est la

subroutine "Limitel”.

L'éventualité d'un éiément diagonal nul a été évitée par la
transformation des éléments diagonaux nuls en unité
Cette éventualité est dite 4 la discrétisation du vide qui peut

conduire a un noeud commun a 4 éléments vides.

Exemple:
Pour 1llustrer ceci prenons ['exemple suivant :
Pour le noeud i1 commun 4 4 &léments

vides (3,4,9,10) nous avons :

K (1,1) = 0

1o|zol21 222324
1i3 14 15 16|47 18

7 a o 1014 12| yeh v raemplL
M
1 2 A . 4 5 57

A AN
—_— ouveaelrtureae

Ainsi la résolution du systeme liniaire [kl {u} = [t} devient
impossible 1lest donc nécessaire de poser AK (i,i) = 1
La résolution donnera : [K] (U} = [ri == > u = 0.

X.11/ DETERMINATION DU VECTEUR FORCE NODAL

La subroutine "force" permet le calcul du vecteur force nodale
determiné ulterieurement

Tous les éléments diseretisés dans Jle voile sont SuUpposés
supporter leur propre poids qui peut étre consideré comme un

chargement volumique.

Les éléments situés sous planchers sont supposés reprendre

les charges d'exploitation des planchers qu'ils supportent.
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Ains1 le vecteur force nodale a I'expression suivante:

v
a*b*o*py /4
0 kv : epalsseur du voile
a*b*prpy /4 (a,b}) : dimensions de ['éiément
] consideéré
g*a/2+a*b*o*r /4
7]
g*a/2+a*b*p * v/
0
g*a/2+a*b*o*E /4

g:chargement uniformement répartie sur la facette superieure de
1'élément considéré (charge permanente ou charge d'exploitation)

e : masse volumique du matériau utilisé. (béton ou autre)

X.12 /- KESOLUTION DE SYSTEME [K] {u} = |1}

Dans cette partie nous abordons ['étape uitime du programme en
éléments finis et qui consiste a détérminer les déplacements
nodaux {Uif,par le biais d'une des méthodes de résolution des
systémes lineaires.

La méthode adoptee est la méthode"GAuss bande",vu les propriétés
symé. trie et bande de la matrice de rigid&iucette méthode

a été exposée dans le Chapitre 1V.

Le sous programme de résolution est la subroutine "bande”
X.13/ CALCUL DES CONTRANTS INTEKNES:

une fois les déplacements détérminés,i]l ne reste plus qu'a
calculer les contraites nodales moyennant Ila matrice [HN]
determinée lors de cette étape en faisant le produit des matrices

stockées dans JIe bloc /SAUv/

Le procédé est scheématiseé dans [1'organigramme de la figure 2..
X.14 / IMPRESSION DES KESULTATS

L'impression des résultats est reéalisée par la subroutine

"SORTI1K]".
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klle comporte 2 étapes
1 - impression des déplacements nodaux pour chague noeud U et Vv

2 - Impression des contraintes moyennes en chaque noeud o ,o ,o (Le
* Ty wy

calcul des contraints moyennes est fait dans cette subroutine)

X.15 / COMBINAISON DES CHAKGLS

Selon les choix de l'intilisateur, une combinaison de charges peut
étre réalisée si ['utilsateur fixe les coefficients de pondération

: coefl, coef?2, coefl.

L'expression des contraintes combinées est :

Contrainte combinée = coefl * Contrainte die a G +coefZ2*Contrainte
dile a ¢ + coef3 * Contrainte dite A K

G : charges permanents , (¢: charges d'exploitation ,¥ : charges
sismiques .Les charges combinées obtenues a la fin de cette
subroutine sont une combinaison des contraintes calculées pour

chaque type de charge.
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Organigramme de modelisation de voile par elment fini=z

Debut

!

rrogramme principal

Appel auk differentes subroutines

T

!
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NTREE J :
ENIRELT Lecture des données
Caractéristigques| | Dimensions PDimensions et Cchargement
des matériaux du voile coordonnées des : '
; | exterileur
E , v , p l ouvertures |
L
+
AUTOMAT tntrée des pas du maillage
L . Génération Génération
Generation ; p
) . automatique des automatique des
automatique des : !
Sy coordonnées des codes appuis
connectivités
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T 1
| ! ! !
DETECT— | Detertion des eléments descretisés dans le vide
Stockage des elements vides dans !1v1ub
]
MATGLOB——— | Pour chague élement:
(rPassage a 1'élement
suivant)
w
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A i
lnon

INVERS _|calcul de la matrice de rigidité localel AKL]
GAUSS . par le biais de 1'integration numerique

!

™71 AssEMBLI Mise de [AKL] dans la matrice globalelAKI]

+

LiMiTE 1

-

rrise en compte des conditions d'appu1l
.

Pour chaque noeud appui

[

Mise a zero de la ligne et de la colonne correspondante

|

!

Mise de un (1) sur la diagonale correspondante

- - .
charge sismiquei—

¢

{Charge d'exploitation

FORCES 1

calcul des forces nodales équivalentes pour

chaque type de chargement

B pPour chaque noeud appui : mose a zero du vecteur force

A A =



Résolution du systéme d'équation

-

' BANDE |-

[Klful=LlF] (Gauss modifiée)

!

s déplacements nodaux U V

Determination de

pour chaque noeud

rour chaque élément#
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(Passage a 1'element
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calcul des contraintes o ., i
X b4 Xy
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impression des déplacments des noeuds

L 4

‘ SOKT1IE 1

!

Pour chaque noeud

!

Impression

Translation U (suivant x)

!Translation V (suivant y)
L

]

Calcul des contraintes moyennes nodals

o o T
x.f yr Xy

l

Impression des contraintes dans les noeuds
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|
L#our chaque noeud
1

!

Imprimer: o o T
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+

IND=IND+1

!

—
Lire les coefficients deponderation‘

COMBINE

FIN

G Q E
[

!

Impression des contraites apres

combinalison
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X.17/ EXEMPLE D’APPLICATLON

L'exemple traité dans cette section est une poutre chargée
uniformement reposant sur deux appuls simples a ces extremitas.,

ponnées du probliéme:

g=0.8 t/in i1=151in E=13400 t/in**2 t=11in
v =0.3
q
rr1rrr 7117770111 L
T I T f e
. | wl | s
n t
| 1 | | J 1
i 2 3 A 5 o 7 5] o 10 11 1.2 13 14 15
| i
.
v
TABLEAU DES KESULTATS: DEPLACEMENTS VERTICAUX (v)
X 48 noeuds 80 noeuds rlasticité Filéxion
1 -0.9608K-3 -0.9905KL-3 -1.0373£-3 -0.7990L-2
2 -0.1870E-2 -0.1924K-2 -0.1937E£-2 -0.1558£-2
3 -0.2680E-2 -0.2755L-2 -0.3146K-2 -0.22441L-2
4 -0.3360kL-2 ~-0.3454K-2 -0.3706L-2 -0.2826L-2
5 -0.38898-2 -0.3997k-2 ~0.4173KL-2 -0,3284K£-2
6 -0.4252L-2 -0.4369EK-2 -0.4516E-2 -0.35978L-2
7 —-0.4435L-2 —-0.4557K-2 -0.47108L-2 -0.3757E-2

La solution “"éxacte” pour ce probleme a éte obtenue par la théorie

de 1'élasticité pour celia on se fonction d'AIRY
P

propose une
¢ (x,y) vérifiant I'équation biharmonique 7*4 =0 et satisfaisant
les conditions aux limites (unicité de la solution).

Nous avons réalisé deux modélisations en éleéements finis présentant
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réspectivement 48 et 80 noeuds.

La condition d'appui simple a eété obtenue en annulant les
déplacements vérticaux de tous les noeuds des extrémités de la
poutre.

La fléche de la poutre a été representée au niveau de la ligne
moyenne.

Les graphes des contraintes sont representés dans les pages 416_11F_ 11€

Aprés avoir studis ['exemple classique de la poutre fléchie
nous constatons que le programme éliéments finis établit donne
des résultats satisfalsants en comparalson avec les valeurs
theoriques surtout en ce quil concerne les contraintes normales

outtles deplacemments.

Cependant , nous remarquons I‘éloignement des contraintes Txy de
celles données par 1'élasticité au niveau des régions d'extrémites.
Cela étant du a la valeur maximale de |'effort tranchant au

niveau de la séction d'appui, cette réqgion étant trés proche du
point d'application du systeme de forces d'ou une distribution de

contraintes ou de déformations non uniforme.

Nous constatons aussi la discontinuité des contraintes aux noeuds,
pour remédier a cette discontinuité nous prenons la moyenne des
contraintes aux noeuds.

CONCLUS1ON :

D'aprés |'éxemple précedant nous pouvons conclure que la méthode
des éléments finis converge lorsque le nombre de degrés liberté de

la structure augmente(maillage fin).
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La méthode des éléments finis présente aussi des difficultés
dans les zbnes ou régne un gradient de contrainte ou de

deformation (les points d'applications du systeme de forces).

Pour remédier légérement a ce probléme,on doit affiner le maillage
prés de ces zones. Concernant la discontinuité des contraintes
elle est due au choix de la fonction de deplacemment car celle
choisie est continue par contre ses dérivés premiéres
(déformations) ne le sont pas sur les frontiéres de 1'élément,il

en découle que le champs de contraintes n'est pas uniforme.
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CHAPITRE X1 COMPARAISON DES METHODES DE MODELISAT!ON

DES VOILES PAK LA M.P.E ET LA M E F

X1 1- INTRODUCTION :

Les chapitres précédents étaient destinés a présenter deux
méthodes de modelisation de voiles, le but recherché étant de juger
de leur éfficacite .

Le présent chapitre est consacré a cet effet ,1°'étude a eté faite
sur un voile particulier ,elle est 1llustré de graphes et suivie

d'interprétation .

Xi 2= APPLICATION:

La comparaison entre les deux méthodes de modéliisation a éteé

effectué sur un voile soumis & des types de chargements
différents .
Le voile A& pour hauteur h = 9.6 m et pour largeur Lv = 13.6 m

son épaisseur est kv = 0.3 m.

Le nombre d'étage est N = 3.0 m .

Le voile présente deux ouvertures dans le sens de la largeur et
trois cuvertures en éiévation .

les caractéristiques des ouvertures sont 1llustrées dans la

figure —--

Le module de YOUNG : B = 3.78 t/m
Le coefficient de POISSON v o= 0.30

La densité volumique :p = 245 t/m

Le volle est soumis a trois types de chargements :
Cﬁarges permanentes : g = 1.5 t/mli

Charges d'exploitation : q = 2 t/ml



Les charges sismiques ont pour valeur

v = 1.714 t ( i "niveau )
Fv = 3.428 t ( X" niveau )
Fv = 5.142 t ( 3" niveau )

La modélisation du voile en portique a fournit les résultats

illustres dans la colonne | des tableaux 1,2,3
Les trois autres colonnes représentent les déplacements
résultant de la modélisation du voile par élements

finis sous trols discreétisations .

.La premiére discrétisation comporte
-nombre de noeuds : NN = 190 noeuds
-nombre d'éléments : NE = 162 éléments

-L.e nombre d'éléments entre le bord du voile et la premiére

ouverture il = 2
-Le nombre d'éléments dans un linteau : tP2 = 5
—-Le nombre d'éléments entre deux ouvertures : IP3 = 4

-Le nombre d'éleéments sur une hauteur d’'une ouverture dans le

sens de X : Jel = 2
-Le nombre d'éléments entre deux ouvertures dans le sens de Y
sJp2 = 2

-la deuxiéme discrétisations comporte :

NN = 775 noeuds
NE = 720 éléments
Pl = 6

1P2 = 5

13 = 8

JP1 = 6

JP2 = 2



TABLEAU 1:

Kesultats des exemples

SOUS CHAKGES PERMANENTES:

! 1ére . 2é&dme aéme
portique disecratisat® digscretisatl . . ¥
discretisat
Noouds E~-4 crnd E-4 mi E-4 (m)
E-4 (m)
4 -0.3001 -0.3953 -0.3781 -0.3749
7 -0.5204 -0.7118 -0.6729 -0.6677
10 -0.6123 -0.8499 -0.8047 -0.7983
5 -0.3715 -0.3839 -0.3686 -0.3653
8 -0.6460 -0.7104 -0.6708 -0.6648
11 -0.7676 -0.8462 -0.7985 -0.7916
6 -0.3001 -0.3953 -0.3781 -0.3749
9 -0.5204 -0.7118 -0.6729 -0.6677
12 -0.6123 -0.8499 -0.8047 -0.7983
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TABLEAU 2:

S0US CHAKGES D'EXPLOLITATION

o el T T I
4 -0.1040 -0.1464 -0.1498 -0.1502
7 -0.1835 -0.2695 -0.2723 -0.2731
10 -0.2224 -0.3299 -0.3331 -0.3341
5 -0.1552 -0.1485 -0.1456 -0.1420
8 -0.2733 -0.2731 -0.2711 -0.2683
11 -0.3333 -0.3342 -0.3293 -0.3270
6 -0.1040 -0.1464 -0.1498 -0.1502
9 -0.1835 -0.2695 -0.2723 -0.2731
12 -0.2224 -0.3299 -0.3331 -0.3341
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TABLEAU 3:

SOUS CHAKGES S1SMIQUES:

1&ro. 26me 3édma
noauds portique diacretisat discretiaat Lecretiaat
E-4 (m) E-4 () E-4 (m) E-4 (m)
4 0.1914 0.1569 0.1942 0.2009
¢ 0.4986 0.4563 0.5405 0.5641
10 0.7579 0.7921 0.9225 0.9652
L 0.1681 0.1296 0.1558 0.1617
8 0.4349 0.3639 0.4292 0.4506
11 0.6657 0.5873 0.6930 0.7328
6 0.1592 0.1231 0.1512 0.1573
9 0.4242 0.3451 0.4098 0.4314
12 0.6459 0.5410 0.6388 0.6780
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contrainte tauxy (t/m**2)
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vu 1'insuffisance de 1'espace mémolre du microvax pour effectuer

un nombre de discrétisations suffisant afin de confirmer
convergence de la methode des sléments finis,nous avons jugé

de modéliser un second voille de hauteur plus reduite que celle

premier .

les caractéristiques du second voile sont les suilvantes:

hauteur : 6.4 m

largeur : 13.6 m

épaisseur : 0.3 m

ce voile présente deux ouvertures dans le sens de la largeur
deux ouvertures dans le sens de la hauteur

1] est soumis a deux types de chargement :

charge permanente : g = 1.5 t/ml pour chaque niveau
charges sismiques: .
v = 3.428 t ( 177 niveau )
Fv = 6.142 ( "™ niveau )

Les trois discrétisations en éléments finis se résument en:

lére discrétisation

NN = 527 noeuds
NE = 480 éléments
1Pl = 6

IP2 = 5

i3 = 8

JP1l = 6

Jp2 = 2

2éme discrétisation :

NN = 1537 noeuds
NE = 1452 élements
1Pl = 10

ip2 = 10
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TABLEAU 4:

S0US CHAKGES PERMANENTES:
nesuds | _pgripgue|dgsdfilieal apediiliea] apafrilsee
4 -0.1840 -0.2392 -0.2383 -0.2381
5 -0.2415 -0.2295 -0.2288 -0.2286
6 -0.1840 -0.2392 -0.2383 -0.2381
7 ~0.2731 -0.3702 -0.3689 -0.3686
8 -0.3659 -0.3560 -0.3549 -0.3546
9 -0.2731 -0.3702 -0.3689 -0.3686




TABLEAU 5:

SOUS CHAKGES S1SMIQUES:

portique di.ég;gli.n dng‘ngLﬂ d?g‘g?atia
noaeuds

E-04 (M) E-O4 (M) E-04 (m) E-04 {(m}
4 0.1688 0.1943 0.1954 0.1963
5 0.1217 0.1181 0.1188 0.1199
6 0.1091 0.0986 0.0994 0.1000
7 0.3661 0.5228 0.5260 0.5286
8 0.2720 0.2876 0.2900 0.2921
9 | 0.2545 0.2411 0.2435 0.2454
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X1 3 -CONSTATATLIONS ET INTERPRETATION DES RESULTATS :

X1 3 a- Convergence de la méthode des éléments finis :

pans le but d'approcher le comportement réel du voile plusieurs

discrétisations en éléments finis ont été réallisées, parmis
lesquelles nous avons choisi les derniéres ayant pu étre
acceptées par la capacité mémoire de 1'ordinateur.

ces deux derniéres discrétisations ont données des résultats tres

proches, ce qui confirme la convergence de la méthode des
éléments finis, donc possibilité de comparaison avec la
méthode des portiques équivalents .
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La premiére constation est que pour une méme discrétisation la
convergence est meilleure lorsqu'il s'agit d'un chargement latéral .
Nous constatons aussi au fur et & mesure que 1'on augmente le
nombre de subdivisions du maillage 1'accroissement des
déplacements au niveau des linteaux.La structure devient donc plus

flexible ce qui comfirme la théorie de KITZ.

NB: Nous avons tenté d'affiner le maillage pour comfirmer la
convergence de la méthode des éléments finis,mais un certain
nombre de problémes empécha le bon déroulement des executions dont
la capacité du micro-vax a mémoriser la totalité des matrices
d'ordre trés é&levé (un quota de cing millions d'octets fuc
insuffisant),s'ajoute a cela la saturation repétée du disque et

les coupures fréquentes de courant.

X1 3 b-Comparaison des deux modélisation MEF et MPE. :

tnanalysantles déplacements obtenus par les deux types de
chargements (chargement vertical réparti et chargement latéral
concentré ),nous remarquons que les déplacements du volle
obtenus par la M.P.E se rapprochent plus de ceux fournis par lIa

M.E.F lorsque le chargement est nodal .

{- Chargement reparti (charge d'exploitation et charge permanente)

rour ce type de chargement ,la premiére constatation est la
gsimilitude des déplacements obtenus par les deux modélisations
(MEF et MPE) au niveau du trumeau central (le pourcentage

T
d éloignement chutte jusqu'a atteidre 1.69 % voir tab-1-).
Ceci pouvant résulterdu fait quel'estimation du chargement
au niveau dela partiecentrale duvoile est pratiquement la méme

pourlesdeuxméthodes.



Nous constatons par contre un léger éloignement des déplacements
fournis par les deux modélisations au niveau des trumeaux extremes
(le pourcentage d'éloignement atteint 33.33 % voir tab-2-) ,ceci
pouvant s'expliquer par la sous estimation du chargement vertical
dans la modélisation en portiques équivalents (au dela de ligne

moyenne des trumeaux extrémes le chargement est ignoré) .

D'une maniére génerale, la structure semble étre plus rigide
dans la modélisation en portiques que dans la modélisation en

éléments finis .

B T =




Resumé des pourcentages d’'éloignement des deux méthodes

Pourcentage Pourcentage
max imum maximum
Linteau 1 19.95 % 1.69 %
Linteau 2 22.06 % 2.83 %
Linteau 3 23.29 % 3.04 %

Chargement permanent

Pourcentage Pourcentage
maximum max imum
Linteau 1 30.76 % 7.39 %
Linteau 2 32.81 % 1.86 %
Linteau 3 33.43 % 1.93 %

charges d'éxploitation

- Thh-

tab-1-

tab-2-



Les pourcentages ont été calculés comme suit

valeur Mrer - Vvaleur MPE
( ) * 100
valeur MEF

2= Chargement sismigue

S'agissant du chargement sismique,la convergence entre les deux
méthodes ( MEF et MPE ) est meilleure lorsqu'on s'éloigne du bord
sollicité (bord gauche ).

NB : Globalement les résultats fournis par les deux modélisations

sont d'autant plus similaires que 1'on se rapproche des plus

bas étage.
Pourcentage Pourcentage
maximum maximum
Linteau 1 4.72 % 1.20 %
Linteau 2 11.61 % 1.66 %
Linteau 3 21.47 % 4.73 %

Ccharges sismiques

Xl 3 ¢ - Interprétation

L'analyse globale des constatations conduit a quelques

interprétations possibles qui peuvent se résumer en les points

suivants .

1- La difference de la conception des deux modélisations

Alinsi

la méthode des éléments finis donne des resultats plus proches de

la réalité étant donné que dans cette méthode le voile gqui est un
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milieux continu est modélisé comme tel ,contrairement dans la
méthode des méthodes des portiques équivalents ce méme voile est
assimilé a un milieu discret ( assemblage de poutres )

“r

2 - pifférence des répartitions des charges sur les noeuds :

11 ressort des constatations dégagées dans la section Xl 3 b

que La convergence des deux méthodes MEF et MPE est meilleure sous

charges concentrées que sous charges réparties cecl pouvant
résulter du fait que ,le calcul du vecteur force nodale est
automatique lorsqu’'il s'agit d'un chargement concentré ,

contrairement a celui relatif a un chargement réparti qui
est calculé suite 4 une transformation des charges

réparties en forces nodales statiquement équivalentes
moyennant des techniques différentes d'une modélisation & une

autre .

REMARQUE CONCERNANT L’EXEMPLE 2 :

L'analyse des résultats obtenus par 1'exemple 2 fournit une
meilleure convergence de la M £ F (ceci est illustré par les
graphes),ainsi que la confirmation des résultats dégagés

dans 1'exemple 1

CONSTATIONS CONCERNANTS LES CONTRAINTES :

1: CONTRAINTES NORMALES SIGMAX :

£n analysant les graphes des contraintes auxquelles est soumis
le voile étudié nous constatons sous chargementvertical ,les

contraintes normales sont concentrées au milieu des linteaux .
rar contre sous chargement lateral ,les contraintes

gont intenses au niveau du bord extréme chargé ,elles diminuent
au fur et & mesure que 1'on s'en éloigne jusqu'a s'annuler

a proximitée du bord non chargé.

2: CONTRAINTES NORMALES SIGMAY :

concernant les contraintes sigmay ,elles sont intenses au niveau
des extremités des linteaux ,ces derniers étant faiblement
sollicités par rapport aux trumeaux,cecl s'agissant du chargement
vertical .Sous chargement lateral ,nous remarquons les valeurs
infimes des contrainres tout au long du voille.

s 446 =



3: CONTRAINTES TANGENTIELLES TAUXY:

Sous chargement vertical ,les contraintes tauxy sont concentrées
aux extremités des linteaux ceci pouvant étre causé par
1'intensité de 1'éffort tranchant aux niveau des bords encastrés,
contrairement les trumeaux sont trés faiblement sollicités.

Nous constatons par contre sous charges sismiques la diminution
des sollicitations au fur et a mesure de 1'éloignement du bord
chargé ,ainsi que la concentration des contraintes au niveau
linteaux.
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CONCLUSION :

pe cetle étude il ressort qui'il est trés difficile de comparer
les deux méthodes étudiées (la méthode des éléments finis et la
méthode des portiques équivalents ).

rn effet ces deux modélisations sont des techniques de
discrétisation quil requiérent la résolution de systemes
d'équations algébriques gimultanées en vue de déterminer les

déplacements nodaux .

A part cette similitude ,les deux méthodes apparaissent trés
differentes 1°une de 1'autre surtout en ce qui concerne le nombre
de degrés de libértée requit pour atteindre la convergence. Ainsi
dans 1'exemple 1 la modélisation du voile é&tudié par portique
exigea un nombre de degrés de libérté invariant et réduit égale a
36 pour fournir des résultats trés proches de ceux déduits de la
méthode des éléments finis ,cette derniére nécessitant 3330
degrés de 1ibérté,cependant on doit aussi se rendre compte de
de la possibilité d'une étude détaillée de la structure qu'offre
lampEe.

1] ressort également que la comparaison des deux modélisations
depend inévitablement du type de probléme et de 1'intensité du
maillage ,de telle maniére que ja M F E tendra & étre embarassante
lorsqu'il s'agit de de modéliser un voile de trés grande hauteur .,
présentant plusieurs ouvertures et ceci pour la considérable

capacité mémoir exigée et gue 1 'ordinateur ne peut fournir .

1] apparait aussi qu'aucune des deux modélisations ne peut

supplanter 1'autre aisément .

Les avantages de la M P E résidant dans son attrait pratique et
la relative facilité avec laquelle les structures compliquées
peuvent étre modélisées il semble donc qu'elle soit plus

exploitable lorsqui'il s'agit des structures compliquées .

Concernant la M E F la nature cette modélisation a pour
consequence 1'augmentation de la précision avec le nombre

d'éléments de discrétisation ,cependant 1l a été confirmé que
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cette augmentation rend plus grand le temps de calcul nécessaire

pour obtenir la solution ceci a pour effet un coit plus éleve.

kn conclusion la méthode des éléments finis est une méthode Lrés
précigse mais colteuse ,contrairement la méthode des portiques
consomme moins de temps machine mais ne peut fournir les

résultats qu'en des points particuliers de la structure

modélisée.
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