REPUBLIQUE ALGERIENN

- £+ d ‘
N - P8 A W :_“ L-:!J'—"J—}J‘ L.-\J&—G—Q—)—‘ s ')
dsanl) dabl i E DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 8

[

Hlal‘l n.i..._’:f\_._l‘l ) (..:_1:_:)‘ ;J\jg

MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

oy
3
v

ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE

DEPARTEMENT GENIE CIVIL

PROJET DE FIN D’ETUDES

SUJET

PROGRAMME DELEMENTS FINIS
SUR  MICROORDINATEUR |

Proposé par : Etudié par : Dirigé par :

L.T.P.C. TELMAT Zine Eddine. Mr. BARAKA.
HADJ-CHERIF Mahdjoub.

PROMOTION ; Juin 1986

E.N.P. 10, Avenue Hacen Badi — EL-HARRACH - ALGER






Tolam) sadcd) Lok Lo aldl
“IBIBLIOTHEQUE — iz =]
Ecole Nationaie Polytechnique

~—=A-MON PERE-A QUI JE DOIS TOUT
A MA MERE
“A MES FRERES ET SOEURS

A TOUS CEUX- QUI ME SONT CHERS

ZINE - EDDINE

A MON PERE
A MA MERE

A MES FRERES ET SOEURS AINSI QU'A TOUS MES AMIS.

MAHDIOUB



REMERCIEMENTS

oLgtH:ugdlgmglLu¢J
BIBLIOTHEQUE — i__: =
Ecole Nationale Polytechnique| -

On tient & remercier avant tout Monsieur BARAKA, pour nous avoir

inspiré ce quet et pour 1' alde que nous avons toujours trouvée

aupreés de lui.

" "Nous remergions Messieurs BENDALI, OUAMEUR CHERMOUTI -ainsi que

tous les responsables au niveau de L.T.P.C et ceci pour nous

avoir donné les meilleures conditions de travail au sein de

1'Entreprise,.

Nous remergions éjalement tous les enseignants ayant participé

3 notre formation.




S 0O MM A I R E

S dsull b 20y
BIBLIOTHEQUE — e
_ Ecole Nationaje Poiyiechnique
CHAPITRE__I_ : Introduction T
Présentation du sujet. - B
CHAPITRE _2 : Présentation de la M.E.F

- Généralités
- Formulation des éléments
S - -=-Assemblage des éléments

- Conditions aux limites et résolution.

) CHAPITRE__3 : - M.E.F en Elasticité linéaire
- Probléme d'équilibre
- Forces uniformément réparties

- Présence de 1l'eau.

CHAPITRE__4 : Poutres tridimensionnelles en élasticité lindaire

CHAPITRE__5 : Poutres tridimensionnelles en plasticité

BIBLIOGRAPHIE,




ol ssaiad i) L judl k
BIBLIOTHEQUE — E_f_:-g;u!‘u\

Présentation du travail

Ecole Nationaie Peiytechnique

Cette étude présente un programme en langage fortran de résolution de

problémesdivers dont :

- Calcul des déplacements et des contraintes en élasticité lindaire (&léments
réctangulaires & 3 noeuds et 2 degrés de liberté par noeud).

Calcul des pressions interticielles dans le cas de présence d'eau.

Ces calcul ont été faits dans les 3 cas suivants :
Contraintes planes, déformation planes et axisymétrie.

- Poutres tridimensionnelles en élasticité lindaire

- Poutres tridimensionnelles en plasticité

L'outil de travail étant un mini ordinateur de type olivetti M 24,
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PRESENTATION DE LA METHODE DCS

ELEMENTS FINIS —_— N
. . I = TRVCR RN S T
BIBLIOTEQE
Ecole Nationate Pojvtectimo |
Principe —_—

[a methode des &Léments {inis permet de resoudre des probfimes de
mecanique des milieux continus en discretisant Le milieu a &tudiex,
c'est a dire en Le consddérant composl d'un grand nombre de petites
parties dites elemenis finis, possedani chacune ses propres fonclions
pour décndire contraintes ot dé formations, et dont L'assemblage repré-
sente au mieux Le milieu réel.

On choisit ces fonctions de facon qu'elles assurent La continudil du

comportement dans L'ensemble du mifiew.

Type d'éléments

1/ - élément barre

Sext & décnine Les poutres entreillis et fLes ossatures a 2 ou 3
dimenssions. .

combiné avee £'éfLement plagque, L{L peut representer des firanits de
raidissement.

2/ - éféments plaques minces chargées dans Leur plan
L'68ément triangle e quadrilfaténre sont des formes géométriques de
cette classe.

3/ - éféments volumiques

Analyse globale

12 existe plusieurs formulations pour construire Les equations
albebriques de representation globafe par eL&ments findis.
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- methode des déplacements
- methode des forces

- methodes mixtes

L'utilisation de L'une ou L'autre de ces methodes depend du choix
des inconnues a approcher.

En ce qui conceane notre travail, on a utilise La méthode des
déplacements qui présente une plus grande souplesse et une grande

a
simplicite pour L'application des déplacements admissibles.-

Apres avoin effectud un maillage adequat, on considére Les déplace-
ments aux noeuds de ce maiflfage comme Lnconnues, et nous approcherons
au sein de chaque éfémenit Le champs des déplacements par des fonc-
tions d'intenpolation polynomiales assurant La continuité des dépla-
cements genene £448s aux noeuds ou & L'interplace de deux éLéments.

Formulation des éLéments

12 exdiste deux mézhodes de formulations des equations gorces
déplacements des éLements :

La méthode &inecte et La méthode vardationnelle

1/ - Mézthode directe

Pour cette méthode, on formule Zes éfLements en combinant dizecte-
ment Les Zrnols equations d'éfasticité - '

-—equation d'équilibre
- equations de formations - dépfacements

- equafiions intrinseques du matériau

Avanit de donner de plus amples détails surn cetie méthode, arrltons-
nous un peu, pour explicitern Les trnois equations d'élasticité citées
ci-dessus.



Equations differentielles de base de £'éfasticitd Lineaire

En elasticité Lineaire, on fait deux hypothdses

- Les deformations sont trnés petites

- Les Lois de compontement contraintes - deformations sont Lineaires

La théorie de L'éfasticité peut se résumer en trhois ensembles

d'équations

1- equations differentielles de L'équdilibre

2- equations differnentielles de formations - deplacements
3- Lods dntrinseques des matérlaux

La combinaison de Zoutes ces equations permet de former Les equatfions
di{ferentielles qui regissent Le comportement du solfide

1 - Equations differentielles de £'équilibre . -

3%
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Pounr un éLément de volume
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en elevant au carné et en eliminant fes teames d'ordre supérieuxn
(hypothése de petites dé formations), on aura

S K oy =SV L Sy |
SR A T

De formation tangentielle de findie comme étant La défoamation
d'un angle qui est droit avant dé formation:

En taidimenéionneﬁ, L suffit de completer par Les equat{ona sudvantes

\ - S Xz =2W
. E%—- ;;/ ’ ‘Gx'i’bv_—_é\;] A 5% ) \fé

Sw 8\
33

3 - Equatdlons intrinsegques des matériaux

Ces equations caracterisent Zes propribtées mécandiques du matérdiau -

Dans L'tssadi de tractionisimple d'une éprouvette cylindadique, La
partie Linéadire du diagramme contrainte de formation 4'exprime

- alge briquement par La Loi de HOOKE

i
et 54 on suppose qu'on a une certaine de foamation inditiale ?E«X'/
alors nous aurons
v
w— = r (7
~EE&y —ECY
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Pour un mifieuw a 3 dimensions
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- en de goxmations planes
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étapeé de La methode directe F = KU

1 - On exprime Le champs des déplacements de £'éfement en fonction
d'un nombre {§ini de vardlables 1‘Q‘B de preference £es degrés
de Ribentéd %}5S(1ux noeuds de £'élLement.

2 - On expadime Le champs E"deé de foamations de L£'é¢fement en fonciion
des degrés de Libexté DL en derivant e champ des déplaements con-
gormement aux equations déformations deplacements de L£'élLasticdité

3 - On introdudlt La Lod intrinseque du matérdiau (;::EE__\ Epoua -
établin fLa relation entre Le champ § et Les degrés de Libenté §!§k'

4 - On construdlt Les equations decndlvant Les 4orces iffﬁaux noeuds
de £'¢fement comme fonction du champi de contraintes § on obtient
ainsdi La relation entre i_p\s &y \_ bk qud constitue par defindtion
Les equations de rigidité de L£'élLement.
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Methodes varlationnelles

Les méthodes variationnelles ou de £'énergie, constituent en méca-
ndique des structures une approche pudssante, trhés utilfisée pour
La formulation d'Equations d'éLéments.

I£ exdiste plusicurs principes variationnels.

I - Prdincipe des travaux vintuels.

Le principe des travaux virtuels constitue-Le fondement des principes
vardlationnels.

En fadlt, Le princdipe des travaux vintuels constitue en Lui méme
un moyen de formulation des equations d'éLéments finis, ses 2 formes
Les plus courantes sont celles des déplacements vintuels et des
forces viatuelles qud menent respectivement aux principes classiques
—— —de fL'energie potentielle stationnainre et de £'énergie complementaire

Atationnaire.

Déplacements vintuels.

Considerons un corps en équifibre sous des forces de volume et des
forces axtéiéeu&eé, et qud subit un déplacement vixtuel | §4ctdif)

dont fe champ de déplacement peut &tre decait paxr des composantes 8V.
V. et 8W en chague point. Ce déplacement virtuel devra &tre cinema-
tiquement admissible c'est a4 dire enprimable par des fonctions con-

Tinues des coorndonnées de f£'espace, et qudi satisfont aux conditions

cinématiques de fronitidéres £a ol celles-ci existent.

Exemple . o=

*%."

Admissible | won wilid sxdibite
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Sous Les hypothises enoncées precedemment, Le principe des thavaux

virntuels stipule que dans un déplacement virtuel 8D, La somme de La
variation depotentiel 8V des forces appliquées et de La variafion SU
de L'énengde de de formation interne est égal a zéxro

su + 8V =0

avec

tu = | @ .8e.dvey o SV =[Sa]iF}

Vol

Discretisation du travall vixtuel par Les eLements finds

Le but est fLa construction d'une procédure générale de formulaidion

de La matrice de nigdidité d'un elément fini.. _ -

A = [N](B)

o N : matrdice des foncitions d'intespoletion en appliguant
des equations de formations déplacements adequates

e = [B]s)
On & aussd : avee L : matrdice operateur differentiel )
sa=[N]isa) o Se=[B]isa} [B]=[L]IN]

Appliquons Le principe des déplacements vintuels dans Le cas
général oa Lf existe des forces de volume dans ce cas fLes equations
intrinseques du matériau 4'éendivent :

T =[] §€]

O : tenseur contraintes e
E. tenseur deformations

Le travail des effonts intennes A'éendit

LL= S S ¢ A Cvel)
vol.

: e 2 i, . f)‘

= QU= S_E.QL\Y} we & (vel)
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afin d'obtenin des formes discretisées on a :

¢ _CoI{al & o8 =Ll L8l

= SU=Csqarxafal |
avee [KJ=[ fGe37Tearsasd v@\j,.J

passons maintenant a La vardation d'énergie potentielle des forces

Sv=[ §a71 {(F)

Pour fenirn compte des forces de volume, LL faut completer La varia-
tion du potentiel des forces appliquées 8V par L'intigrakle, ——— ——

NX
SA . X & val) avec X= &%1]
Vol

GA=LNI L sny
— SV=—L &1 [ F- F‘E")

%; LZ;. [:YdjjT-[: yft} C&(r\[Cifi>___‘A;Afn_.ﬁ_
vol

R<\\Se
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Comme X = — Y_?j& owe A [N:\ XAB

5\&, Seovie Q& \F\”‘E 4 "[“\]{AB

ovec (W) = 3 INTTC 0N & (ol
Vol

wWoxTite e WM RSSRe. 7
ewn forivont SU g\/—o o Qs
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ANALYSE GLOBALE

1L existe 3 methodes pour construire Les equations algebriques d'une

representation globale parn elLéments {inds

-_—
1

Methode des dépfacements

equation de ndigidité

{Fy= DRICAY

Mézthode des forces
equation de souplesse

LATE] AP R

Methode mixte

equations mixtes forces - déplacements

Ry

On utilisera La méthode des déplLacements qui est La plus simple et La

plus puissante. Les Linconnues etant fes déplacements aux noeuds.

Méthodes des déplacements

Pour cette méthode, £'assemblage des matrices de rigidité &Lémentaires

se fadit en chaque noeud de La struciuxe.

On obtient ainsd La matrice de rdigidité globale a L'état Libre. .

1RV =[x ol Lo



Puis on introdudlt Les conditions d'appudis

Mais a ce stade La nésofution ne peul se 6aiae—eﬂ—&diéon des mouvements

de conps nigides qui ne sont pas bloqués ce qui rend La matrdice de rdgi-
dité globale singuliére; on doit donc on dodit déteaminer une matrice de

nigiditée qud tdent compte des conditions d'appuis, ce qud nous permel

La nésolution du systime.

En nésumé, Les différentes étapes de La méthode des &lLéments {inis sont :

1 - Ideaklisation de La structure da étuddiex

2 - Discretisation de La Atructure au moyen d'un maillage adequat, avec
poun Linconnues Les déplacements aux noeuds.

3 - Cafeul des matrnices de rigddité efémentaires

4 - Tntroduction des condditions aux Limifes

6 - Résolution
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PROGRAMMATION

Etapes d'un programme d'élLéments {4inds

1/ Lecture, vérdification et organisation des données décrnivant Le
maillage (noeuds et éfLéments), Les paraméires physiques, Les soLLici-
tations et conditions aux Limites

2/ constructions des matrices et Wecteuns elLémentaires, puis assemblage.
3/ resolution du systéme d'equations aprés prise en compte des condition
aux Limites

4/ﬁimpxeééion des resuliats aprés caleul eventuel de variables
additionnelles |guaglients, contraintes...)




PRESENTATION DU PROGRAMME

Le programme B.B.M.E.F. que nous developperons et dont nous chargenons
certains &féments est Le programme établi dans touzot et DHATT Gorit
en Langage fortian

I£ traite des problémes & deux dimensions avec un degré de fLibernté
par noeud;, et {i& utilise des élements trlangulaires a 3 noeuds

Le programme est\tructuré de La maniére suivante

1/ - Organisation des données

- création des tables de coondonnées des connectivités et de Loca-
Lisation des noeuds £iés _

2/ - Llectunre des Forces concentrées aux noeuds A0LRACALES.,

3/ - Formation de fLa matrice de nigidité &lementaire
4/ - Assemblage des éfements
5/ - Resolutdion du systéme

6/ - Impression des résultath

Le piogaammé"piﬁéente un programme principal et cing subrontures
Quem b g vT.i
- BBMEF (P.P.)
- grdille

- Loce §
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- éLememoo

- assemb

- neso0fl

Leurn fonctions sont présentés sur Le tableau ci-dessous

Subroutines - Fonciions
NOM FONCTION
BBMETF - lectunre des so0llicitations concentrées
(P.P.) - - lecture des conditions aux Limites -

- impression des nésultais.

GRILLE ' Lecture des coordonnées
- lecture des connectlvités

LOCEF - construction de La table de Localisation
des éLements.

ELEMOO Formation de fa matrice de nigidité &fementadire

ASSEMB Assemblage des éLements

RESOL Resolution du systéme par trdlangularisaiion
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Gritle

ELemoo

PRINCIPAL —
N/
Lecture des
so0llicitations
nodatfe.s
< | Loce§
N
/
( Assemb

Lecture des conditions
aux Limites

Impression des
nésultats

Fin

Resol
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Etude d'une structure en elasticitée Linéaire

(2 degnés de Libesaté pan nocud)

Nous étudierons d'abord Le probléme d'équdilibre

[x] LAy =1F]

On remarquera qu'étant donné .qu'on est en elesticité Lineaire La
matrice de ndigidité est Lindependante des déplacements.la matrice
de ndigddité est symetrique

Le probléme d'équilibre consiste a caloulen Les déplacements dans
un cas stationnaire o partin de L'equation discretisée

I{al= {F)\

Apres avodn decomposé notre stiucture en elements triangulaines
agec 3 noeuds par element, on approximera Les déplacements par des
- fonetions d'interpolation.

TR

b Py
T Fws .
IS5 /--—\b e <
/ q- ¥
, .//, ’/// e Ty % Ko
T P =
"X L §

S s < AL

YL LEEL LT
6"\/

<
(\'.)

=
=
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6 degrés de Libenté decrivent Le comportement de L'éfement

_ R
%.55}. = [;)4 \4 \5; \{L LJS \{é]

et étant donné La symetrie des formules en X et ¥V on a :

U = ‘Qq"{'—C‘QQ_};\ +ﬂ5‘y

V = qy + agX4agy

On tvalue U et V aux points 1, 2 et 3

Uy = Q4 +Qg Xy + az Y,

Uy == Qg -+ Qg, Xy 4 Qi \}2:
Ba = 9 + 9,7 + Qs Yy
Va = Gy + Qg %4 + AcY,
Vy, = Qy + Qs X +<ACY

Nz = Quy 4+ Qs Xz 4+ Qg

En nesolvant, on thouve Les sofutions qu'on peut mettre sous La
forme :

e _é_\_&_ I:( Cyy+ Caa X +C ) Uy + (Cag+ Caz X +Cap)) Oy
-+( Caz +Can X + C33 ‘J\ V3 ]

A . . H \\.

N = K B Cq + Cgq XA C—‘mkﬂ\fa 4 \&4,1 X c,ux—m%\)) b

A- ( Caz > Caz % 'J“CBE\Q\) \3:5}
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Caz= Xﬂ\fl Y? \{«{L CQ_/l":— \{1"‘\’“‘;:
Coo= Ns -'\[4__ C 9= FA-No

= ® ' CLc%,QL = 7g,4-——>f§5
Czz= KXo . KA

l A % ; e
Q,\’ 25 c‘&e\. >?.)_ 32_ :Q/A
-’\ ¥z Y=

avec A : aixe du trdangle (L'¢Lement)

on peut dO{c\jiAL%QT Nj i AE — UE {U‘X

N N \fs,
U._:: ____/_\..._._ R + Q@ NT i
obhl @ WA O Ny O Na Vg

\a
== 4 2

‘avec

= (G Caax ACzay)

Ng = ( Cra x Gran C%T)_‘h
No= { CmaCorn C'zsﬂ

on a aussdl

R
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Qti}mthcl{&gﬂﬁ 6::EB]{AB

ovec [B1=T\1 L W] B
(;244 O Cqaq. ») (__"‘__2_?b .
o cza O Cz o C=p
| Cza €24 Czy. C99 Cmz Com |

On chexche £a matrdice {Al qu& h&f&e cont&a&nteé et 6once4 aux noeudA

-,

par exemple

Fya =5 | O 3)8% = o Exy + (R % 2 xﬂ

a ' a&de de transformation de contraintes aux bords en forces aux
noewds on obtient La matrice (A) et finalement on aura :—— — - ————

(K) = (A) (D] [(B)

(p) : matrdice de raddeux
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La matrice (K] doit &tre symeirique, madls L'equation sur Laquelle

se fonde La méthode directe ne garanti pas cetie symetrie. La

matrice (D) est symetadique, mais (A} et (B) ne Le sont pas necessaire-
ment. La difficulté de construction de matrice symetrique peut &fre
sunmoniée en nemplagant La matrice (A) par La transposée de La matrice
(B) ainsi done on peut caleuler La matrice de rigdiditée (K) pax

La formule )

K= S@[B]_T[D]__[ Bl ddl= a.t @ D] =

od §'est L'aine de L'élement
£ : epadsseurn

La matrice de nigiditée élementadire est calculée pour Les 3 cas sud-

vants : ’ -

1/ - contraintes planes
2] - deformations planes
3/ - axiAymet&fe

pour £es 2 premiexs cas, seule La matrice de radideur (D) change

pour L'andisymetrie (D) et (B) changent avec : - - —



, _—— __j\_______"_ . o o
©= 3R i’ ey
) Coyxr Cazq \
D WAY, C?:ff’) C—.‘L’E

O
A © Ceay O C.=,

S—

Comps Moz
Coas= Yu=T4
S TNy

C = s P }\,\._‘&-_g o B

C— AR = X')_;-x}l
C = RYa= %2 Yo
AL = AN — XY=
C A= A AM - Ry
CA :QLC- AA /xu‘%ﬂrczﬁr( CSAWG/XG»)
< = (Copa]¥O)+Cagn(C 22 (ONE]
&)\

._ie_"ﬁb_ _::@ CA%/XGBATCZ%'\—CC%% &}‘C/)(ﬁ il
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(D) est donnte dans La paritie npappel d'élasticdtin.

Programmation

on a cxbe une soubroutine (ELEMOZ2) qud remferme tous Les calculs
concernant L'élLement et c'est dans celle-cd qu'on a Lintroduit fa
matrice de ndigidité éLementaire notée (VKE] .

on a introduit dinectement VKE apnés avoir fait manuelflement Le
produit (A) (D) (B)

mais finalement on a changl en optant pour fe calcul de matrdice
de nigidité élLementaire en introdulsant (D) notte DEV el (B)
notée VBE. e ~ .

dans notre programme on étudie 3 cas differents (contradintes planes,
de formations planes et aydsymetrie) dont La matrice de raideur vardie

d'un cas @ L'autre, tandis que La matrice B est La méme poux
Les 2 premiens cas cités mais a une fLigne et une colonne de plus
“dans Le cas de L'apdlsymetnie.

notre but est de ch@rcher fa matrice de nigidité VKE qu'on obtiendral
en effectuant Le produit A. t. (B) (D] (B).

on a procédé de La mani€re sudlvante

- on a introduit LRes matrices de raideurs qui sont d'oadre (3,3)
pour de formation plane et contrainte plane et d'ordre (4,4) pounr
Llaxdisymetrie, et on a introdudit La matrdice (VBE) d'ordre (4,6) et
suivant Le cas on bouche avee un indice I = 3 ou 4

ba !

on 4ait dabord Le produit (D) (B) on obtient ainsi lLa matrice [(DR)

puis on obtient (VKE) = (BIJL (DR]



ORGANTGRAMME

1/ - contraintes pfanes C P

2/ - deformations planes D P

3/ - axisymetfrie A S _
GP @

(Dev) (DEV) (DEV)
en CP en DP __en AS.
LEE 5 1 =3]| I =

Boucle sux I,J' LjLL;JLmql
R (1,7) - 0
(DR) = (DR) + (DEV) (VBE)
- —
Boui e sak L. | (vKE) = (VBE)T (DR)
Retuxrn

. End
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2 ASSEMBLAGE DES MATRICES ELEMENTAIRES
Apres avoin determiné toutes fLes matrices éLementaires dans Le nepénre
global, £t faut Les assemblen au moyen des conditions d'équilibre en’

chaque neud. Nous obtiendrons ainsi La matrice de nigddite globale
a "L'état Libre",

Programmation : _ S S

Régles d'assemblage

depuis une fotale de Localisation LOLE dans une soubroutine LOCEF qui
donne La position de chaque terme (Un) dans (Dn) cette fable est iden-
tique a La table de connectivités définde dans fLe sous programme GRILLE,
la .kdfim-env)saio-hmdie La table LOCE est égafe au nombre -de degrés de Libexnté
de £'¢Lement exemple de de{finition de La table de fLocalisation pour 2
degnés de Libenté ]

r{v



element noeuds
1 1 2 4
2 1 4 3

<:[l¥<?7::;<£ \J/‘\J/\ \li_\fi_ \J?S\LEb \JUFFJL¥:7
é?ement 1 - _
< Dry = < VUaVs Un Ny UL\_VZ‘,‘7
L 0GB b % & T Vo

eLlement 2

< A5y = 2 OANA Uk_\iq; U).%\,L{)7
LICE=<A.2. F. %. 5.6

On introduit un sous programme ASSEMB qud assemble Les éfements &
partin de La table de fLocalisation.

~ L'algorithme général qudi effectue fes deux &tapes de £'assemblage
est Le Asudvant :

1/ =—initialisation des teames (K) et |F) & zéro e

2/ - pour chaque éfement

afoutern chaque tennm.%{tg de sa matrice élLementadire au terme
de La matrice de ridigité globale.



_ajouten chaque texme {4 du Wecteur &Lementaire des sofLlicitations
au terme F.-p du Necteur global.

Fr =Fx +_T_'\~ [ J\,i--“‘?

Organigramme

début d'assemblage

| initialisational0
de |VKG et (VFG)

construirne KLOCE,
(VKE,VFE.

t chaque call assemb

nent

Fin d'assemblage



3/ - Introduction des conditions aux Limiztens

Pour une siructure @& n noeuds et étant donné qu'on a 2 degnés de
Liberté par noeud, on obtiendra un systeme de 2n equations, avee un
nombre d'inconnues '
dnferdeun @ 2n en naison des condifions d'appuis,on doit détexminex
une matfrice de rdigidité & L'état fLite, qud Zienne compte des condi-

Llons d'appuis : g < - e e =R

On peut introduire Les condifions d'appuis par 3 méthodes

1/ - néarnangement de fa matrice K

2/ - par L'intexmédiaire du terme diagonal dOm&nani dont Le prdincipe
est Le sudvant

s0itiLe noeud bLoqué cad 3 :h—\li
.on nemplace : K ‘;o.'r \Q\\ A4 QL
F\ FU\.\’ 9\ U\ ———

UL'étant un nombre trés grand par rapportaux K44

3/ - Methode du teame diagonal unitainre

Princdipe : = mEa e

Pour un noeud £ bloqué

On kemp£ace son terme diagonal par 1 et on annufe L0 % *“1'£4gne et
La V<™ cobonne



o —

Donc celte méthode consiste d@ modifier pour chaque relation
Le vecteun force (F) puis La matrice de ndigidité (K]

FIS ?;F_g,__,‘f(g; Ui 5= A O ))—Safx
§:§::: ‘1ﬂ ‘
Kit=%3\
kil = A S

e r— ~F, - “E:],_.,
kAA - — __,_,_@‘ = == -'-'""K Ah }/\ \(‘ﬂ.\ \
; Riy?
O--=-0 —=—-- 4'—-— 7
| !
h

On a opté pour cette méthode qui donne plus de precision et qud ne
présente pas de problémes pour La programmation.

Les conditions aux Limites sont introduites dans Le programme principal
ELAST

4/ Resolution

Aprls obtentdion de La matrice de rigidité globalfe et £'introduction des
conditions aux Limites, on obtient fLe systéme

- Fye0asy e

et pour La resolutdion, on utifise La méthode de Gauss qui est une
méthode competitive en raison de petit nombre d'opérations qu'elle
necessite. Pour un systéme N X N on a :

N%/ additions et N;/ multiplications
/B A
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P&og&amme

Lorsque La matrdice (K] est stokée dans une fable a deux dimensdions VKE,
La méthode de Gauss qu'on introduit dans un sous programme "RESOL",
trans forme La matrdce (K) en une matrice trianguladire suppéricure.

La table VFG contient fLe vecteux

(F) en entrie et fLe vecteux (Bn) a La sontde

Contraintes dans Les efements

Nous caleulerons Les contraintes au sedns de chaque &Lement. Dans
Le cas géntral nous avons

. 5=[) Ley=CoIT8IA]

Donc .on caleule d'abord pour chaque éLement fLe produit (D) (B),
(D) et (B) étants definis dans La partie "calcul des deplacements”

Aprés avoir trouvé Les déplacements aux noeuds, on trouve directfement

6§ - (0] (; A}

Programmatdion

Aprés avoin calculé Pes déplacements {Q}, on fait de nouveau appel
au sous programme ELEMO2 pour nous donner Les matrices (B] et (8]

" Aprés avodirn obtenu Les deplacements aux noeuds c'est a dire aprés —
La soubroutine Resokl, on introduit un sous programme noté CONTR
par biais duquel on cafcule Les contraintes au sein de chaque éLement

en passant par Les etapes sulvantes




B3~

On fait Le preduit Matriciel (VBE) (DEW) qu'on affecte a une
matrice notée [(DR)

On effectue Le produdit du vecteur deplacements (D) avee (DR), on
obtient ainsi Les contraintes notées CONT.

Organigramme de calcul des contraintes

Vecteur (B) cafeulen

ofe Call ELEMO? : construction des matricek
eléments ;
¢ NELT aires (B) et (D)

Call CONTR : cafcul des contraintes
pour chaque éLément (contr =(D) (B)a

Amprimer fLes nésultats

Stop
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CALCUL DES FORCES

Nous avons Lintrodudit 3 types de fonrces

1 - Forces de volume

2 - Forces concentrées aux noeuds

3 - Forces répanties.

1 - Forces de vofumes

FG = V.G

On prend une @epaisseurn undtadire d'oa V-= surface de L'éLément
(triangle) x 1 et G =9- g.

~ Pour distribuer cette foxrce sux Les noeuds, on suppose que
La surface nevenant a chaque noeud est égale a 1/3 de La surface de
L'éLément et puisqu'on a 2 degres de Libexté par noeud donc

FGx = 1 /6 B. Gx FGy = 1 /6 B. Gy

avec

— . B : surface de £'élément (tadiangle]

2 - Forces concentrés aux noeuds

Pour ces forces, on Les introdudt directement

3 - Forces népanties.




>
Y<U.

Pour Le caleul des forces undformement repariies, on doit transformen Les
forces sur chaque face en forces noamales et tangentiefles en chacun des

2 noeuds de fLa face considérie.

)

—

On décompose Les forces aux noeuds I el J en forces noxmales et tangentielle

Les fonces néiultantes sont fLes rtactions d'appuds.

‘,UI VY3

Pl




FxT <« ENT x Cos of — FTI.Gn ol

= FNI_-g'\ﬂo{H FT1I . .Cos8 d

FXT = FNT, cosod —FTT.Sinel
FYTZ2FENT x sinodlag FTT cing

Puis on caleul

global.

Les forces normales et tangentielles dans Le repére

Sufvant X
en 1 : VFG = (FxT/3 + rx3/6 ) x L
en J : VFG = (FXY /6 + Fx7/3) L s b S

Sudvant : VY

en T : VFG = (FYT /3 + FyJ X L
6

en J  VFG = (FYI/6 + FVYI/3) X L

L : fLcngueur de La face

Pour R'axisymetrdie




Pour les forces surfacique, dans les cas de déformation planes et

contraintes planes, on a pu faire une approximation, en considérant que

les forces revenant aux noeuds d'une face considérée, est représentées
- - . 1 - - 5 - -

par les réactions d'appuis, car nous avons des forces trapézoidales sur

un élément plan,

- f— —

Mais pour 'flax{symetxie' .., on a des forces trapézoidales sur des
Y P

surfaces trapézroidales,

On peut décomposer la surfaceitrapézoidale en 4Lsurface‘re6téngﬁléire -
et 2 surfaces triangulaires. Pour la surface rectangulaire, la distribution
des forces se déduit simplement, mais pour les forces trapézoidales

sur les surfaces tridngulaires, on peut les calculer & partir des intégrales.

voir zinkeviteh annexe 3
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Finalement on obtient que :
Pour I

Suivant x

VFG (2I-4) = (Fi (XL + xJ)
| 4 12

+

PRI ( xF +X1i/12 )] 277 x L

Suivant y

VFG (2TI) = (FYI (xI + XJ )
e o _ 4 12
i + FYJ (XJ + XI) | 2 x L
12
“Pour J

VFG (2J-4) = (FXI ( XJ + X5 )
12
+F (X3 . XI )] 2rxL
4 12
VF¢ (2J) = { FYI-(.XI + J/I2-)--—
+F (X3 | XI ) T L
4 12
Pour le cas de cylindres : XI = xJ

En remplagant dans les équations précédantes on

que pour les déformations planes,

«retrouve les m@me équations
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Programmation des forces surfacique ( uniformément réparties )

Les forces surfaciques introduites dans le programme principal sont de

2 Types

- Charges normales & la face de 1'élément ( FN ) =

- Charges tangentes & la face de 1'élément ( FT )

> 2

On boucle d'abord sur le nombre d'éléments chargés en introduisant le

numéro de 1'élément chargé puis le nombre NF de faces chargées et on

boucle sur ce dernier, y
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Pour chaque fage chargée, on introduit les deux noeuds de
celle-ci avec leurs composantes F.N.I. et F.T.J en respectant la conven-

tion de signe donnée ci-dessous:

-Donner successivement le premier puis le deuxiéme noeuds
de la fage considérée avec leurs composantes F.N.I. et F.T.I.. Les
noeuds sont donnés par omdre, suivant le parcourt de 1'élément au moment

de l'introduction des connectivitées.

Les charges surfaciques sont transformées en charges concen-
trées au noeuds I et J en des composantes F.N.I., F.N.J., F.T.J., ensui!
te, ces composantes sont projetées sur les axes X et Y dans le repére
global.

PROGRAMMATION DES FORCES CONCENTREES:

~Les forces concentrées sont des forces nodales. On a bouclé
sur le nombre de noeuds, et pour chaque noeuds on lit les forces concen
trées suivant X et Y notées FX et FY, ces dernieéres sont introduites
directement dans le secteur force global(VFG) AGLORITHME.

AGLORITHME ! Lectore du woesd W R Ty
VGF (3)=FX I= . ssw
VFG (I)=FY 3= 1-4

PROGRAMMATION DES FORCES VOLUMIQUES ——

Pour la calcul des forces volumique, on avait besoin des

p01ds volumiques (SG) suivant N et Y et cela pour-chaque materlau.

On peut avaoir des matériaux différents, et pour cela on a
introduit dans GRILLE une lecture du matériau noté MAT (IE) pour cha-

que élément avec IE variant de 1 a 5.



m?)g,

Dans le programme principal (ELAST), on introduit pour cha
que ¢élément le module de Youg (E), le coéfficient de poisson (4),GAMA

X et GAMAY poids volumiques suivant X et Y.

E : noté E
W : noté P
GAMAX : noté GX
=== == . GAMAY — : noté GY < S

Dans ELEMO 2, on introduit 6 vecteurs forces élémentaires
notés VFE qui ont pour valeur le 1 du produit surface de 1'élément

noté B par GX du GY suivant respectivement X et Y.

PRESENCE DE L'EAU

~ =~~~ Enprésence de l'eau, pour chaque élément la structure
(le squelette) et lleau subissent la méme déformétion, donc pour le
calcul des déformation, on ajoute a la matrice de rigidité, une matri
ce diagonale (KW) dont le troisiéme membre est nul car l'eau n'inter-

vient pas dans le cisaillement

o ours wones [B] = [D] + ]

) Ka © o o K O Q
[ i ¢ ¥ O o 0% [Kw':] o S S )
g le’z
— Q O @)

O © Q
Q O Q Kq ' ) i S ,,.,,; - N
" . - CyY.pDpe
C\XS agwwe ‘-Rle.
Ky = = 402/

7 ((4-a)



Calcul des contraintes

GG +u =p £

= D'+ )T = DE + KwE_

o D
s A I Avec (D) = (D') - ( Kw )
U = 3kw (£x+5y) = kv (S5x + Sy )
3

T '.%g_xy : cisaillement n'apparait pas dans. la pression intersticielle e

car la resistance de l'eau au cisaillement est nulle,

1 %
Sy
oxy

[ o]
I
=)
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PROGRAMMATION " PRESENCE D'EAU"

La présence d'eau dans les éléments est prise en compte
dans le sous-programme GRILLE, ou aprés la lecture des coordonnées, o
introduit pour chaque élément un paramétre noté IEAU qui est égal a

1 si 1'élément considéré est en présence d'eau, zéro sinon.

code
Dans ELEMO 2, on a un/noté KP, si KP=1 on a calcul des dé

cements, KP=2 pour le calcul des contraintes.

on O o =D ATKW
o S k\sx”/; e T EAU= A
ona T o' l=Idi+Tkwl

S K =01 o9 EERNET —
‘ on o Lo \=[bl

Dans la soubroutine (CONTR), aprés le calcul des contrain

on calcule aussi la pression interticielle () au sein de cahque é1é-
ment: {U/k = [K \N-_& .E?Dj ‘-\L A’k

ORCANIGRAMME "PRESENCE D'EAU"




Boucle
sun NELT

Boucfe
sun NELT

ORGANIGRAMME

] 9. =

{ &

" PRESENCE D'EAU "

Lire TEAU = 1 ou 0

CALL GRILLE

p—— 5?
Kp = 1
CALL ELEMO?
©7- (p) + (Kw)
assemblage
e S—

Resolution
Caleul des déplacements (D)

KPp = 2

1

=(B%EM02

Call?
W

CALL Contn cafeul des contrain
Tes et de La pression interst

resultats —L




"""""""""""""""""""""""" (1)
Y - Ao
0.9/ by -~ @
f " ® @
- - L 2
\ /\f g x : q
-?ﬂ{;‘r_hw._,,{hh'). - ‘>% -:5 < 701 > L 54‘ ¢:---—C~>IE)— B »j‘m
hoesd S ()
A o 0,00 0,00
2 0,75817 107 0,48384 107
3 0,11461 10° 0,19325  10°
4 0,67592 103 0,19804  10°
5 0,39337 10 0,29941 162
6 0,39337 10 0,29411 10°
7 0;67213 157 0,19725 ~ 0| -
8 0,11082 152 0,19804 10° -
9 0, 78674 107 0,00
10 0,28571 197 0,48384 1°
CONTRAINTES
cLeMENT Gx Wy Ty
- 6
1 0,36288 106 0,39497 10| o,85741 | 10
2 0,11205 107 0,16769 106| 0,55378 | 106
3 0,11205 107 0,16769 10%| o,55378 | 410°
I 0,36288 106 0,30497  10°| o,85741 | 10®
5 0,36288 106 0,58060  105| 0,14559 10°
€ 0,11205 107 0,22072 106| 0,15548 | 107
7 0,11205 107 0,22072 106 0,15548 107
8 0,36288 107 0,58060 105 0,14559 106




(2)

Pour la rﬁ’éma poutre que precedemment, en remplagant la charge

concentrée par une charge uniformement repartie de 400 KG/M, on retrouve

les mémes resultats .



EXEMPLE :

~u5-

DEFORMATION PLANE

R\ - P |
|‘ ~ Ao A : >)(.
E = Pl M, SN
P = Q%/
Les resultats obtenus sont : YW\ [“‘]
NOEUD . b3 Y J vV
1 10000E + 01  OOO0OE 400 43902E-0% - 00000E:00 - - _
2 20000E + 01 O0000E +00 41351E-04 0C000E400
; 3 86600E + 00 50000E +00 28356E-04 48195E-05
4 17321E + 01 10000E +01 35065E-04 76821E-05
5 50000E + 00 866008 +00 20089E-Ol 79443E-05
6 _10000E 101 17%221E +01 26016E-04 88401E-05
7 00000E+ 00 100000E+01 20826E-04 92490E-05
8 00000E+ 00 20000E +01 19500E-04 77932E-05
9 -« 50000E+ 00 866008 +00 11128E-04 87603E-05
10 — 10000E+ 01 17221E +01 13477E-04 79246 E-05
11 = 86600E+00 50000E +00 19642E-05 56966E-05
12 — 17321E+01 10000E 01 S5k872E-05 66657E-05
13  —~ 10000E+01 O0000E+ 00 4L3521E-05 00000E+00
14 == 20000E+01 OCO00E+ 00 O0000E+00

00000B+00



46

~ (1)
. EXEMPLE : en aMfsymetrie
SPHERE EPAISSE
\ AL ~ _ =
‘ \ A
3»-—-_(; Q
5 \
by, Ao
2 [\
_-," ——
" " 7y b
- 452 | i g
A >><
T



- 1_}","%. -

(2)

COORDONNEES

DEPLACEMENTS | 'w)
HOEIDS X u v
Noeuds 4 1,00 0,00 0, 40226 10 0,00
5 | 0,959 0,2589 0,39950 107 0,6628% 15}
3 0,8559 0,500 0,39603 10° 0,43311 10"
4 0,7069 0,7073 0,389%4 10° 0,203299 *156‘
5 | o,k997 0,8662 0,37278 10° 0,27981 10
6 0,255% 0,966 0,3206k 10 0,36007 1o
? i 420
2,00 0,00 0,39524 10 0,00
3 1,9%18 0,5178 0,39_61;3 0° 0,656 40’
Ao | 17318 1,00 0,39732 10 0,90018 107
AR | 4,4128 1. ,4146 0,29534 10 0,12579 16°
A2, 0,9993 1,7325 0,23684 10° 0,14205 0°
13| 0,567 1,9321 0,3648 10° 0,17755 168
1y | 0,00 2,00 0,00 0,332 107




!
L
[

\

VERIFICATION

Pour le déplacement médical d'une sphére epaisse

- 3
b= L __g..?.a._ﬂg“")

R -r

P : PRESSION INTERNE

M = 1
BK, g =
J - 1 ; EN ELASTICITE
2G
AVEC : K (module de compression ) = E
3(1-2V)
G (module de cisaillement) = G
2(1 +V )

G : Le rayon ou Ur est cherché

‘R,r rayon exterrieur et interrieur

Pour notre cas \):O = K = E et G = E
3 2
D'ou M = 1 et G = 1
_ _ E E
DONC
Ur = P 2 ( G ” R L
z S z E
RZ_ 7 E ¢

R =2 et R=1on cherche Ur pour G= 1

Ur (1*8}.-__5___ P
7E = 7 E

Ur= 5 *1000 = 0,2 10° ™

]
d

(3)
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Pour le calcul dans le programme on a trouve:

Pour le noeud 5 par exemple :

6.2

Ur = V(0,389 10°)% 4 ( 0,2039 10°)2 - i -

Ur = 0,3895 10° W

Pour tous les pointes appartenant a 1'arc du cercle ou.pz 1 on

trouve entre 0339 et Q§4O 10° et le calcul donne 0336 10~



POUTRES TRIDEMENSIONNELLES EN ELASTICITE LINEAIRE

Dans ce chapitre nous allons résoudres le probléme de poutre:
a 3 degrés de liberté par noeud. Nous allons d'abord déterminer
les 3 Déplacements + 3 rotations par noeud, puis nous allons déter

miner les éléments de réduction sur chaque barre.

Vag =~ [ty *‘H?*‘f)
>

o

k-4
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l1- CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITE (K)

La matrice de rigidité élémentaire se calcule par le tripe

produit (A} (S} (A} T.

S Notée VKR représente la matrice de régidité réduite qui

relié les déplacements et rotation locaux aux elements de reductions.

Les elements de reductions pris en compte sont seulement
ceux qui sont independants, les autres peuvent €tres ensuite trouvés
a partir de la matrice de transformaticn. Donc, ont doit avant tout
calculeyles déplacements et rotations de la barre, et pour cela il

faudra chercher la matrice de rigidité élementaire (K).

- calcul"de la matrice S (VKR)

\*\A‘S-

« BA
VAR ‘
L L VBA

~

ON O \?,’s"g::'\lépﬁu = G‘\F\% z WBA)




-y

Caleulons Le moment a La distance n du point A

Mix) = MAB + VAB. x

au point d'abeise x

on a : Mlx) = - d*y
ET dx
1 ~lMAB + VAB. x) = d'y e e L e
ET T dE e TR

La so0fution de cette equation différentielle nous donne :

y =—‘_——IlMAB + MBA)x*- 3 MABL x* + (ZMAB - MBA)L"x]

0AB = (éfﬁ]: T/ \ZMAB - WBA)L - e i
(=}
X

~  OBA = [_d_g = 1/ (2MBA - MAB)L
dx)x=L

etrd'apaéa La Loi de HOOKE en éfasticité Linéaire on a : TAB = EAe
L

o G aussdl

Q : tornsdion



fLnaLement on aura :

[ TAB 7] 20 0 0o 0 0
MABZ 0 4E1Z 1T o, o
L
MBAZ . 0 2E1Z ﬂ?:__ 0 0 0
| s
BABY | — (0 0 0 4ETY  2E1Y 0
L L
MBAY 0 0 0 2ETY  4E1Y 0
' L L[~
9 Zo o 0o 0 o g
- i L -
(Sx )= ( VKR ) (n)

Caleule de £a matiice A

- Lla matrice [ A) est Le preduit de La matrice de passage VPE par La

matrice de transformation VME

~ La matrice VPE nous vermet de passer du repére Local au azpire global,

R

L/

v

FAX,FAY,FAZ dans Le nepine global
FAYm,FAYm, FAZm dans Le repére Local.,



[eax [Foesicen

:.\\\U-\(_('Q S

£AY |[~Snd wsd

_ S SinB S 6 |=Sinel SinG Cold SiaP el .
-G0S, (o8 ™€ Sl Sinf Swe| Cosed ‘\h&-h.r\&&»\? ol

FRE] ©nf | —cosf Sas —ws @ L% |
g‘\ \‘\‘3\ = '\i&j"—\j P\ CoO S” bl\ = M
LA LA
o b T '
g B = ?J\‘n—-—{’-‘ Cos B :.___,l:_:_’*._
L Lo

L A= L Xl (Vg -\/r\)ﬂm A[
L E(Xg m)‘“‘ (‘f%uf\ﬁ"»f—(%;’— H/
dowe F=TRL¥FWY

Done ¥y ﬁ\t&\ om e T\\" ‘.

e

A
MA
Fe

{i

TR _ T [FAw
ey | M A
C?\‘\] F%M
- CRMA NS
(_Ai‘u)‘-z\i) (ALY\A)
W=CVPE AL SREY i |
_ [ec My |
r — —
Fy M Ny
F’ID t‘\-:,a_

¥ I'ﬂ 4

l'ff"al'i




La matrice VME nous permet de trouver les forces et
moment dans le repere local et ceci a partir des elements de

réductions.

D'aprés la Figure 1 on voit que :

(MABY + MBAY)

. ' V ABZ =
Z
V BAY - (MABZ + MBAZ)
- L
FAXM = TAB
FBXM =.TAB

et d'aprés cette figure on peut déduire les autres forces et

moments.

Finalement on aura



l- g
FAXm

FAYm
FAZm
MAXm
MAY m
MAZm
FBXm

FBYm

FBZm
MBYm
MBYm

- MBZm

Fe

donce on a |

0 0 0 - 0
/R ¢
0 0 o
0 0 0 0
0 0 -1 0
1 0 0 0
0 0 0 0
oy 0 0
0 0o -l -
0 0 0 0
0 0 0 -1
0 1 0 0

(12 X 6)
done (W) = (YPE) (VME) (Sx)

1

(A) = (VPE) (VME)
(w) = (A). (Sx)
(Sx) = (VKR) (x)

dans Le nrepére global :

(x) = (A} (x)

finaLement : (W) = (A) (VKR)

TAB

MABZ
MBAZ
MABY

MBAY

(VKR)




I . I

Dans notre programme (A) est notée (VAE)

i}(’&:[&‘/\ A ﬁ;:b S K 9\,{'@41{2:]1"

Sone )= [VAe ][ VKTV

(K) matrice de rigidité élémentaire

2- Aprés l'obtention des matrices de régidité élémentaires, on passe

a l'assemblage, afin d'obtenir la matrice de régidité global

3- On introduit des conditions aux limites qui sont de 6 par noeud.

On pose : 1- mouvement possible

0- mouvement bloqué

par exemple:

DN

On pose 0 0 0 0 00

. ~ tous fLes deplacements et rotation son
bloqués.

on pose 1 00 1 11
on a bfoqué fes deplacements suivant YV et 1



~Pourles conventions de signe pour les forces—et-les moments:

Sont positives les forces dans le sens des axes '
Sont positifs les moments qui tournent dans le sens des aiguil
les d'une montre.

Aprés obtention de la matrice de régidité globale et introduc-

tions d'appuis, on résoud par la méthode de GAUSS 1'équation.

On obtient ainsi les 3 déplacements et les 3 rotations par

ndeud et ceci dénsrles directions X,Y et Z.

CALCUL DES EFFORTS DANS LES POUTRES

Aprés l'obtention des déplacements et des rotations pour cha-

-que noeud, on peut déduire les éléments de réductions dans les bar-

res, a partir des étapes suivantes:

1- Puisqu'én doit calculer les éléments de réduction pour chaque

poutre, donc on doit déduire les déplacements et les rotations

pour chacune d'elles



53
Pour chaque poutre done

ue = (VAE)Y X U globak

U global :

£~ FE (VKR). Ut

-

S

TAB
MABZ

MBAZ {VKR)

i

MABY
MBAY

(SR) (VKR).

3 - Aprés Le cafeul de (SR)

(w) (VAE). (SR)
done ?

p—
-~y

FAX =
FAY
FAZ

- MAX

MAY
(VAE)

-—

MAY
MAZ

FBX
FBY

depfacement et rotations déja caleulés

. |

e
¢ABz

¢§BAZ
gABY
¢BAY
o

ue)

on a :

F TAB
MABZ
MBAZ
MABY
MBAY

FBZ
MBX

MBY
MBZz J

T
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REMARQUES :

On a utilisée La matrdice de régdditée rédudte qud ne tient compte
que des eléments de réduction qud sont Andépendants. En éLasti-
ci{té Linlaire, on peut prendre en compte tous Les eLéments méme
A'LL sont dépendants, sans Le nésultat, madis on a procédé ainsd
pour pouvoir éventuellement introdudire avec une méthode simple,
Le probléme de plasticité.

PROGRAMMATTON e - ———— e

T - CALCUL DES DEPLACEMENTS

Les trois matrices qud sont respectivement

- matrice de passage notée (VPE)

- matrice de transformation notée (VME)
- matrice de négidité notée (VRE)

sont introdudites dans La soubroutine ELEMO 2 on, pouxr
_obtenir La matrice de régidité élémentaire, VKE-on faif Les produliis

Audvants
(VAE) = (VPE). (VME)
(VSE) = (VAE). [VRE)
(VKE) = (vSE) (VvAE)Z
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~_Les matrices de régidité élémentaire et les veSteurs élémen-
taires (VFG) (3 déplacements et 3 rotations) sont introduits dans
le programme principal ELAST, sont assemblés dans le sous-programme
ASSEMB. Aprés introductions de 6 conditions d'"appuls possible, on
résoud #léquation (F) = (K) (A) dans le sous programme resol, et

cela pour obtenir les déplacements et les rotations aux noeuds.
. %
L8= 13
= \)’%5

-CALCUL DES ELEMENTS DE REDUCTION

pour le calcul des

Le procédé est analogue a celui utilisé -

contraintes pour l'elesticité linéaire.

Aprés le calcul des déplacements, on appelle une deuxieme
fois le sous programme ELEMO 2 (avec 1'indice KP=2) d'ol on tiré
(VAE) et (VRE) et dans le sous programme CONTR, on fait les produits

suivants:

Cune) inle oty
[ vReE xlﬂkzég\"j

(déplacements dans le repére lo
cal)

I Avec (SR) qui sont les éléments de réduction élémentaires
indépendants, on obtient tous les autres éléments de réduction(W)
pour chaque élément, en faisant dans le programme principal ELAST,

le produit suivant:

Ywl= Ly ne VL SRY
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(1
S o - N
EXEMPLE : —POUTRES CROISEES — “? s = =
) |
"
- |®
i
- N ;
7 - V e_) KL'_J ,Etl(
x O - ¥
< G | s | — g I o
\
e &m GJ
S
DONNEES Wit
q
L 2 L
p = 1000 K& J = 0,00015 M S=0,02m IZ = 0,001 m
L 6 2 6 2
1w DEPLACEMENTS IY= 0,0000% m'E= 200 10°KG/M~ G= 80 10° KG/M
et\(u\) o
NOEUD UX Uy Y7 X oY 07
1 0,00000 | ©0,00000{ 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,0000 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,0000 0,0000 | 0,00000| 0,0000 0,0000 0,0000
S e
5 0,0000 0,0000 | “2%qg23 1 ©,0000 0,0000 0,0000




- Effort dans les Barres

(2)

sment TAB MABZ MBAZ MABY VIBAY Mt de Tortion
Arre )
1 0,00 0,00 | 0,00 - 0,25 10° | 0,25 10° 0,00
2 0,00 0,00 | 0,00 ~ 0,25 10° | 0,25 10° i
3 0,00 | 0,00 | 0,00 _ 0,25 10° |- 0,25 10° 0,00
Zz y 4
n 0,00 0,00 0,00 - 0,25 10° L 0,25 10”7 0,00
1
- Réaction et
. Noeud FX FY FZ MX MY MZ
- : 3 5
4. 0,00 | 0,00 [-0,2510° |0,25 10 0,00 0,00
P - z
5 0,00 0,00 0,25103 0,25 10”7 0,00 0,00
2 0,00 -| 0,00 | 0,2510° |o,00 =~ |- 0,2510° | 0,00
5 0,00 | 0,00 { 0,2510° |0,00 _ 0,2510° | 0,00
3 0,00 | 0,00 | 0,2510° |0,2510° 0,00 e,00
5 0,00 | 0,00 |0,2510° |0,2510° 0,00 | 0,00
i 0,00 0,00 | 0,2510° |0,00 0,2510° 0,00
5 0,00 | 0,00 |0,2510° |o,00 0,2510° | 0,00
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YERIFICATION

Pour la verification on prend l'une des deux poutres croisées et dans

1'aide memoire RDM,on trouve la formule de la fleche pour une poutre

doublement encastrée. o

deformée : YP = P R B3
32 EI L’

pour notre cas, la force est au milieu donc b T

A=B=1L
“)¥p= - PI19/64 = P L3 = ___PL3
3EI 13 2X64 01 192E1

Dans notre exemple :

P= 500 kg I=IY =0,00004 E= 200 105 b [mt



YP= 500. X 1}3

192 X 200 10° X & 107

. Yp= 5 x 42 = 4 = 0,0208 M-

192 X20 = 192

ET LE PROGRAMME DONNE LA VALEUR :

7 Y5 . .
' POUR LA REACTION D'APPUIS R= _P =250 4
2

Y. = 0,20833 10-1 - - S —————

(4)



EXEMPLE

(1)
L 6 L s
H=2M 5 - 6,000 ™M B= 200 10 \2g |
L=bhN Jr=0,000“5""ll = 8 10 v MU
__ 7
= 0,5 1z- 0,001
1= g 00004 Y
RESULTATS ORTENUS :
deplacement
DEPL. DEPL. DEPL.| NOTATION NOTATION NOTATION
HGRURE SULVANT X{ SUIVANT W S. 2 8: X S. ¥ 5. %
1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 ~0,0089 =5 s
2 - 0,01415 0,00025 0,0 0,0 0,0 0,003418
3 0,01329 0,00044 0,0 0,0 0,0 - 0,00158
L 0,013k 0,00029 0,0; 3 0,0 0,0 -0,0037
5 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 -0,00822

(01)



=y

EFFORTS NORMAUX, TRANCHANT ET LES MOMENTS AUX NOEUDS

NOEUD F X FY F Z M X MY M Z
1 549,07 | - 500,0 0,0 0,0 0,0 0,0
2 450,09 | - 500,0 0,0 0,0 0,0 1098, :
3 450,93 | - 500,0 0,0 0,0 0,0 127,33
b 450,93| -~ 500,0 0,0 0,0 0,0 901,8
5 450,93 - 500,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Methode RDM Nous donne @

d'aprés aide memoire RDM. i m e e s, st

Noeuds FX FY FZ MY, MY MZ
1 545,71 =500 0,0 0,0 0,0 0,0
2 545,7 _-500 0,0 0,0 0,0 1091, 48
3 545,71 =500 0,0 0,0 0,0 i 135,05
L 454,2E -500 0,00 0,0 0,0 908,52
5 4sh,24 500 0,0 0,0 0,0 0,0




ON REMARQUE : Que les valeurs obtenues par la methodes des elements

finis sont trés proché des valeurs obtenues par les formules de la RD M .

- )

(2)



6o

POUTRES TRIDIMENSIONNELLES EN PLASTICITE

Le moment fléchissant manimum que cette poutre peut supporter élastiquement

T
Pﬂ = (Sé, —
< V,

pour valeur :

— ¢ Module de fléxion: de la section gdreite.

Si 1l'on dépasse ce moment (t\eﬂ), les fibres extrémes de la poutre se
plastifient ; au fur et 2 mesure que le moment augmente, les zones plastifides

s'étendent vers l'axe de la poutre comme on le voit sur la figure ci-dessous,

G e

{1l
|

/ - = |
A - LT

uuuuu - N

\
!
|

(o) (b) (©) (H ©
Pour une courbure infinie, le diagramme des tensions de fléxions tend vers la

distribution birectangulaire (figure I d). Le moment fléchissant correspondant
est le plus grand moment que peut supporter la poutre, c'est le moment

plastique noté

D'aprés la figure I on a :

, TZ
T aeme e d on et M= MeTe
Vg %

7= A

Z : module plastique de la section doite,




On sait aussi que JSUd est le moment statique ( S}'\) de la section droite.
)

2

dont ZxZ2 S8 xp

Le rapport :

Mp
— = F est appelé facteur de forme.
Me
geetien | | LD ! -3 @ !
1 /23 ! _ ! ! ! ! i
=il ! ! ! S T ! _
F . 2,37 1 2,00 | 1,70 ! 1,50 . I, 24 |

Considérons une poutre en double Té sur 2 appuis simples avec une force
concentrée P en son milieu. Le diagramme des moments correspondant est

représenté sur la figure ci-dessous .

Ll Y/




X

S

. O

La poutre s'éffondre quant le moment en C atteint la valeur Mp,

La zone de déformations importantes est toujours trés localisée et ne
peut admettre pratiquement que la poutre déformée se compose de deux

tropoopsrigides articulés au point C. -

On peut dire que tout se passe comme s'il éxistait dans la section ol
le moment est maximum, une rotule & frottement qui resterait rigide tant
que Me{Mp et qui permettrait la rotation relative des deux trongons de

poutres dés que le moment atteint sa valeur plastique Mp. Une telle rotule

s'appelle rotule plastique,

Y ——



Méthode des contraintes initiales

La méthode des contraintes initiales, consiste 2 remplacer les efforts dans les

barres par des efforts entérieurs Mp d'od la notion de contraintes initiales,

B

C

, 2 e — :
‘(% \Y \\.r \‘_ \L\L \&/ \\ “L "l gff G= QA’ ) '.J l I ﬂ?
L :_1 - Mp = Mp A ]

Mp : moment hyperstatique

%
Pl : .
R ¢ moment isostatique.

Mais la méthode qu'on utilise, est une méthode simplifiée, dérivée de 1la
méthode des contraintes initiales.

Pour cette méthode, on calcule Ap::: Mp et cela pour chaque noeud, et le
) Me
noeud qui entre en plasticité, est celui dont le }ipIii est le minimum,

2 - Ou les nouveaux Mp qui sont représentées pas les capacitées résiduelles

t‘} - ¢
et aprés avoirVles nouveaux Me, on recalcule >}Epi' et 2ﬂp == ?\ ?\
Donc au noeud I on a une rotule plastique

n avai @ © ©
0 t g E T é‘-— l\_Ele_ j:-E 1-“_
O

18T [LET
= L

>

G
G
|

Maintenant T =

MAB = —\g O -
L e 0 LET




~F-

On recalcule K et on tire Z3~puis les moments Me

léiéizﬁlii L I;Ei;?§>|

XX

-3
S 1
TIRAT TS

91, LS

a5
~Z
£
-

*

Pour mieux assimiler cette méthode, on va 1'illustrer par une exemple en

bidimensionnel, -

TWMeoAY

MEB| -

résiduelle

Me ! 14,53 ! 5,13 ! 3,56 !

! ! ! !

Mp ! 24,00 ! 12,00 ! 12,00 !

! ! ! !

Xp ! 1,65 ! 2,34 ! 3,37 !

! ! ! !

niv Xp I 1,65 ! ! !

= ! ! ! !
Capacité ! 0,00 ! 3,5 ! 6,13 ! - -

! ! ! !

! ! ! !




Me P 0,00 ! 12,76 1 9,79
! ! !
I I ———— :
~Mp- 0 0,00 ) 3, 54 ; 6,13
! ! !
Xp ! . ' 0,28 I 0,63
| ! 1
o [ [ !
Min Xp ! - ; 0,28 1 -
! ! !
Capacité ! ! !
résiduelle! %80 ;0,00 | 3,41
! ! !
Xp !' 1,93 ! !
! ! !

Le noeud

A4
AGS

A

2 entre en plasticite,




Is5-

— Gme W= EmE mes = S et = e

48
3,41
0,07
3,41

Me
Mp
Xp
Min Xp

Capacité

— e et

0,00 0,00 0,00
2,00

résiduelle !

i
{ !
|
|
|

2\0 3]




Programmation

Auw premiern pas fLe caleul se fait comme pour L'elasticdiltl on multiplie
seulement Les composants de La matidice [VRE)- pax- des—facteurs Wif

qud sont égaux a un debut.

On introduit en plus Le degrt d 'hypestaticité et Les moments plas-!
tiques noté AMP pour chaque noeud et dans Les 3 directions X,Y,Z
apres L'obtention des moments suivant toutes Les dirnections el poux
chaque noeud dans Le nrepére focak, on caleul fes rapporis des moments
plastiques sun Les moments elastiques

cornnespondants, qu'on note RP (NELT,K])

NELT = efement correspondant

K = 1,5 o .

K =1 noeud 1 et moment suivant I

K = 2 noeud 2 et moment sudvant ' g " s - : T
K = 3 noeud 1 z£ moment suivant Y

7K

= 4 noeud 2 et moment Audlvant Y

K =5 noeud 1m2 ez moment sudvant X (TORSION)



On test R.P. pour obtenin Le minimum noté Test avec celui cof
on cateul Les capacités residuelles pour chaque noeud qui
deviennent Les nouveaux moments plastiques Mp 4

Mpz = Mp, - Test. Me

Test : Le mdndmum
Me : moment efastique pour chague noeud

Mp; : moment plastique (donné) pour chaque noeud

On revient et on fadit une autre (Herakion) en annufent Los WA §
cornespondant au noeud ou apparalt Lo rotule plastique c 'est
a dixne L£a ou Le rappoxrt MP/MQ est Le ninimum.

On obtient un nouveau minimum Le nombre d'itteration est égat
au degre d'hyperstaticité plus un. Ces minimum sont stockés et
sommés Leur somme nous donne >\Iﬂ



-

I¢c = 5
IPL = I = ' IR smTmeme i ———e SO P
NNT = Nombre de noeud
Total
' ' I = Nombre délément total
LT = 0

J = Rang.de la compésante
! de VRE non nul.

1
! . 1 !
i Lecture des AMP pour chaque Direc., - '
! ., FaieyT i Lot !
y Lecture du degré d'hyperstaticite | { Boucle sur MNNT
Hs ; : :
! !
! !
1
1 - 1 !
, Wiy = I § ! Boucle sur I,J
! !
! T s
; I—Wij == O !
; ! correspondant au !
! e :
|~ Call ELEMO 2 ! el .
! VRE x Wij ! ;
! \
! |
! |
! Call CONTR calcul des ! !
! moments élactique ! !
! 1
! !
! !
! calcul des RP et le ! !
! minimum des RP TES ! !
! Calcul des nouveaux ! !
! AMP = AMP - M x TES ! !
i 1
- s ! !
! _ ! !
, IPL =0 i
) !
! !
! ! NE ! T

, IF (LT.EQ.H)

!
!

y Xp = minimums
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