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GENERALITES -

Nous assisturs aujourd hui a ur dévelippement rapide gdu

matériel A calcul.

~es machines et le=g méthodes rumérigques sont censtammer
scllicit3es afin de faire Tace 3 Aeg prodidmes toujours nlus variés,
D'ul une recunversiorn permanente de ros idées sur 1l'ensemble des
questions lidcs a l'appiicatiun des ordinateurs et les taches que

neus impesuns aux procddés de calceul.

Néanmoins, 1'oupiniun répandue sur les ordinateurs, dunne
l'impression que les irgénieurs n'éprouvent aucune difficulté, ou

~

peu s'en faut, & riscudre rumériquement un probléme e{ n'unt que

!

faire de nuuvelles méthcdes de calcul. Cr, rien n'est plus faux.
L'urdinacteur est certe fid2ls et rapide (peutétire lcafois plus
raoide que 1l'houmme), ses risultats sonc Erés mariables, mais il
faut le programmer, dono apprendre son langage, mettre au point
les programmes, ce gqui est souvert trés long, codifier les données

ce qui est souvent fTastidieux.

Schématijuement, or a

TRAITEMEYMT DE

N ' RESULTAT
| ' | L'INFORMA“ION SULA
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BUT DU PROJET

L'objet de notre travail est AléLaplir dgux programmes en langage Bagic de
caleul d'éfforts d'un ponke

Ce travail fait partie d'un vaste prograrme a'établissement de logiciels
proposé per le C.U.ER.I .B(Centre National d'Etude o4 de Recherche Intégrées
du Batiment).

I1 sera utilisé par des entrepriges Spécialisées dans les pontg,en 1l'ocurence
1a S.ER.0.A ( Société d'Btude et de Réalisation des Ouvrages d'hrts).

Nous présenterons:

- Un programme de tracé des lignes d'influence et de calcul des 4fferts sous
les surcharges préscrites par le réglement pour des ponts isostatiques

et hyperstatiques & n travées.

- Un programme de calcul de quadrillage de poutres so-us des charges normales

4 son plan mOyen.



LAAGAGE ET MACHINES UTILISEES -

Dars cette présentatiun, ruus essayons de donrer urn

Fa -

oref ancrgu sur le langage et les machines utiiisées.

Le langage de programmatior utilisé est le BASIC", qui
est un langage 2voulué, encoure appelé de haut riveau, car sa dé-
"initiun est indépendarte de 1'urdipateur ou de la machine sur

lequel les programmes écrits danrs ce langage serort exécutis,

C'est un langage interactif et interpréts, clest-a-dire.
que chaque irstruction est traduiie en langags machire et exdcu-
tée imnédiatement lorsqu'ell~ est currecte, stil y a des erreurs,

elles sont détecties et on peut les corriger,

De ce fait, "BASIC” est un langage facile & apprendre

pour les débutants, il s'agit 4'un acrounyme pour : "BEGINER'S
ALL PURPOSE SYMBOLIC INSTRUCTION <ODE".

I1 faut cependant, noter que ce langage peut également
Btre utilisé par des professiunrels qui veulent tester rapidement

ur alogorithme, ou un prohléae mathimatique simple, ete...

- Les machines utilisédées

Les machines utilisées scnt des micro-ordinateurs de
tvpe - HP 9836 et QUESTAR,il, de configuratcion (ensemble taille
mémuire, les p3riphdriques et les extersions pussibles), repri-

sentie par un schéma du type :

—

| UNITE CENTRALE DE TRATTEMENT, '
_““4 IMPRIMANTE

CASSETTE MAGNETIQUE &
! MEMOIRE CENTRALE

Mémoire périphérique i

de masse |
. f .
5 " N % | o )
| DIsqQuE |vIsuszIsATION CLAVIER | |TABIE TRAQANTE

Mémoire périphérique
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Objet du Programmes:

Ce programme trace les lignes d'influence des éfforts puis calecule ces

' fvu le
derniers sous les systémes de surcharges prescrites par le réglement' C.P.S .
Etant donné gque nos programmes sont en premier lieu destinés & la SEROA.
(Société A'Etude et réalisation des Ouvrages d'irts) et que celle-ci fait
essentiellement des ponts isostatiques nous avons jugé utile de traiter
séparément les deux fypes de ponts.

Pour le pont isostatique les lignes d'influence sont +triviales

Pour le pont hyperstatique nous distinguerons:

Ligne d'influence des moments sur appuis

Ligne d'influence des moments en travée ( section quelconque )

Iigne d'influence des éfforts tranchants en section gtelcongue

Ligne d'influence des réactions d'appuis.

Ligne d'influence de la fléche d'une section quelconque.
- Ligne d'influence des rotstions d'asppuis.

DOMAINE D'APPLIQUATION.

Ceprogramme est destiné pour le caulcul des éfforts de ponts isosdatiques
ou hyperstatiques & N travées(le nombre de travées est ~imité par la capacité
de la machine utilisde)
Ces ponts peuvent &tres horizontaux ou & appuis dénivelés,avec hrois cas
dlinerties varizbles:

-~ Inertie constante gur toute la travée.

- Inertie linéaire aux appuls et contante en travée.

- Vaciation parabolique de la hauteur.
Ce programme peut etre aussi utilisé pour le calcul de poutres continues

de batiments.



Introduction sur les lignes d'influence

-5 L]

On se place dans le cas de poutre & plan moyen chargées dans ce plan ;

on définit les sections par leur abscisse X, axe horizental o x, axe

verticla o ¥y

Soit & calculer, pour différents cas de charges, un effet &lastique

quelconque F (dans notre cas, moment fléchissant, effort tranchant, fléche
et rotation dans une section donnée).

Les charges sont verticales et comptées positivement vers le haut. On

simplifie le probléme corsidérablement en cherchant 1l'effet F dfi a 1'appli-
cation d'une force unité vertieale appliquée au centre de gravité d'une
section quelconque d'asbcizse xz En effet puisque on est dans le domaine
tlastique on obtient l'effes F dll 4 un systéme de forces P i appliquées
aux abseisses ® i par superpcsition.

-

La connaissance de la fonction T = F (x), ou de la courbe représentative
de cette fonction obtenue en portant au droit de la section d'abscisse &
1'effet F produit par une force arité appliquée dans cette section, peut
dtre calculé rapidement et systéma-iauement pour n'importe quel systeme
de charges verticlaes.

la forction F = F (k) est appelée fonction d'influence de 1l'effet F di

A 1'action d'une force unité.

La courbe représentative de cette fonckion est la ligne d'influence de

cet effet ¥ . ainsi les lignes d'influsrce, nous permettent de rechercher
les valeurs extrémes de l'effet F sous 1'action de charges variées.
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I - ETUDE DU PONT ISOSTATIQUE : I. 4 Définition

I.7.17. Définition d'une poutre isostatique : =

Une poutre isostatique est une poutre droite reposant sur deux
appuls simples succeptibles de ne developper que des réactions RA et Rp normales
a la fibre moyenne de la poutre.

Généralement 1'un des appuis est fixé, et l'autre mobile, de fagon a permettre

la libre dilatation de la poutre.

I. 1.2. Définition de la ligne d'unfluence du moment flechissant d'une poutre

=

isostatique :
P
X "L s R
s ki i
A f =
Ry t A : 2 TRz
» - —

Soit une charge P appliquée dans la section C d'abscisse X ; En écrivant que

le moment par rapport & A ou 4 B est nul, %awe trouvons la valeur des réactions

Ry et By em A et B

V Ba = P(1- _%_ ) pour P = 1 ( Ry =1 (1 - _%_ )
Ry = PX Rp=1 X
S :

i
S
-

Pour retrouver la ligne d'influence des réactions Ry et Rp» Prenant P
la ligne d'influence de Ry est une droite ayant pour ordonnées 1 pour X = O

]
o
0}
o

«Lopour X = L ; Celle de Ry est une droite ayant pour ordonnées O pour X
1 pour X = L ( Fig. .L)

Le schéma ci-aprés représente la ligne d'influence des réactions Ry et Ry

au droit d'une section S sous 1l'effet d'une charge uniteire.

{ﬁ P=4 s
s T E S
|
|
!
f

| P

.




La valeur du moment flechissant est :

M=Ry¥4-1(CA-X) pourX i€ 4
M =Ry #A pour X > A
Au droit de la section 8 : X = A ¢ M=Rp - A
=1(1- A )= - I aB |
Ry 4= L-oa_ du[w_Ag
L ——nci L
L
¥ P -
— S
[ A IA [3 e
L
T
1 | F 1
|
\1
f"]:._...__A’B_

I. 2-Calcul du moment fléchissant :

Compte tenu du résultat précédent ; nous calculerons le moment fléchissant

sous 1'effet des charges réglementaires a l'aide de cette ligne d'influence.

a/ - Cos d'une charge ponctuelle :

Cette charge peut &tre unitaire, quelconque ou une ¥Fowe isolée (systéme Br) de

10 tonnes ; selon le cas 3 étudier et au droit d'une section choisie calculons
les moments le long de la poutre avec un pas choisi au préalable ; le moment
maximum est obtenu lorsque la charge ponctuelle se trouve au droit de cette

section :
[ ————",
M=P A x B‘ . . . - ¥ ;. .
= _—ET_FTA 1'aide des équations établies précédemment la section
dangereuse est 4 X = L (ami- travée), g¢a sera celle qui donnera le plus
P
grand moment sur la poutre : M = P.L

I

Hoss



P(L.X!
R, = FibteX
L
Raz P X
,
=&- =
A Z
Si X4 A alors M= Ry *A - (A ~-X)
Si XA a&8lrs M= RA*A
pour X = A =L ona:M= P (L- L ) x L. . B{ & -~ 1)
e e 2 2 -
L
[}
. , y o Bl
(A\:‘-?liu L)"——Qﬂ A LSy o = )+
7o "

/Zl’.l-‘j-(. Al Wy 1: /‘

b/ - Cas d'une charge répartie :

Pour ce type de chargement nous distinguerons deux catégories de charge :
1/ - les charges quelconques

2/ - Les charges réglementaires

Pour les charges quelconques sont inconnues la valeur de sa densité Q /.1
et sa longueur sur la travé L4, des charges réglementaires nous avons
les cas suivants :

a/ - Surcharges Militaires :

- Mc 80 : se compose de véhicule types a chenilles :

avec Q = 72t et Liz4,9m

- Me 120 : Méme type de véhicule que Mc 80 :

avec @ = 110t et 11 = 6,1m = &)
T



les sections

sur

Boucle

Calcul du moment fléchissant
d'une Charge ponctuelle
\k =1 Qe
H
f Choix du Systéme de Charge
> 4
% Choix le la Section I
_>‘L_:
_ | x= 13 |
j ‘ Jf i
o .
— Calcul des Reactions
s |
g{ RA: p.(L""X)
i L
o .
n Ry R = P
ok
i . L
@ |5
s:'s"o N Oui
i _ on
© | ;
- f _ {
;:qE' ' M:RA*A ! M:RA.JC\—P,(A—X) I,[
| | 1 - |
f: 1] . Ml
; --—--}, Le momement Mz_l (
\4
i
’ Mmax = M (A) = i
1
Choix d'une autre section
]
f‘\
()
x P
*
(%) ]

a

i -
i

A
T K




- Type D :

- Type E :

b/ - Surcharges exceptionnelles :

-11-

comporte une remorque de trois éléments de quatre lignes a deux
essieux de 240t de poids total. Ce poids est supposé réparti au

niveau de la chaussée sur un rectangle uniformément chargé de 3,20m
de large et 18,60 m de long.

Comporte une reworque de trois éléments de quatre lignes a trois
essieux de 360t de poids total. Ce poids est supposé réparti au niveau
de la chaussée sur un rectangle uniforément réparti de 5,10M de la
large et 18,60M de long.

C/ - Surcharges A :

L'utilisateur doit donner la valeur de la charge A et sa longueur L1 sur le pont.

Selon les itinéraires ekaissés pour permettre la circulation de convois lourds

exceptionnels ou de convois militaires les ponts doivent &tre calculéds pour

supporter les véhicules types décrit ci-dessus ; suivant ce que le C.P.S.

préconise l'utilisateur & le choix des convois et des sections sur le pont.

Pour ce qui est des sections, les efforts sont calculés pour les :

1/ - Sections quelcongues

2/ - Sections dangereuses

* Section dangeureuse

La section dangeureuse se trouve 4 mi - travée ( X = L )




-] Qe

Suivant que la charge Q est répartie sur tout le pont, ou sur une partie
du pont ; le moment donné a l'aide de la ligne d'influence sera égale au produit
de la charge Q par l'aire que renferme cette charge.

M 2Q * 2 * Aire du trapéze a b ¢ d
AB_ _Lx L

ke akle Mo oS
L
Y1 = XL - 11 YS:L_L1XL: )
T T n
M=2¢Q

x1 (L + L-¥)*I1=9Q (L+1L-11)x1L1
2 ¥ T 2 3 L

M=QILl (2L - L1)
8

* Section quelcongue :

T @ >
A i i T
LA i %k
I
| |
_'_ ~ ) (
"
| T— gt
| Il; _
a ' A5
= - -
A 2

Pour une charge répartie se déplagant sur le pont et au droit d'une section S
choisie ; le moment fléchissant sera calculé comme suit :

M=Q * Aire du trapéze a b c d X¥X=€©al
Si 11+ 1 aiprs M= §*A -8B (cas d'une surcharge A répartie sur tout
2 le pont).

Si L1+ X AalorsM=Q*B * (L1 +2X)
= L1 2L

Luwe
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Si11 + XS A alors M =Q ( (2% X + A * B) (A
g = \ L L7 "2

- X )+ (A*B A(L-L1-X
o

+ € TaE - A) )
-2 =

Si x> A alors M=Q * L1 AL -X)+ (L-11+X) J
> Q. i -
2 L

\\ 2
si Xf;? AetI1+X/7/L alors M = g ; i (L - X)

Au droit de cette section S, il nous est donné parmi tout les moments calculés,
le moment maximum ainsi que la position de la charge donnant ce moment

( Vei- O‘ul‘/v WAL] Lo s o , /f'.,uw}l— Nradiru -‘.té )

C/ - Cas d'un systéme de charges ponctuglles :

Un convoi est un systéme de charges concentrées (essieux) pouvant se déplacer

dans leur ensemble, les distances mutuelles entre les lignes d'action des dif-

férentes charges restant invariabies au cours du déplacement j tel est le cas

des #€saicux d'un camion ou d'un traim..Parmi ces convois, nous avons le systéme
de charges B, le systéme de charges militaires et le systéme de charges quelconques.

1/ - Systéme de charge:-B :

Le systéme de charges B comprend trois cas de chagement :
- Systéme B
- Systéme By
- Systéme B,

Le systéme B, 2 été etudié dans le cas d'une charge ponctuelle.

* Systéme Be

Un camion type du systéme Bc comporte trois essieux, tous trois a roues simples
munies de pneumatiques de masse totale 30 tonres.

" 12t Az 6 F 2t g2t
L, % e A5 25 an la o5 ns a5
A v y v =3
iy B
S 7
L — -/ \.___,,_,




Calcul du moment Fléchissant d'un Systéme

de Charges réparties

g

Choix du systéme de Charges 3 traiter
(quelconque, Mc, 80, Mc 120, Type D, Type E

o

Choix de la section ‘-"]
J _}'

i
Section dangereuse

! Section quelconque

v o
5] .
o -
g ¥
3
M=Q*Ly (2*L -11) ” 2 Pour différentes
——g———— g @ positions du systéme
'-S —
] o 5
L' 2 3 ]
] le momént M = l a . Calcul de M
= H 0
‘ 3
3 /M
. @0
= —~
% Moment Max et sa
m position

78

Choix d'une autre Section

v

Choix d'un autre Chargement

oui
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Transversalement, nous avons :

- Un camion type Bc si le nombre de voies est égale a un (N=1)

- Deux camions type Bc on plus si le nombre est égale & deux ou plus afin
d'avoir l'effet le plus défavorable.

Bous avons 2 camions saklement ; en gardant 1l'esprit qu'on peut mettre autant
d'essieux des 2 camions que peut supporter notre pemt, cela veut dire que pour

le systéme Bc nous raisonnons par essieux.

* Systéme Bt :

Le systéme Bt est un tandem comportant deux essieux tous deux & roues simples

munies de pneumatiques de masse égale a 32 tonnes.

16t ALt
/]_,'55\4\ .
AL 2 G20
Vs .8 .
\H(ﬂ_/ ,Z)( 8*— 'QX ﬁ
A %'C-M:J‘-f"“‘ lzt._

Trqts versalement, nous avons :

- Un tandem sille nombre de voies est églae a 1 (N = 1)

) ’ 2 s ’ . : ~
- Deux #%andem si le nombre de voies est supérieur ou égale a deux voies (N 2)

Longitsxrdinalement, il y un seul tandem

2/ - Systéme de charges militaires :

Ce systéme est représenté par un groupe de deux essieux, chacun essieu assimilé

4 un rouleau de maisse égale a 22 tonnes pour le Me 80 et de 33 tonnes pour le Me
120
E F1Q; 8[) Axexﬁ¢ b clnaﬁss{L

V. 77 ?l?/ /L7 H—
CE n,f;om? ' 1,50m

r ¢ 7777777777777 7
22 22 Vi r/__/ pid t

égucﬁp f‘wo’,nlli-q,é‘h«fﬂf | Vu Ein i:euh

% Mg 120 .
fAYc&cff ani\,wssu

4,40 1 PZZZ27777

33F 33k | 4,80
!
l.[;_@.;,c!_(.tbb\_'){‘:mgiwwt ?/////’{//// Vi oo

et
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3/ - Systéme de charges quelconques : ‘. ..t _mand? I 1

Il est demandé a l'utilisateur de donner la masse de ces charges et les
distances entre elles.

On peut se contenter de déterminer les valeurs maximales de M dans un certain

nombre de sections du pont, mais il est également intéressant de déterminer les
valeurs maximales du moment fléchissant M dans 1l'ensemble du pont ; c'est pour

cela qu'on a jugé utile d'étudier le moment fléchissant en : -

- Une section dangereuse

- Une section quelconque.

C/ - 1 - Section dangereuse :

Elle sera déterminée a l'aide du théoreme de barré, soit un convoi engagé sur
le pont, les étapes a suivre pour trouver cette section dangereuse ainsi que

le moment fléchissant maximum sont

1/ - Détermination de la charge la plus défavorable

2/ - A 1'aide du théoreme de barré placé les charges sur le pont, ainsi la
section dangereuse sera celle ol est appliquée la charge la plus défavorable.

3/ - Détermination des ordonnées des charges en utilisant le schéma de la ligne
d'influence.

L/ - Calcul du moment fléchissant.

C - 1 - 1/ Défermination de la charge la plus défavorable :

Fn gardant les notations du programme, cette charge est donnée par la formule

suivante 1)
sad R < Sp
2
h .
Avec R = résultante du systéme de charges = ?EA 'ti

-1 n :
Sﬁ_t ;E; J?i et :Sﬂ.: ;i:ﬁ Fz
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Niétant le nombre de charges ponctuelles engagées sur le pont. pour i vérifiant

la condition (1) ; la charge P ; est une charge défavorable. Pour un méme convoi

on peut avoir une ou plusieurs charges défavorables.

C - 1 - 2 / Recherche de la section dangereuse

Ayant trouvé la charge défavorable et calculé la position de la résultante dans

le convoi, on peut utiliser le théroreme de barré.

Enoncé du thécreme de barré :

Le moment fléchissant M; au droit d'une charge P,

o i
» -

mobiles engagée sur la poutre AB sera
charge P; lorsque cette charge et la résultante de
symétrique par rapport au centre de la poutre.

~

Cas 1 : La résultante tombe 2 droite de la charge

Supposons Pk une charge défavorable ; en utilisant

le schéma suivant :

| R
P

=< p Ir+s)

— [V
e
A

S

P_

-

due & un ensemble de charges
maximum au droit de cette

toutes ses charges seront

défavorable.

le théoreme de barré on aura

lﬁ,

Axe clucentre
e (o 1.>ou fre

R - !—Ecétjf'ana Cla /_\vjagfr_h-_a
£- D

7z
S

- S ecTiom cb}u?11£ase

Cas 2 : La résultante tombe a gauche de la charge défavorable.

Supposons Pk la charge défaworable, d'apres
on obtient le schéma suivant

le théoreme de barré

I

l, & 7w
L || e L |
.= I
| s
E‘:’::E- CL)‘ v :
- Secles UL SE
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C - 1 ( 3/ Calcul des coordonnées des charges ponctuelles :

Pour cela nous calculons les abscisses et les ordonnées de chaque charge du
convoi.

X (I) il se fera aprés emplacement des charges sur le pont

(Pour le calcul des abscisses);pour les ordonnées, nous calculons:
Y(Z) pewr X(E) 2 A et X(21)» A
5Bz Section ba.wd('u-u-&ﬂf

A t?l 1

7o
% l .A_‘S
|

h S

Pbuf' Lo Clﬂaw?a Py x (k)= A
| (1) = L= A (1)
& (1) e A.x(x) Alew Y(H= i }
(1 .Xx ()
§7 X(1) 2 A=K x szm_(l.-:(u.

$ x¢1) 2o 2k x(1)2L " 3(1):0
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C -1 -4/ Calcul du moment fléchissant :

Ayant calculé les ordonnées Y (I) des charges du convoi, le moment

fléchissant sera : N
M=% P (I)*7Y (1)
I=1

Ce moment fléchissant M est le plus grand ; si on tombe dans le cas ol on a
deux ou plus charges défavowables (deux ou plus sections dangereuses), le
programme calcule un moment pour chaque section dangereuse et imprime le plus

défavorable ( le plus grand)

Organigramme détaillé du calcul du woment
fléchissant des systémes de charges ponctuelles
dans la seetion dangereuse

(
( Choix du systéme de charge )
( )
D
E Calcul en section dangercuse }
E )
v
(
( Calcul de la résultante R et de sa position
dans le convoi )
Détermination de la charge défavorable A 1l'aide du theoreme )
E de barre i
|
N/
; Calcul des abscisses des charges : X (I) 1

i

@ p -




Pt
(]
B o)

Calcul des ordonnées des charges : ¥ (1)

3
¥
E Calcul de M

it e . S . el ] et
TN TN

¥

[}

4

é Impression du plus grand moment z

C - 2 / Section guelconeue :

Au droit d'une section quelconque choisie, il sera calculé un moment fléchissant

ceci aprésgtrouvé la charge défavorable. L'algbrithme de calcul serait le suivant.
'(1\0‘{)’"-

1/ - Détermination de la charge défavorable

2/ - Au droit de la section choisie placer la charge défavorable, si
cette derniére n'existe pas placer les charges les plus laurdes
au droit de cette section.

3/ - Détermination des abscisses et ordonnées du convoi

4/ - calcul du moment fléchissant

C - 2 - 1/ Détermination de la charge défavorable

Soit le systéme a étudier :

g B 5 g & R
O S Y A
S .
A >
y e ,
L.
/- —

Pour déterminer la charge défavorable du convoi ci-dessus on utilise les
relations suivantec - h R?4
2 N l"] ;
. - gl " —— \?
, =4 ofzy A o+ (Y F o Ery S
(1 TR e _
A =1 ﬂr B
v [ s '
aé-m 1 14/ 2, -

*= i 7 SE——

A = A B
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(1) et (2) doivent &tre vérifiées en méme temps ;
de méme pour (3) et(4)

Pour € vérifiant (1) et (2) ou (3) et (4) ; la charge PC‘ est défavorable. Cette
dérniéreigera placée sur la seotion S choisie, dans le casyil n'y aurait pas de

charge défavorable on mettre les charges les plus lourdesnéu droit de cette section.

C - 2 - 2 / Calcul des ordonnées des charges et du moment fléchissant

Aczent
Les abscisses des chargesicalculés aprés emplacement des charges sur le pont.

Les ordonnées seront calculées comme

ol
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=
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Supposons Pk défavorable : X (K) = A
pour L = Mioorocery N

L -A *X(I)
L

Si X(I)J A alors Y (I)=A* (L -X (1))
L

i

Si X (1)< A alors y(I)

1l
o

8i 0>x> L alors Y (I)

Y (I) étant déterminée -

N
w=F% P(@D*Y @D
I= 1

NN TN TS
S e




ur les Chargements

S

Boucle

()
L

w0

Calcul du Moment Fléchissant

d'un systéme de charges

en une section quelconque

%
L%
Choix du systéme
.
Choix de la section
Q
.E Létermination de la  Charge
§ défavorable
)]
: |
—~ W
& .
% Calcul des Coordonnées
X (I) et ¥ (1)
5
3 ( abscisses & Ordonnées )
(@]
= 3
Calcul du moment M
i AL Choix d'ane autre Section
oui

Choix d'un autre Chargement
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I - 3/ Catcul de 1l'effort tranchant

e

I -3 -1/ péfinition de la ligne d'influence de l'effort tranchant d'une

poutre isostatique :

a/ - Au droit de l'appul

lP:’l £ M0 > Rp=C
A & :§2E> S M/ o == ‘E? =4
Ral fon 7 57

Cetts courbe n'est autre que la ligne d'influence de 1l'effort tranchant au

droit de 1'appui (réaction d'apui), il est de méme pour P = 1 sur l'appui B

b/ - Au droit d'une section :

Z,,M/A’S o R EpNE. S

?: A
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On calcule les 2 expressions en X = o et X = L ; d'ou 1l'allure de la
ligne d'influence de l'effort tranchant ; pour avoir les valeurs de T au

droit de la section on fait X = A d'ou T =B et T =

A
L L

I -3 -2/ Cas une charge ponstuelle :

Nous calculons l'effort tranchant en deux sections :

1/ - Sur appui
2/ - En train

* - Au droit de l'appui : Calcul de la réaction d'appui

P

Comme le moment fléchissant, notre charge ponctuelle peut &tre unitaire,

quelcontue ou une roue isolée (systéme Br) de 10 tonnes.

Pour X variant de zéro a L : T =P (L - X)
L

Pour X = 0 —3TzP ( réaction d'appui ) : effort tranchant maximun

* Au droit d'une section

i;:
X
=y k
# i A
A o T
3§
- "Ll (X
D = [ -
A ) - i -1
k g e = o
pour X variant de zéro & L-si X <i_ A alors T =-PX

L
SiXZA alors T = P (L - X)

il sera maximm lorsque la charge P se tmouve s la section S et T= Elf&-



Calcul de 1l'effort tranchant

d'une Charge ponctuelle

Y

I Choix du Systéme de Charge

Calcul de 1la Réacticn d'appui

Boucle sur les sections

T=P (L -X)

i
. )

A

I L'effort trarchant T =

V

L'effort tranchant max' est

a l'appui e% vaut :

W

*

;l Calcul en une section quelconque : A

sections

les

sur

Boucle

= 1 N = ‘Jyl\ l

o r

B! |

+H :

5; Non Oui

L&) e e

a4 © A 3
il

E‘;‘ElT:——P(L"X) T=PX
F: ——

I; [3} { L L

o] ™ ! ]

e )

5 ! L'effort tranchant T = \

Oui _J Autre Section

(‘o




I -3 -3/ Cas d'une charge répartie :

Comme pour le moment fléchissant, les différents cas de charges sont : -
surchage quelconque (Q = 2 ; L1 = ?2)
e 80 (@ = 72t, L1 = 4,9m)

- Surchages militaire
~— Mc120(Q=110t, L1 = 6,1m)

- Surchage exceptionnelles —7 type D (Q = 2ko0t, L1 = 18,6m)

~ type E (Q = 360t, L1= 18,6m)
- Surchage A4 (A = 2, 11 = ?2)

* - Au droit de 1'appuil :

&
AT 4 [ ] {I [

hoo—

N
i

NN E— L

Pour la charge se déplagant de A vers B ; 1l'effort tranchant sera egal a :
T = Q * Aire du trapeze a b ¢ d

—

8i11+Xx &L alors T= QL1 | 2(@-X) -1 |
2 b
S5iI1+X YL alors T= @ (L-=-X)?
L
Si X = o Alors _Q_Ll (2L-L1)
2L
Si L =11 alors T = QL (cas‘ﬁne surchage A appliquée sur tout le

> poX))



* -~ Au droit d'une section : 2T

Pour 1'effort tranchant le plus défavorable , nous ne chargeons que la partie

positive de la ligne d'influence du pont.

o ’*FT_ >
;\ f 'L ﬂ ; >
T
2 s
2y
= 1.2
= AE
i ~~_”‘_i'“““““*——-n_‘
A . & e ]
4 t e e
L
| A -
[

Pour X variant de A & L, 1l'effort sera égale a :

Sil1+X4Z L alorsT= QL1 (2L -2%+11) =Qu1 (2 (L -X
e L TR - 11)

SiT1+xXxS L alors T =2 (L -X )2

2L
Si 11 =1L (cas de la sufchage A ) ou ne chargera le pont que sur la distance B,
alors T —)Q___ {vr,,_. OU} L\LAAgLO Lo st AL A \n:.,.,.ﬁj

T 2. q’&v d’ Uin /.w_;'few. A clamzq,u pmcfutma
Les convois que l'on va étudier dans ce paragraphe seront ceux déja cités dans
le calcul du moment fléchissant (les surchages B ; les surchages militaires, et
les surchages qualeonques).

Nous calculerons comme auparavant en deux sections - sur appui
- en travée



chargements

les

sur

Boucle

)
\

Boucle sur les sections

Cagcul de 1l'effort tranchant pour une €harge
uniformement repartie
>
| "
I Choix du systéme de Charges l
u
M
|
’ Calcul de la réaction d'appul
W
o g
ul Pour différentes positions de 1la
é B Charge
o«
&' '
b RS !
J |
3 \ calcul de T ;
L'effort tranchant max est a 1l'appui
et vaut T
Calcul en  une section quelconque

Boucle sur les positions

l Choix de la section

Pour différentes positions de la Charge a partir

de 1la section A

&
| Calcul de T
)
| Position et efort tranchant max

J,

Autre section

b

l Autre chargement

0
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* Au droit de l'appui :

| e F l%’ Fesa th
uLll‘L\!@L .

|
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Afin de déterminer 1'effort tranche nt maximum & 1'appui A, on porcédera

comme @

- Engager le convoi sur la poutre AB

- Prendre les charges les plus lourdes et les plus rapprochées
les placer le plus prés posséde de 1'appui A.

N
TA max = 2. P (I). Y (I)

I=1
P (I) étant conme , les ¥ (I) seront comme suit :
pour I =1aN Y (I) = L-X(I)

L
siX (D2 1L = Y(I)=o0

Les X (I) sont comptées positivement de & vers B et sont pris par reppott
a l'appui A.

* Au droit d'une section :
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L'effort tranche :nat maximum sera obtenu en lui plagant le maxinum de charges
et les plus lourdes le plus prés possible de la section S. On évitera de placer
les charges dans la partie négative, si on ne peut pas faire autrement, on

essayera de placer, le minimum des charges, (les moins lourdes) et en les
éloignant de la section considérée A.

Supposons que la position arrétée sur le schéma est la plus défavorable ; 1'effort

tranchant maximum est alors :

h N
E Tsm)c:t P(I)+Y(I)+t P (I) *Y (1) z
I= =1 ;

Pour I =1aN

Si X (1) £ A AlorsY(I):-_x__éI_)_
8i X (I) 2/ A Alors Y (I) = L ~ X (I)
L
=0

siod> X (1) L Alors Y (I)



chargements

les

sur

Boucle

Calcul de 1l'effort tranchant d'un Systdme

de Charges ponctuelles

W

les sections

sur

Boucle

> Choix du Systéme
g M
Calcul de la réaction d'appui
Calcul des ordonnées Y (I)
Calcul de 1l'effort tranchant
Calcul en une section quelconque
¢V
I Choix de la section
Y/
l Calcul des ordonnées Y (I)
Calcul de 1'effort tranchant
Oui Autre position du
convoil
Oui
Autre Chargement

\4

FIN
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I.4 - CALCUL DE LA LIGNE D'INFLUENCE DE LA FLECHE ET DE LA ROTATION -

I.4.1 - DEFINITION DE LA FLECHE

On désigne scus le nom de fldche dans 1a section d'abs-
cisseyx,le déplacement vertical de cette section. La fibre moyenne
/ Yy

déformée est appelée ligne #lastique de la poutre.

I.4.2 - CALCUL DE LA FLECHE

Elle sera calculde numériquement 3 1'aide des intégrales
Uwet Yo Connaissant le mument fléchissant M da a4 une charge

unitaire appliquée a la poutre, on calcule URet Vapour toute sec-
tion d'abscisse x

74 ff)
U (x) = A Ly d
: j o, 1
X
X) j U (})

vV {

13

Ces intégrales sont calculées & 1'aide de la formule
des trapézes (n = 1)

Pour calculer £ fx) d % - adoptons le pas
@ h= b-a
n

dans notre cas n = 1

x1

; h
dunc < =
Xo g,
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On calcule tout d'abord la rotation de la section

d'extrémité

W, = o V (L)
L
puis
W (x) = W, + U (x)
vV (x) = Wy, x + V (x)

W (x) &étant la rotation dans la section x

V (x) &tant 1la fléche dars la section x.

La fonctior I () est dunnée nar les trois cas suivants :
e

1) - Inertie constante,

2) - Inertie counstante en travée et linéaire aux appuis,

3) - Variation parabolique de la hauteur.

Pour lea 224me cas, c'est-a-dire inertie constante

en travée et linéaire aux appuis, on peut prendre par exemple

le cas de 1l'épaississement de 1'dme aux appuis des poutres :

A a

— ——l&

b — — —{uuy

L o
L
.
W
- — —

r
\I
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*Entre Qo etQ.1

I(x)=Io(1~-3‘£)+11.— ( To = I1)

I rertie enQL
"1

Iou
I1

*Entre (A1 et Q°
I x) = I1

*Entre2 et Q3 : I = 11

*Entre C\3 et Q4 : I (x) = I1 (1 - §4

X
} o+ Doy
En g2niral la travée est symdtrique par rapport i son
milieu : L1 = L4 , L2 = L3 , Jo = 14,

Le cas d'une variation parabolique de la hauteur est
plutdt fréquent dars les poutres cortinues; alors nous avons Jugé

utile de le développer dans 1'étude des poutres continues.

Les équaticns donnant la variation de 1'inertie et de

la hauteur sont

b () =ht J 1% (2~1 Kﬁx—L2)
5/2
I (x) =1t ] 1+(/-—1)&2x—L2) j
h t = Hauteur a la clé (i - travée)
h a-= " 1'appui

%% It = I nertie ami-travée.




=3 D

I-4-3 Ligre d'influence de la flache

Pour ubtenir la ligne d'influence de la fléche et de la

rotation, nous faisons varier la positiun de la charge uni-

taire (P = 1) de sorte que

P.x-( 1 -a) X £ =
M (X, x) = L
Pa-( 1 - x) X >
=
P
A
; S
R a%
X

La rotation de section s'écrit pour chaque position de P

V(L)

() = -7

Wk, x) = Wo (a) O x)
Puis © ¥ @ (04,x) = Wo (4 x + v (&,x)

W (@, x) étant 1la ligne d'influence de la ratoation

v (X, x) 3 © v fl3che.

I-4-4 Calcul d'efforts

Les valeurs de la ligne d'influence de la flache et de

la rotatioun étant s tock? en mémoire, il nous suffit de.les

f13che en une section donnée scus l'effet

utiliser pour calculer la

dA'in systéme de charges:

PU .
v |

o
=
d
(3%]
e——
ey
6]
0
~
=3
e
=
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Si on appelle V la fléche enufe section S elle s'éerit

v=i—‘_ 24T .Y (1)
I=1

Avec Y (I) )=9 (= ,s). ( déja calculéd).
De méme si on appelle W la rotation en une section S, €lle

stécerit
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CALCUL DE LA FLECHE ET DE IL& ROTATION

4

sur les sections

Boucle

1

Choix de 1la section

N

Calcul des integrales Ufx) et ViX) pour d i fferantes
rositions de la charge unitaire

Boucle sur les poslitions

!

Ligne d'influence l

de rotation

Ligne d'influence de la;__rJ

fleche o

\___—\/‘

i )

Choix du systeme de charges

V]

Calcul de la fleche et de 1z
rotaetion

Impression de la fleche et de

la rotation
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IT - POUTRES CONTINUES 2

II - 1/ Définition et notations :

Une pcutre continue est une poutre droite horizontale reposant sur plus

de deux appuis simples incompressibles. La poutre est soumise A des charges verti-

cales, et les réactions d'appuis sont verticid:s.

On suppose les efforts nubg dans la poutre en l'absence de charges appliquées.

On numerote les appuis de O & n : Ao , A1, A2, ...,qAn, et les travées de 1 a n,

la portée de la travée Ai-1 Ai étant 1i

B BA i - Ao Aisd Am-1 Ba

5 ATTTTR ra AT A 25

& A ¥ + * + ¥
i}«{ ’.p(_ Lir4g z‘ﬂ

Les réactione d'appuis sont au nombre de n+1, et les équations de la statique

sont au nombre de deux, les forces étant paralléles. Il en résulte que la poutre
continues est n-1 fois hyperstatique.

I1 serait possible de prendre comme inconnues hyperstatiques les valeurs de

n-1 réactions d'appuis, mais le calcul est long et fatidueux, toutes les inconnuee
figurant dans les équations.

La meilleure méthode consiste a prendre comme inconnues hyperstatiques les

valeurs des moments fléchissants dans la poutre au droit des appuis intermédiaires

M1, M2 ..., Mn-1.



e

On détermine ensuite immédiatement les moments fléchissants m i et les efforts

tranchant t i dans une section quelconque de la travie Ai-1 Ai :

( mi=gpp: +Mitl2ZE) + Mi X
S Li Li

Ti=_dae' 4 oMi- Mi -1
dx 1i

x désigant 1l'abscisse de la section comptée & pattir de 1'appui de gauche Ai-1

i : le moment fléchissant de la travée Ai-1 Ai supposée isostique.
/

La réaction Ri exercfe. par 1l'appui Ai; a pour valeur :
Ri = (Ti+1),,, — (Ti)x = 1i

II - 2/ Méthede decealcul des moments hyperstatiques :

Les méthodes les plus utilisées sont :

a/ - Méthode de relaxation (cross par exemple)
b/ - Méthodes directes : - méthodes des 3 moments
- méthodes des 2 moments

Le cas a/ est simple mais nécessite des calculs itératifs et n'admet que
difficilement des inerties varialles.

Dans notre cas nous avons opté pour la méthode des 5 moments

IT - 2-1 - Relation des trois moments :

On considére les deux travées successives de portée 1i et 1i+1 reposant sur

les trois appuis successifs Ai-1 Ai Ai+1. On suppose les appuis dénivelés par

rapport 2 un niveau de référence.

Act ———7"'—_‘#——’&1 Ceva JAN i

WiJeaw de Relaeuce
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La relation fondamentale due a clapeyron qui relie trois moments successifs est :

. 5 & 5 & . o / # i .
bi Mi-1 + (Ci+ai+1) Mi + bi+1 Mi+1 = Ui -t ¥ 1 ~uﬁi

ai, bi, ci désignant les constantes mécaniques relatives a la travée Ai-1 Ai :

n

() LL% les rotations des sections d'extrémités de la ‘ravée Ai-1 Ai
1

supposée sur appdis simples.

S
y d%
qu::—///q(4'fﬂ El

o B
) &%

:
ya
613? = J{//Lz {@5

SU= Vi - Vi1
1i
Vi : dénivellation de l'appui Ai comptée positivement vers le haut.

Remarque : On a négligé les déformations dfies : a 1l'effott teandnant

I1 est possible de calculer les moments sur appuis d'une poutre continue en
appliquant n-1 fois la formule des trois moments aux appuis Ao A1 A2, A1 A2 A3
An-2  An-1 An

Pour le calcul des lignes d'influence on suppose que seule la travée ai-1 AL

est chargée par une force unitaire et que seule JW est différent de zéro, on

obtient le systéme d'équations suivant :



A ) » i - " 5
k 'Dr--g, !\l"a & (_C'C-L'rat‘-i}l r)\ (-1 * LL—'? r/\t. A

(Yoia Mz + (('-Vs ) Mot + bo My = +Jle
il::' Miag + (C;’+ Gy ™M+ biva Tia = =G = S

L

[- "D[+\ (\,ll + (C«{'H o Cf..;‘,zl) \Vh_,_,, A bE«\—LMH‘Q—' -0

|

\9-.1-:, Mn-a -+ [CM-L +C{«;\-\)Mw-$\, + \:n.-« Nn-.l =0

; 0
bﬂ—"‘ r’iih..l'—!- (CN“‘+(‘!—""} ‘\/].'“‘1
On a obtenu un sys'éme ftudiagonal :
Ci+ly 5 5 5 0 L o
My O

lDL ) {"I.J‘. a-}‘ ) E} .} O

g e o 'L §

wy U
- LU‘:_ - \ﬂ"l

s
L

i

\Q :C\r.-L"'am_l ')L‘n.‘_l

n-2)

O E B’“"\ l; Cfﬂ-'\"'ﬂ.m Mu—i

O
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IZ - 2

késolution du sysiéme Fihdiagonal (Mé%l.ode: do Guuss)

L —————_ - - T T S A < o

hE - - .
on jolaris i

P o= C1 = ai+n

¥ = bvisn

oli = i

- = 1
- £
x" R
On obtisut aluro
- rr‘, ‘l [ v
s y - -, _l § ko ! [&F
e ;
ST © |
r '
H v o
b oly, P 6 O
( ['.". k"
G Gf‘”, J=2 4%
] o=
! {
-7
BN\—) {

- R T Ky 1

Oa ecrit la premiere Sguesion

ﬂ’l - X1 +&I'-:{2 = L,'I —— X0 4 —%« X2 = -f‘i_-l——»-

L'
11 = =1 by O e T
G .‘,: T ) ',_51

On elimine x'! enire les deux premidies équations on statien~ :

un pese d2 = B2 - of -

o1 o htn ~G¥L C4q
Vax e

dz T



On poursuit ainsi, d'ou l'algorithme de rés o lution :
P g

b'1

. . = . L e @ B s -

lére phase : d1 —/b1 : C"l = /31 = 9 Xh o}
ofl ¥i-1 .

R I .= our i = 2. see. N
a =P -1 4 £ e
C'i = b'i -;_dX@'i-1 pour i = 2, :c., 1

di

2éme phase :

C'n i=n
o - B Wi

Xn =

xi

]

avec cette résolution on détermine donc tous les momeits sur les appuis

intermédiaires.

II - 3 Variation des inerties :

Nous avons adepté trois cas de variations diineetie.
1dre : cas : Inertie constante sur toute la travée i
odme ¢ag ineetie linéaire aux appuis et constante en travée

3m : c8s ¢ variation parabolique de la hauteur

*~ Le cas d'inertie constante est simple
* - Le 2ém cas es: traité dans la partie " poutre iscstatiqus U,
* Vu que le 3ém cas est généralementtfréquent dans les poutre. continues (cas de

de ponts en beton précontraint) on a jugé utile de la traite:; dans 1la partie
" poutre coniinue ".
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La hauteur varie comme suit ( Z = ha/ht)

x )27} .

h(x) = h¢ [:1+ (z-1) Q:E;) -1 dans la travée de rive

h(x) =ht [:1+(Z-1) &E&)z :} dans la travée intermédiaire
UA

en reppertant l'axe x en A1 on aura X = x+—%§- = & “*%’xzxf%é

et h(x) = hy [ (2D ("-"‘13 j

o

La prinecipale difficultée est d'avoir dés le départ une estimation correcte
des efforts, puisque ces derniers dépendent en toute rigueur, des formes de
sections qui seront adoptées. Or celles-ci seront précisemment déterminées en

fonctions des efforts.

On est donc amené & faire certaines hypothéses simplificatrices qui permettront
sans encore comnnaitre de fagon précise le coffrage, d'avoir une bonne approximation

des efforts.

a/ - Forme de la section :

Dans ce type d'ouvrage, la section adoptée est emnforme de caisson

on a comme exemple :

i
1 caisson a 2 &mes 1 caisson & 3 Ames 2 caisson a 2 &mes

b/ Variation de 1'inertie :

J= section en’forme de caisson, comprend 2 membrures et 2 Ames

TZT 770117 717 h WL LT T
. L7 77774
/ /
; / —+
/ /] e
g
/ i
HTT7 7707 77777

Son comportement, en fléxion, -est intermédiaire entre celui d'une section
réduite
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L
- 3 ses deux membrures (o) I varie comme h’)

- 4 son &me (ou I varie comme ﬁ’)
On peut donc prendre en ccmpte, en premiére approximation une variation

intermédiai rfe, soit :

I:Kh‘s/a

On a ainsi :

- travée de rive : ¢/
- T
I(x) = It [ 1+ (2=1) Q'—’E-_‘? )° J

-en traveée centrale :
152

C 1, [ age-1) ( 2x¢-12)° |
10 = Lp L@ {2180

It : inertie a la hauteur ht

5

II - 4 calcul des constantes mécaniquss ai, bi , €1

Les constantes mécaniques ai, bi, ci sont données par les intégrales
suivantes : e_

&4‘ %\Jé—:{_

L/ E.L'

ry X =
Al
[7 t"
J (L(z, Ax
Gi J t.) FEI
_ Calcul de UJ'L‘ }UJ" El JEid
/ ﬁ\/__{
Ju= X ®
i
[:L G)t
x\ A%

{".&.UI— ﬂ/ﬁ-\ S 1>d\
pre e e (- X)L L



b6 =
¢ : abscisse de la charge unitaire P.

x : abscisse de la section

TI - 4-1 Inertie constante dans la travée i

ai = 2bi = Ci = _1li
3T
U};i_ = ol Pex{li-ax) (2 1i ~o2)
FIi 6 1i
n o= 1 Pek(lied) (li+x)
Wy BIi -

oli

TI - 4-2 Inertie linéaire aux appuis et constantes entravée

On procéde par intégration numérique pour le calcul de ces intégrales -

La méthode appliquée est celle de Gauss - le gendre 4 3 points (n=3)

résumé de la .iéthode :

o

1
, - 1,1
Supposons la fonction f (t) défirie sur l'intervalle e

L sl

Le probléme est donc de trouver les points t1, 2, ....tn et les coefficients f,, -
,An pour Jue @
n

‘ +1 \

\ £{t) at = AL f (ti) soit exacte pour -out polynome

R i=1%

F (t) de degré N le plus grand possible

Puisque rnous avons 2 n constantes ti et Ai, on al polyndme d2 2u-1 degré,

donc N maximal est N = 2n - 1

Les ti sont les racines du polyndme de legendre

B ) = e, e |
? n

et les Ai sont données par le systéme :
"

S 4. =4
Z_..A‘

e
S _ At =0
L—

(=1

-, A
2 A ti = Zuot
’ &t In -4
| <5 A tL = O



Dans notrs cas le polyndme 22 lerunden siécrit @
.3 N
Eb(ﬂ - ,.(5& ~ak)y
E S fo -
. . "L‘ = -\l .:-L— P\-\:' A-ﬁ: ?,—’
G, Latnts il B =3 i
=0 . R, = B
fo . w gha2
[ )

par conséquent,

() A r‘
¢ 4= ) i;‘ i 1: 5 i /_'5 ?1"3—57)
A T .'L{FS,- [--wjf}.') -{—%\{f‘fﬂ ¥ gLt
j.\,(’{\dl = .:') RN \
gN 41
L.
=4
Le probléme général peut Lovjours ce rawsnrrd ce zas en iaisant la
suivante :
. bH oA
e -...-_ {:\
Cn ovbtient :
) A x
f el e iy o
. i N - .f"_,_qt.q y __:_ZL L = _'-- /
P LR R i A
o I L &
)
= 1
A
o opn B - N D4 ). &
Nous avons der intégrales au ML

-L

{ #

type : \ 6‘
Y

o E-— =i t«

k) - v 2O 4’11‘_?02/. E’\

A P r "
r_}:, = L Q_O ; !2::::_?29_ f-“_ 0, el ’(.\
- 2 Ze
3(‘)"',':'” v 4.
= t\7. o P._o ‘(_, = O, g5 8 ,f_t
Ly = T Z 2 '

Les rouveaux coeifients sount

Wi

6 Ay = 0277778 1t

2 =311 -0 #A = f).;‘l ";-l-i':‘l”' 1
Booe Ay
M5 = Lo c by = 0,277778 14
2

el s

transiormati ol

A o)



On aura alers :
"l'

t

£ () dx = Wi £ ()4 W2, 2(x2) 4 W3. £(x3)
7 )

IT - 4 - 3 Variation paraboligue de la hauteur :

* - Constantes mécaniques :

~ travée de rive :

R .
al = 211 Z , I, : Inertic & 1'appul (hauteur ha )
3EIa. 1+ NG
2

bl = 1 - . - N—

3EIy T+ lﬂ E
el = 2

3Elq Z

* Rotatiocns des extrémites :

op n¥sedde par intégration numérique de Czumss - legendre

11 - 5 = lignes d'influence des moments sur appuis :

La ligne d'influence du moment au droit de chaque appui, s'obtient en

faisant varier 1l'abscisse de la charge unitaire sur chaque travée, on a ainsi

pour chaque position de la charge des valeurs des moments de chaque appui.

La ligne d'influence du moment au droit de 1l'appui Ai a l'allure suivante :

(fCTT-LIT. ,erﬁT]“‘TTt}.,]’fTF]|

4 A .
AL :‘QL"?- B -4
¥ ¥ v 3 ¥ X y

-F, 7‘?_ Lﬁ-t‘""! ﬂ'— el 14 F[‘ 1% E?;_'-?'s, —.



b9

* Ligne d'influence du moment fléchissant dzns une section quelconque :

soit S la section d'abscise x dans la travée Aj-1- Ai, compté a partir

de Ai~-1

La ligne d'influence du moment fléchissant dans cette section est donnée par

1l'expression :

M for, x) = }4 o, ) + Mi-1 (). (j— x) + Mi ().
Ly 11

Mi {exo-) est le moment isostatique de la travée Ai-1 Ai;pu (ec,x) étant nul

lorgque la charge se trouve sur une travée autre que Ai-1-Ai

La ligne d'influence de la section £ dans la travée Ai-1 Ai a 1'allure suivante

ST m\“?s "|})/A"W\LWA

Pias R { \ / Aips Aivd
AT T,
= A . A\’;\\_L[_LLWA
\! 3 ﬁ{'-); | ol 'l" tr .l
U T iz 7
gj_u_j_u_lﬂ/& \ l l ]i JJ,*"' 4 4 A
Ay Aig Ay J| ! Ag i R
= \.iJ :
- --—-I9
ko,
T e T AT [TTT
A FNY TP Z E : o AN |
. o J‘ll[u__['/l’! Ai-4 1 P A, A TS
"3 \-is i = [EX) L+
|
i

) q . ] .
Ay hey i i Aiea A,

1
|
i
= : il if‘ }J‘ EYTTT
5 4 PR IHLJ)/?‘ QI
]




L'étude faite ci-dessus pour les lignes d'influences des moments

sur appuis montrent que CES lignes d'influence ont les formes représentées

’
ci-dessus suivant que la section 9 se trouve entre les foyers Fi et Fi de la
travée Ai - 1-Ai ou en dehors des goyers. Ces lignes dtinfluence permettent de

rechercher les moments Fléchissants extrémes dans chaque section

On remarquera que le morient fléchissant au droit d'un foyer de gauche d'une

travée ne dépend pas des charges appliquées sur les travées situées a droite de

cette travée. De méme le moment fléchissant au droit d'un foyer de droite d'une

travée ne dépend pas des charges appliquées sur les travées situées a gauche

de cette travée. Ces propriétés sont caractéristiques des foyerseo

* Ligne tranchant dans une section quelconque :

La ligne d'influence de 1lleffort tranchant dans la section 9 l'abscisso X de 1=

travée Ai -1 Ai est donnée par 1'expression :

T (ex) = Zi (x,x) + M (&) - Mi =1 @)
Li

73 ;ﬁ;q_ /ﬁi (,x) étant nul lorsgue 1a charge unité se trouve sur une
(e, ¥y = X%

travée autre que Ai-1 Al

La forme de la ligne dtinfluence de 1'effort tranchant est donnée par :

AirA AL
AT T T




i -
Lorsque S varie entre Ai-1 et Ai, il suffit de déplacer e segment vertical

XTXZ = 1 ; les courbes tracées ne changeant pas :

* - Ligne d'influence de la réaction d'appui Ai :

Elle est donnée par :

- L T

Ri (x) = '{’.- o)
() = ( XTI S
Soit Ri (®) = { d piy @) M(, L) - M ' | |
d x 0; KJ‘——L( -M oMo
¥=0 o . _______e______
. -t
Ri = 35*4 + B 4 lell - Mi + Mia £ Mi
Li+g 1i
Ri = Ri+1 + RY + Mi +1 - Mi  + Mi-1 - Mi
Li+ 1i

Avec R'j ot R"i les réactions de l'appui de gauche et de 1l'appui de droite de la

travée (i) : Ai-1 Ai supposée sur appuis simples .

* Ligne d'influence de la fléche dans une section quelcongue :

La ligne d'influence de la fléche dans 1 section est, d'aprés le théoréme de maxweill
confondue avec la déformée de la poutre sous l'action d'une charge unité appliquée

dans cetta soctien, elle sst donnée par :

Vi (C‘(,X) = Vif (“,x) - Wi fe)eil (%) ~ M (o()nwi” -

s
Vi (x.x) : ligne d'influence de la fléche dans la travée supposée isostatique

la ligne d'influence d'une poutre contirue est une combinaison linéaire de la
ligne d'influence dans la travée supposée isostatique et des lignes d'influence

des moments sur les appuis limitant cette travée.
En vertu dukaor me de Max Well, la ligne dWf-de la fléche peut encore s'écrire :

Vi (o,%) = V (x,x) « Miwg(x) Wi' () - Mi (x) W'i(ex)

./ s . s
car Wi (x,x) et Vi (x,x) sont symetriques en.o¢ =t x
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g
Le calcul de Vi (&,x) est développé dans la partie conc :rnant le poutre

isostatique.

* - Ligne d'influence des rotations d'appuis de la travée Ai -1 Ai :

qu G = W o) =mi Mi—1Qx) - bi M; (&) rotation  de ltappui Ai-1
] : () + Ci Mi () rotation de 1'appui A
Wi for) = W', () + bi Mj_q ) = *

W'i (@), w"i @) : lignes d'influence des rotations des extrémités de la

poutre isostatiques.
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O RGANIGRAMLE . DT G/ L.OUL Di made
- poutre continue

Nombre de travee:N
longueur de chaque irsvee :
licdule d'clasticite:E

/ Denivelatiun d'appui:V

1 Tnertie constante
: lineaire auxaappuis, cons’wvﬁc

en travee
\ — 3¢Variation parabolique de 1a
— A= AN hauteur
N
\‘L-V!“

Inertie 4
\\m 4,2, B LT Ci=tbi= Lfzer

i .

Travee de riv
a(= WEL, - 1’/%4»
b,_ fafstLZ/u»{“)

— N
@l“

l! 2

J'V_ —_—

Calcul de a¢b; c; per

Travee intermediair 1nteératlon QOGAUW

ac= G geia B

o= U E e i N

e = O L.Q’L—.‘ -J;f.l'ykq‘“xdtei*ﬂ/ét

o A o L)@@ 68
ET:

‘+ Calcul de Wy ,Wr‘ par

integration de CAUSS ]

I

N
-
/oo, ki, G5,

WL W )
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CALCUL DES 'EFFORTS

I. - UTILISATION DES LIGNES D'INFLUZNCE -

Les ligres d'influence peraettent de rechercher les
valeurs extrimes de l'effet -F~, sous l'action de surcharges
variées : par exemnle, si 1la ligne d'influence de l'effet -F-
ad & 1'action d'une charge unité comporte dleux zores, 1'une

Pusitive, 1'autre régative.

L'effet (F) 4G a une charge répartie de Adensité cons-

tante, -P- pouvant &tre appligquée i une partie seulemert de 1a

-

poutre, est compris touujours entre P.A1 et P,A.2

- P.A2ZF < P.AA
Al et A2 désigrant respectivement les aires pusitive

et négative, cumme autre exemple, scit le schéma suivant :

A‘ Hl' X\WB‘
I ; i
am \Q
& :
“: &
i -
A 2
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L'effet maximum -F- produit par une charge de densité

runstante -p-  prépartie Sur une longueur -d- s'vbtiendra, en dis-

pesant cette charge sur un segment AB = d, tel que les crdonnées

de la ligre d'influence en A et B, scient égales AA' = BB'.

II. - CALCUL DES EFFORTS -

Les effurts sont calculés sous les systémes de surchar-
g€s prescrits par le Reﬁ&‘“‘“e notamment :

¥ surcharges pounctuelles

- systdme 3c,
- systime B,
- systame Br,
=vstéme Me 80,

- S'fs te[!x'\ e 1 '_:l\) .

surcharges répartjes
- surcharge - a,

- systame - ye 30,

- systime - fe 120,
= cunvol - wype p,

- cunvol - tyre [,

IT.1 - Calcul des moments su.

appuis :

Loz . |‘F‘vel‘ . .
svit la ligne d'influenc Au moment de 1'appui Ai.

, o AT A A
Hi-2 Al-2 Ai-A A Act A Atz Aos
Ny " e T = S S S
(L"i ’?L-—A 4 QL s A 4+ 1 Ql+qj



* Surcharges nunctuelles @

pour obtenir les moments il suffit de multidlier les

charges par les cordonnées correspondantes de la ligne d'influenrce

- Systéme Bc

Le moment maximum en valeur absclue sur 1'ppui Al est

obteru en disposart longitudinalement un camior sur la travée

Al A1 et ur autre sur la travée Ai 3 Ai+l, la distance
ertre les deux camiuns est telle gu'elle produit 1'effet 1le »nlus

défavoerable.

Remarque 1': La dispousition des deux camious De epot envisagée dars

les deux sens.

5): Le nombre de camiuns transversalement est déterming sui-

vant 14 classe du nount.

- Svstdme Bt

Lorngitudinalement cu dispuse un tandeur sur la travée
Ai-1 Ai ou sur la travée AL Ai+l tel qu'il oroduit 1'effet le plus
défavorable.,

Trapsversalement le ncbmre est dfterminé seloun la classe

du narct.
- Systéame Br

Or dispose la roue isclée au droit de la section de
plus grand moment don & par la ligne d'influence sur la travée cour-

sidérée.
-Systémes: Me 80, e 120
On proc3de de la méme maniére que pour le systéme Bt.
*Surcharges réparties:

Pour cbtenir les moments sous une charge répartie, on
multiplie la valeur de la surcharge par l'aire de la ligne d'influ-
ence correspondante. Pour calculer cette aireon _utilise la mé-

thode d'intégraticn numérijgue des trapézes.
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IARQUE CONCERWANT LES METHCDES D'INTECRATION NUMERIQUE
- M2thode de CGAUVSS-LEGENDRE

Cetie mithode a 1'avantage de donner des résultats avec
ure priécisior élevée ep présence d'un nombre de puints 4'intégra-
tivn relativement faibles (3 noints dars nutre casi), mais présente
cet inconvénient que les abscisses des points - t i - d'intégra-
tior et les coefficients de poids - A1 - sunt en géréral des num-

bres irrationrels.

C'est pourquoui, rous l'avons utilisé peur le calcul
des intégrales vl les fonctiours a intédgrer scnt conrues.

Par contre ur le L

< contre, boul 2 calcul des effurts vu les
valeurs des forctions ne sunt connues qu'en des points
distirets, nous avors choisi, 1la méthode des crapdzes qui intd-
gre en ces points, mais qui est moirs précise que celle de
GRANSS.

- SURCHARGE -~ A -

I1 résulte de la Torme de la lirne d'inflirem-en e
Mi que, pour trouver le mument fléchissant maaimum en valeur
apsulue sur l'appui 2i, il fauct charger les deux travées conti-

gues & l'appul Ai, et les autres travées de Adeux er deux.

La valeur de la surcharge A est d3terminde selon la
classe du pu ntjecarmelavaleur de '«u&(l) diminuceavee la longaeur de la
ligne 4'influenceco correspondante,le noment Hax diminuene corespond pas

au chargement de toutes les travees,generalement il cst Max quand on charge
uniquenent les deux travees contigues & 1'appul Aig
A(1)=230 + 36000/ (L + 12)
L ; Tongueur chargee (determinee par la ligne d'influence )

= K3 A(1). o1,

E ;5 1o ; 1, ° donnes suivant la classe du ponte
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- SYSTEME bkc 80 ET iMec 120 -

D'apr3s le ri3glement, le nombre de chars e 80 cu
Me 120, est 111imité longitudinalement, la distarnce entre deux
chars cunséeoutifs, est telle qu'elle produit 1'effet le plus
défavorable, rdanmoins, la distance minimale est de 30,5 m, de

pPlus les lungueurs des travées sont incornues,

Clest 13 Ob résulte 1ao probldme 4 poirt dge vue program-
Mmation, car tenir comnte de Ces couniraintes conduirait A un Dro-
bléme d'uptimisation 2t de recherche ¢pératiounnelle qui est

lung et couteux.

D'autant plus qu© la plupart des pnrts cuurants sont
calculés scus ies surcharges civiles nous n'avons pas jugd utile

de dévelcpper ce nrogramme,

Nous nous sommes contertés de placer un char dans chacune
des deux travédes contigues & 1l'appui 2i de fagor 3 produire chacur
l'effet le plus grand en ayanrt suin de garder la distance entre
eux supérieure cu égale a 30,% m, et un char sur chacune des au-
tres travies de deux en deux. La distance étant supérieure A

30,% m pour les autres travées.,

D'autre raiscn quil rous amdne A faire ce chuix est que
la plus part des p@nts courarts en Algérie, ont des

lungueurs de travée 4de 1'ordre de 40 m.
- CONVOIS - TYPE D et E -

Or place ur convei type D su E dars la travée contigue

a l'appui Ai qui donnerait le mgment le plus srand,



Si la travée egt pférieure a 18,5 m, on disousera le

cenvoil sur les deux travées contigues a Ai.

III. - CALCUL DES AUTIES EFFORTS

Jous calculeriys les effourts

. momert en trave (gsectiun quelconque et dangereuse),

. efforts trancharss en sectiur quelcongue et au droit

des appuils,

U

. %

3

actiors dees anpug,
. Tléche d'une section gquelconque,

. rotation des cxtrémites,

en s'inspirant de la mé&thude expousée préciddemment.
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'T N F 1. ULNCT

Nombre de travee:l

Longueur de chagque travee:I1i

liodule 4'Yuong: 2

Denivellation de chaque appui :VI

// Variation de 1'inertic

1constante

2 lineaire aux appuis constante en travec

3 variatica parabilique de la hautsur

‘_< - i’iiﬂ>

' Calcul des constantes

ﬁ Calcul dos rotht"ons ' extremites

meceniques

_ < C;(:O{’é /

)

e ety et

|

N

Kesolution du systene tridiagonal

—

i

Choix’ de 1la ligne 4d' influenco

|
L.I. des ré;:T “ Fleche d 1. sec ﬁ 1 lNonent sur
lction d'appuiL “ ion quelcong®e | | appuis
| ===

s-whIon aes |
L_WEEE§%§”J,,Wh

Moment en Sectf ,E
ion quelconquej | d d

s e —————

.

/

- Trace des lignes &‘1nfluenceg

|

!
N

;Galcule des éfforts

|

Impressions des résultats. |

L —*—'——-_'_.——_.—F__’__'_

|

i

ffort tranchant
1 seect. quele-




DEROULEMENT DU PROGRAIME

Le pregramne traite deux parties essentielles

- 18re partie : port iscstabtique

- 2eme partie : pont hyvperstatique

L'utilisateur se voult poser la question s'il s'agit 4'un

port isustatique ovu hypevstatique.

* punt lisostatique:
- entrde des dunnées;

- loungueur de la travée

Les lignes d4'influerce 4tant connues, on passe directement

au calcul des effourts.
- ¢chouix des effurts:

1) moment Tléchissant
2) effurt Lranchant
3) flache

4) rotatior

~- choix de la section:
1) section quelcungue

?) sectior dangereuse

- chuix du systéme de charge :

1) reglementaire

2) quelcongue

Aprés l'entrée des donndes, le programme calcule, les ef-
forts maximums au drouit des sections choisies et imprime les ré-
sultats.

¥ Pont hyperstatique

- entrée des données
. nombre de travées

. longueur de chaque travée ( =i les travées sont iden-

tiques. l'utilisateur n'entre qu'unc seule fois la longueur
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~lsdule 4'Young

=Dénivellations des appuis par rapport o wn nivenu de reference
- VARTATION DES INERTIES -

1) - Intercie constarte sur 1a travée,
2) - Irertie linfaire aux anpuis, cunstante er travée,

3) - Variation paraboulique de 12 hauteur.

Aprés l'ertrde de ces dounnédes, le prougram»e calcule
les constantes mécariques de chaque travée ainsi que les rota-

tiuns d'extrémités, puis réscud le svstéme tridiagounal.

L'utilisateur se voit encuite nrouposer le chouix des
lignes d'influence

1. - ligres d'influerce des mecments sur apnuils,

; ligrnes d'influence des moments en travée

. Sectiun guelcongue,
. £~rctivn dargereucse,
3. - lignes d'infTluerce de 1'uffort trarchant

~

. section immédiatemert & gauche des appuis,
. secticn immédiatemert A& drouite des appuis,

secioion quelconque,

0]

s d'irfluence des réfactions d'appuis,
neg d'influence de la f1l3che d'une
sectior guelcorgue,

5. - lignes d'irnfluerce des rotatiors d'appuis

.

ure fuis la ligne d'influence chouisie, il v a impression des

efforts maximums puis abparait le choix de

1/ le trace decette ligne d'influence

2/ autre dignes 4'influence

3/ ealeul des efforts a partir de cette ligne d' influence les gystines
de chdrges preserites par le reglement;

inmpression des efforts maximums puis renvoi ver le ehnix des lignes d' influence
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Ceé nregramme calcule les of7grts irternes d'un quadril-
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X
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158l les déplacements nudaux glonaux
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I - INTRODUCTION :

65—

I - 1 - Définition d'une structure

Une structure est constituée d'une infinité de points, la mécanique des
milieux continus fournit théoriquement les équations permettant de définir en
chaque point les contraintes et les déformations. Le calcul étant laborieux
il est apparu nécessaire de trouver des modéles de calcul en discrétisant la
structure, celle-ci n'est pas considérée comme un corps continu mais comme

un assemblage d'éléments plus simples qui peuvent &tre étudiés séparement

moyennant certains hypothéses.

Dans certains cas la discrétisation s'impose par la configuration mége de

la structure ; c'est le cas par exemple des ossatures formés de barres, les
éléments simples sont alors étudier par la théorie des poutres, pour lesquelles

on a fait & priori une hypothése sur la distribution des contraintes (loi des
des sections planes). Dans d'autre cas la discrétisation n'est pas évidente,

les plaques par exemple, qui seront découpées en petits éléments pour lesquels

ou choisira une hypothése relatives aux déformations.

On a souvent recours & un calcul automatique, pour le cas qui nous concerne
quadrillage de poutres’; on se propose de l'étudier par la méthode des défor-
mations conme: aussi sous le nom des déplacements. Le calcul par cette méthode
conduit a la résolution d'un systéme linéaire. Cette résolution constitue

a elle seule une somme de calculs considérable, seuf.usx puissant outil de
calcul permet de vaincre cette difficulté : le calcul informatique. Dene la
méthode des déplacements consiste en la construction préalable du systeme

linéaire ol les inconnue& Mventuelles sont des déplacements généralisés

(déplacements et rotations aux noeuds de la structure).

La linéarité du systéme n'est que la traduction algébrique du choix d'analyse

en petites perturbations (petites diéformations et petits déplacements) et du

choix de la loithéoclogique linéaire d¢ tiooSe pour le comportement du

matériau constitutif

on obtient donc un systéme F = K - U a résoudre

avec T = Vecteur sollicitations (forces appliquées et réactions).

K

Matrice de rigidité

U = Vecteur des déplacements supposés cinématiquement indéterminé

Fose



Le probleme consiste donc en la construction de K, trouver les déplacements

effectivement inconnus et les réactions au moyen des déplaeements.

s 5.5 o g -66—-
I - 2 - Définition d'une matrice de rigidite

On appslle matrice de rigidité d'un élément simple, la matrice exprimant les

forces en fonction des déplacements en un certain nombre de points.

Nous développerons par la suite ses caractéristiques et formwlerons directement

la matrice de rigidité.

Les différertes parties gue l'on va exposer sont les suivantes :

1/ - Eléments utilisés pour la détermination de la rigidité

2/ - Elaboration de la matrice de rigidité élémentaire d'une barre
3/ - Ecriture de la matrice de rigidité globale (de toute la structu<)
L4/ - Résolution du systéme F = K., U et détermination des déplacemens

et des réactions.

ITI - 1 . Energie de déformation élastique d'une poutre a4 plan moyen en

fonction de N , M, T

51 le plan de sollicitation est x G¥ alors

N £ G Z J
T, - M +_‘“4Vg { Tyu = # Moy (2
S Ty et T zy(?)
Y Ly /
i .y i C oo



La densité d'énergie de déformation est donc d'aprés les hypothéses de

déformation des poutres de BERNOULLI.

B ) -6 7=
4 \\m/_; 1 \_ﬁ J- : 5
] LI
- ¢ j' @
scit dans notre cas
— —~ 40
d _j; 'y +- _1‘ C, z b
P - e XZ 'f"‘/'
<y P )
en remplagant T, ¢~ ex & par leur valeurs,
la relation (1) devient
) . rE
/ { ( = !_;. In { '-:-
W= —;f ( ‘_%‘ F o *—’.TL‘“ <1 ()
4 £ - So =
— iL-} {" ?i.. =

S = section de la poutre, G = module de @isnillement, E:module de Young,

Iy = inertie par rapport & 1'axe Ve

avec m = moment statique ; Sr = section réduite

sETRpae & Si le plan de sollicitation cst x Gy l'expresgion de
1'énergie de déformation est W o (N2 + T;i * M te. €3]
2 \ES  Goy | ek lds
/ =Y BIZ/
!
xiste un couple de torsion de moment Mx 1'4nerpgic de dé

Si en plus il e >formation
die 4 ce moment unimuement

vaui =
i
\ / r:i r'!): ,.'; i i i
VY e gD )
A i

I 6T

ou In est le moment polaire de torsion

On conclue que dans le cas geénéral d'une sollicitation tri-dimensionnelle,

l'énergie de déformation €lastique totale J'une poutre s'écrit

| i i ’f
'-\",\/ - Y ! N - ‘i" \f'\ { _Tﬁ;, + \,\.f — 4 \A_I
b !

+

F A =34 .
s A W F Wt e, (5)
® 4 ! i“ 4 ll ¢ € "
/ \ﬁ;, % : —g— ~ds di A 1'effort normal
& e :- ]
( Tl / i "l Tz H ; ! t . -
“LT/ e 0 AT "/}"L tranchant suivant Gy
i :
) ’ {c Cf Y i Ix Fi g
2% A _7_’1' An el : 7
< "(L. GS1E
(5] W 1 M4 ip v au moment fléchissant détorsion
o o .;_‘ J! | "
Gr,
e ’ J
™ e Iy ol {¢ W &~
{”) L\ﬂ“f 2 j ”_J21> oy ol o f#( e
3 I 4 [y autour de Gy
/ ‘,,,2
(14 qu : 4] . SPREE autour de Gz
7 4 j; 7



IT - 2. Matiires de rigidité d'une barre :

a/ - Bn traction - compression : =58
by N U‘l ”®
— - : > ~—
p - = w

En structure discrete seuls les déplacements aux noeuds exisi: it. Lorsqu'il
n'y & pas de chargement en travée, le champs de déplacement intérieure vaut :

Ux) =01+02-01 (12)
: L

La déformation axiale est constante et vaut :

£t (x).JU - U2 - U
L Lt (13)

On a alors, en vertu de la loi de Hooke

M=T S = ESE = Esiii#1 (1)

Pour une barre sollicitée seulement en traction compression l'expression

de 1'énergie de déformation est

L 2 Al ST NS T O o
‘*’”ijﬂdr:"j’gs(‘;"'d:‘

et

i
Y ] — =
£ 4 Fs i+ /, &5 i
2

Waz 1 Es (4 -Uy ) (15)
A L
On peut aussi 1l'écrire de la f%qon suivante

1 vEKU . (16)

Wn: >

Od U est un vecteur représentant les déplacements Modaux et K une matrice carrts

A ) Es [ 4 T G“Z
e (o ) BT T )

2 L 4 4 L 4
Ee [ 1 =1 , . on W
l("*( - D K est appelée Matrice de rigidité
SR | A4 élémentaire



b/ en Torsion :

Q “
16 fﬂ' 6,

A - : —————
L

Soit une barre soumise & une torsion, le champrde déplacement interne est

linéagte et siécrit :

O)= 6+ = x (78

Le déplacement relatif de deux sections voisines A et B distantes de dX est

une rotation 4@ autour de 1l'axe du moment de torsion.on a :

!
d€ _ My (‘19)

cal X 651TF

c'est a dire que Mx est constant tout le long de la barre
My = &L (6,- 6, )

En remplagant dans (9) on obtient :

L

_ 4 E = ) ]
\A!-ZL Glr (6,- &) dx
(L) L
: c ; ;3 & (L0
o Ws EIp (B,-6)% 129
Py
Si on veut 1l'écrire sous la forme
1 |‘r. g
W = _’lé__d_ KMx. U avec U = ( Q’I )
— -1‘1
GI )
Alors Kmx = "E‘E" {:; 1 g

KMx =matrice de rigidté élémentaire d'une
barre en torsion

C/ En flexion :

Soit maintenant une poutre soumise 3 des rotations de flexion, comme 1'indique

la figure ci-dessous

La barre n'est pas chargés, le moment de flexion s'écrit :

M(x):(’l-%-)M1+ M2

(21)
e 6
ViUl
> \ \—/ Cd

-

.
L




Les formules de Bresse permettent alors d'écrire les rotations aux noeuds
1 et 2 _ v
G- -aMy- b1,

| ,_ (22)
82 by +chy

a, b, et ¢, étant les coefficients de souplesse définit comme suit

L) Er
L 5‘)
bz T(eox)x dx (2
0 L A ~¥
S O A L.
o L EL
- L b= L
Le terme EI étant constaut, on a a=¢ 32 ——

En remplagant dans (22) et en inversant

e 2EZ (£6,46) | M,z 2EE (G426,

L'expression du moment fléchissant devient

Calculons maintenant la valeur de 1l'énergie de déformations ;
L
W, = 4 S M) Jy
Z Jo FET

5 £
boT L X /6 2 .
Wiz 2 ([ (2-4)20,40.)+ £ (6,426, |

Aprés intégration, nous obtenons

Wy, = 2 EE (634 6F+.28,6. ) (20

On peut aussi 1'écrire sous la forme suivante

= " 2 "674
= 416, 8L | ! s
2! I 4 b &,
Et la matrice de rigidité d'une barre en flexion

ﬂ

rﬁ

K, = L }



Remarques : 7

1/ - Pour le eazlcul de la matrice de rigidité d'une barre fléchie nous
n'avons pas spécifié le plan de sollicitation et par conséquent,
selon gue ce solt le plan x Gy ou x Gz nous consislerons les moments

quadratiques rélatifs aux axes Gz ou Gy

L b

KMZ = EIZ L 2
T I2 ]
P

2/ - Nous avons considéré que les poutes constituant la structure sont
assez élancés pour pouvoir négliger les déformations de cisemillement.
Mais il ne faut pas perdre de vue les moments induits par les efforts
tranchants.

IT - 3 - Matrice de rigidité d'une poutre sollicitée par un moment de flexion

et un effort tranchant

IHT Nrﬂq : . @/ Supposons le noeud (2) fixé
\ I
A ) ' Al - ona T =T
- -
SHIee M=M -T1 - x

.
—

L'énergie de formation sécrit (on néglige les déformations de cisaillement)

L 7 &
\W!rlz -; j LL— CJK
= > ET
L ' £ .
Wy g 3 ( My - Ty x ) <hx
L >

EL
Comme on est daus le domaine élastique 1'énergie de déformation Wm est égale 3

1l'énergie complémentaire WSy

En appliquant le théoreme de castigliano

D \n/€ - - J—
V'4::' fér—- \LI: - _Ef ! _EL I 4
o T (25)
2W° L L: T
Ghs —= [94 = = g - = Iy
O My Er Z2E(



b/ Supposons (1) fixé . On aura T = T2 ~TZea
) M=M2+722 . x
) rriir;’? h _Iz'
- : ’ - 7Y
T, & T ‘ A ~ B 1 | ey )
. A - (&
et par conséquent R , Lo L v,
f”'] _ { L : L - & L L*,_L 4 LA
N
e 0 3 42—- é‘ L F = T P /,2“ - (' L
M= S 2 4K = , , -

K1 et K2 sont les matrices provenant de 1l'application des afforts aux

noeuds considérés. Cesont les matrices de rigidité.

¢/ - Supposons maintenant que (1) et(2) sont libres

T " Tz
1 .
A1,

Les noeuds (1) et (2) sont liés par les équations suivantes :

T™ + T2 = o 7 i: Tgq= - T1
M =T - L+ M2=o0 ( M2 = - M + T1. L

- ET ¢ET O
En reprenant la relation (26) . ( 1, = ~ 1L 28 Wy = = EL_. 7
L L
(™, = 6ET v,y 28 ©,
L L
Mo | e [ -1 -6 || T

Li"l-L ! i —‘s__.-*; L Gl 2z L;' 61 R

Cette relation n'est autre que la repercussion des efforts du noeud (1)

sur le noeud (2) : c'est la matrice de répercussion si l'on considére maintenant
la repercussion des efforts du noeud (2) sur le noeud (1). Les équations
ddéquilibre s'écriront :

I = i <
l'\,\—, - 6."2 v, 2E! (91_
= £



d'ou la seconde

|

M1 !

—

e T,

Ainsi, la matrice de rigidité pour la poutre sera !

matrice de repercussion
- ’i = 12
L3 t - 6L

oY

-3

71 l 12 6L - 12 € | 6‘}”
M1 | 61 412 - 6L 2% ! (28)
= . Ve
T2 3 =12 - 6 I2J 12 ta® L 9‘_-‘_'
o 6L 2L - 6L : 1@ -
Remarques : 1/ Le plan de sollicitation n'arant pas été spécifié on prendra

I = IZ ; lorsque .es effor:s seront dans le plan x Gy, dans
1'autre cas I = 1Y

2/ - B8oit Hij la
1ij la sous

sous matrice de rigidité
ratrice de repercussion

La matrice de rigidité KMy BMZ) peus s'écrire sous la forme :

1ij

C3i]
e | @
; Lji HJi ¢
En général : Hij = Hji
et Lod = a8

II - 4 ASSEMBLAGE DES EFFCRTS POUREUN ELEMENT :

-
On a vu jue 1'énergie de déformation gtécrivait : W= 1 U~ K.U
2
L'énergie totale de diformation W s'éerit
e ¥ ; oo P T ‘ hY
o AT UT W Un 4+ U Wy My il Ky U ol ey L
= :]( 2g a(m L "r(.mx M) o v:x‘t‘ Py r'? MY Hi‘. }t ”iJ
L—f,'f I
c'.-{_é- freo- (J = ) L Tia 7
’ U ‘
,/
el
ng
5 K o o O w
. b ; )
< = O | Hmy 2 I (3
O O l’(l"iy \:
Lo o O WKey |




K représente la matrice de rigidité ¢1émentaire dans le cas d'une
sollicitation tridimensionnelle. =The
II - 5 - MATRICE DE RIGIDITE D UNE BARRE :
Soit une barre Al Aj sollicitée dans une espace tridimensionnei
ﬁ\:&"“"\\ I’
R R T
P
R
‘: .,é
ruk
= X
ey
On a 6 inconnues en chaque noeud, 12 dimension de Ke sera donc (12%X12)
Pour des sollicitation pl es, on la relation suivante :
:"\”Fi R 5 1ij } i Uil
VF3 0 T [ Lid Hji i1 U3l
T Hij Lij |
O (e 1 3)
¢ Li1 Hji !
- 4
f Mix | L %ix ki
;l Miy ! ! Eiy :
Fi = i Miz ! Ui = Siz "
| Rix | Ui ;
{1 Riy { E
{ Riz | ! Uiy |
= - | Uiz
La sous matrice de rigidité Hij stécrit :
& . ra .
~ U;x SY t-)"_‘. \J:K LL\', L{:;:
r Gle 2 ) J . (® —l
lx | - 5
LETy o o - 6oy
M, O oot ;
L : ) L
" - _JLE % oJ f-y‘-;l'—j
M4 (&) < = - >
gy , - e ) :
2 , L e
“:1/ o a "Lhi% AZ’-—-——-’-% o
2 . L 'y B
K ¢ Ly El
V3 [ 7 = . ‘&“_’-Z
b e = > = A

La sous matrice de rigidité Hjl s'écrit



) 9 u Gt
_ Q}'k QAY i‘}. j’y j\/ Ll‘)‘é _
l"’1~ } {JIP O (@] (W ) O
5% - _
? , ELy O QO O 6 Ely
iy | ) — i 2
4 ! - - LEE
FI‘J_—[_ - &) O LwEi_"__t o ‘L-’-’ e
H\; = i ot _
: 2 3 o - 51 > =
3 x 3 )
K O O ¢El; 3 n2€lz &
3y I 25 %
2 ‘ A1 €1
3" u ‘C e Q O O AL \f
il f—-——~L}
La sous matrice de rpercussion Lij s'écrit
& =) & ‘
= Fx b.¢> 12 - I'x LJ-‘“/ U'._& _—
i . : |
m‘x% - 2P @ L9 @) O ) |
' -
' N E el
My | o 4 £y O O © - 6&ly
' ke -7 cETlz a
L. - e \ = < 281y © g
iy = ' = - -
' > =ik B &
"21)( 2 O - L
- - T .
le-\/ o ) S ;t Q «-—/IZE_-[-E %
L"-’ 3
Kiy | o© CFT % ‘
Y E l e ":_...‘:I O (@) o _JIZE‘_'_)'
L e 2

La sous matrice de repercussion Lji = Lij
avec Ip = le moment polaire

Iy et IZ sont les moments quadrotiques relatifs aux axes principaux esntraux.

Lorsqu'on écrit la matrice de rigidité dans mon repere local on se refera
directement aux matrices Hij, Hji, Lij et Lji établit pour sa. eonstruction
manuelle.
Lorsqu'on veut établir la ou les matrices de rigidité dans le repere global,
on applique la matrice de passage orthogenal Tij qui fait pousser de OXYZ
aA xyz.
Nous aurons dans le repére global :

s . T
E;J =Tij - Fij
Ui TijT Ui (35)
Tij - .
ij Uj

U]

1

; . 4 ¢ A i
d'od : Hij = Tij - Hij - Tij

Lij = 3T i - T



De sorte qu'on retrouve la mesure forme qu'en

(31)

IVI’:‘KéSEMBLAGE - MATRICE DE RIGIDITE GLOBALE :

=76~

La matrice de rigidité de chaque barre étant coms dans le repére global
suffit d'écrire 1'équilibre

L'équilibre du noeud i

des noeuds

s'éerit L

Le vecteur Fi ayant 6 composantes, il y aura 6 équations par noeud dans

le cas général, si la structure 4 # noeuds, il y aura 6W équations ;

on a nécessairement moins de 4 inconnus

mais

g |

a cause des conditions aux limites

en déplacements qui doivent &tre en nombre suffisant (6 indépendant dans

R3 y 3 indépendants dans RS )

L'assemblage est effectué.en prenant les éléments un & un (c'est & dire en
prenant leurs matrices de rigidité élémentaire) et en les éclatant dans un

pour éviter les déplacements d'ensemble ( & la
maniére de ceux d'un corps régide).

tableau dont la dimension est égale aux degrés de liberté de toute la

structure, en fonction de leurs conn ctions.

Matrice de Rigidité Globale.

Le tableau est appelé :

Nous schématiserons 1la procédure sur un exemplaire de portique plan

* Exemple :

La structure est composée de trois éléments et de quatre noeuds. Il ya

trois degrés de liberté par noeuds, la matrice de rigidité globale sera de

dimension 12 X 12

J

Les matrices de rigidité des différents éléments sont exprimées dans

le repere OXY

A

o
N g

>

K



Eclatement de 1'élément (j) ( Barre 1 - 2 )

i
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Elément (2) : Barre ( 2 - &)
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Elément '3) : barre (3-%)
~76-

p-. Y A Z g, o
ey A e T

B

Superposant les 5 tableanx, en obtient la matrice de rigidité globale

de la structure, sans oublier toutefois, de cumuler les valeurs de la

i 2
superposition des trabaux.

A 2 3 “
Ay ey e
¥ [ S T Y Y "
o i
| i A
; J
i
4 2
| f {
» J
; 3
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{
\{ 3
g
| )




Si les déplacements (et les efforts nodawx) sont numérotés conformément

au schéma ci-dessous : Liy.
X2, 4 s ,-fi‘»\ 1
‘l ___;‘.LJ!-;- b:_“: L"qo —79_
L4 —
(S
i
Ly T
o P -l | ¥
3 3 —
- ) 3
La relation entre les efforts s'éerit
= r - zer
! ' E ! i i &y
! i U, T
,_+._w:_. bl o | F'L
1 1 ! \‘ ’ S
! i : Uy F_H
| i ot ] ’ -
i i . ,T - &
! X e - ¢
T b 5
? £
L4 t
1. X F
| Ll
} 4 | )
| - i S ‘ -
I = i Lej;' Fao
i P Fa.
H b E ] T (EF mq*
i U~ £ 2 - Faz 4

Si les noeuds 1 et 3 sont rigidemeat encastrés, leurs déplaosments sont
connus et égaux a zéro.

U1 =02=03=07=108=109 =o0

Par contre les efforts zppliqués en ces noeuds sont les ractions

uis R1, R2, R3, R7, R8 et R9 (inconnus) cn a donc :

d'app
i | T m e T roiR, -]
1 o s | | '
/ b St | %9
l:—\ 'l L - I (2 y
o oy Fo
ol . o
‘?‘) C, D bl_ F,_:"
i o© = Fe
E|F | § 4
| g g
Liyo <9
—— T - (8 F
] i _ 44 12
't F G | e e
i B - - F ni <4

.

En réazongeant ce systéme pour regrouper les inconnus au obtient



= -~ ~
| | e Te
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i ' 1 e, 59 _ 2 -
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Les déplacements sont donc obtenus

[ - U - ! i~
ag 1§
C D ™ :
L F&
‘K ,'_,/Ja : F’
T &g "
D CE Faa
Uar e
i B i f_”ll._

et _.les réactions d'appuis par :

T 1}

K, ; o

R, 31 «

l L~
LRy L

: { t ! i
= - - i : - T, 1

X | Yay

1]

R | r] Upo
! Uy,
i
_J -

Cn a bien vu commant les conditions aux limites ont réduit 1'ordre du

systéme d'inconnus et 1'expression (36) peut &tre éorite

!‘iz-- Ue = Fe

Ou Kz est la matrice de rigidité réduite inversible. Ue et Fe sont

respectivement les déplacements et les efforts aux noeuds libres.

]
Ue = Kz - Fe

* Caractéristiques de la matrice de rigidité

La matrice de rigidité a quelques particularités, certaines sont trés

intéressanies (surtout du point de vue économie de mémoire).

1/ - K e3t une matrice symétrique

Soit ure structure soumise 3 deux cos de chargement ; sous le premier
chargerent on a : F (1) = KU (1)

et sous le second : F (2) =K . U (2)



Le théoréme de réciprocité de MAXWELL - BETTI peut s'écrire : ~81=

FL U = gt

1y (2) ) ¥ (M (37)

Soit enccre sous ure autre forme.

JL P
F
(1) @ = Y1y . Ty OB
T U . (k.U T . T g
ek e ey @ o By = Tyt Pl #ie
et comme T -
U
(1) (8 = UT(1} K Ty
UT('I) k. U2 = 7 ¥
* - = l_j (1) . KT. L!.(z)

Soit finalement : K = K¥ —>. la matrice de rigidité globale est
symatrique

2/ - K EST UNE MATRICE BANDE :

La largeur de la demi bande dépend de la différence de numérotation maximale
ND des noeuds d'un élément de la structure. Cette largeur LD vaut :
LD =3 (ND + 1)

La numérotation des noeuds doit se faire de sorte & avoir ND le plus petit

possible ; ainsi le gain en temps de résoluticn et 1'économie de la mémoire.

Nous schématisons cette influence de numérotation par l'exemple suivant :
Soit le portique plan défini ci-dessous :

'y g

6 p———!9 4

I O B & I
3
5 4 H
9
2 % i
A4 (P F:
g i’ - PR AL g :;?lvjr ..t. g ‘..ﬂ 7
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N IEEEERE
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Cette munérotation est mauvaise ; les liaisons horizontales donnent des 0
termes hors - diagonale.
NN et NB étant respectivement les nombres de noeuds et de degrés de liberté

bloqués, si N représente le nombre de degrés @le liberté A assembler alors :

N =3 (NN - N3);

Par contre la numérotation ci-aprés est meilleure, car elle donne une

matrice bande syméttique.

7 :'4 L
/-_,. b f' A 0 “ Eo /‘; C-u('{g—'_ ea !
i ~ I

A% A by A ZF e _(‘ 33 v td oAl 43 A~
T T T
qa« Z ‘!:, % z- i ' 1 i g
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I 1 v | EEEE &
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E . L = 1.
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; 9 % |5
> ] L1'— F ¥ .
14 £
- ]
1o 1z "
AL i |
1y | !
i i 1
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Etant donné la nature bande de la matrice de rigidité symétrique, il est

inutile de re¥enir tous les éléments dela matrice glcbale, il suffit de

stocker la demi - bande & partir de la diagonale. On aura donc une matrice

rectangulaire sous la forme redressée. i B
!f- [ — Al ﬁ #
BT —1 * =
*/B‘f !
Z
i r = N -1
L. Y
(ol BN (&)

|
<

#(a) - forme de stockage usuelle

) - stockage de la bande supérieure de K en une matrice rectangulaire
N X LD.
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Faison#d maintenant une comparaison pours les 2 coo de numéerot-bi- o -

noeuds,les:nombres d'éléments 3 stocker dans la matrice (10)

ler cas : N=3(NN-N&-}=3 (14 - 2) = 36 b
ND = 11 on aura 36 X 36
ID = 3 (ND + 13 = 36 soit 1296 éléments

2ém cas : N = 36
ND = 2
ID=3 (ND+1) =9

soit 36 X 9 = 324 &léments

On remarque que dans le Jler cas le nombre de coéfficient a stocker est

4 fois plus grand que le second.

3/ - K est défini posistive :

L'énergie de déformation s'écrit :

W = ; T K. U avchT K. U >o°

x

Soient Ai = les valeurs propres associés a K.

X¥i : les vecteurs propres associés

ona X3-K.Xi3 o o\
. T
OnV\l"Xi,}(i‘; o

Tous les déterminants réduits sont positifs, et par conséquent la matrice
est définie positive.

Cette propriété nous laisse un large choix des méthodes de résolution :

Méthodes iseratives (Gauss - Séidel), Méthode de choleski,cecs

* Principe de munérotation des noeuds :

On n&%rote de telle sorte qu'on essaye d'avoir la plus petite largeur
de bande autour de la diagonaleg /;Facilité de programmation.

Pour prendre la largeur de bande de toute la matrice aussi petite que
possible les noeuds doivent &trevumérotés de fagon que la différence

maximale entre les numéros des noeuds soit la plus petite possible.

La régle pour obtenir cet arrangement est : la mumérotation doit

commencer le long de la plus petite largeur de la structure,quand on
atteind la fin de cette ligne de noeuds on revient au noeud situé au-dessus
du premier numéroté et on refait la méme opération jusqu'a numérotation de
de tout les noeuds.



IV - CONSTRUCTION DIRECTE DU SYSTEME REDUIT POUR UNE OSSATURE PLANE

~84=

-

La construction du systéme tel qu'il a été présenté jusque 1a piche par
deux points :

- on assemble des degrés de liberté eu'on élimine par la suite

- les degrés delliberté assemblé sont souvent liés.

Pour économiser de 1'espace ménoire et du temps de calcul on proééde par

méthodes plus directes pour les ossatures planes.

Etant donné l'integ;rndance existant entre les moments et les efforts
tranchants nodaux et celle entre les efforts normaux, on peut réduire le

systéme de sorte & avoir des degrés de liberté par barre (et non par noeud).

b e

Dans notre cas fm et um sont comme suit :
- €~

'Fm = ru' i

My T i

: ij Ve . Uim 3 Ci

Ainsi, si la barre (m) est eneastrée en i et j, on a :

~ o
4 B "%
1
Km: 2 EI 4 EI 0
L L
GIp
0 0 k)




51 J est un noeud rigide,mois i mobile, on a :

~85=

0 0 0
3 EI
C L 0
km =
0 0 GIp
L

Pour la construction de la matrice de rigidité élémentaire dans le

programme nous avons tenu compte des relaxations des noeuds. Nous avons

donc fait intervenir des nombres réels compris entre O et 1 caractérisant
0

T

la nature de l'appui : pour uxe “rotule

pour un noeud régidement encastré

IV - . 1 RELATION ENTRE .. F et f :

Dans le cas d'une sollicitation plane d'un élément et si 1l'on reprend
les vecteurs :

~E 'T" i _
M"Li) | 4
F/— l‘l, # ‘f . FP.“}
4] B T— € ' e B )
; LMy
P}iﬁ)
Y
i -

$'il n'y a pas de
la .repére local :

charges en travée, on a les relations suivantes dans

( Ti =M + a2 F’l,: rqe-w\_\:n\"ch f&i X189 Char |“-""“-“j )‘
( L i-w)'_' (] I ri i e j
( J
ML o= I . - o o2 Bezsion
w—- w W = rlb?h‘u?n o= 3
? = - (39)
(
( T3=-(Mi+M)
( L
(
Mi. = - M
L My ¥
( Mj = Mj
Fm = R. f



R = matrice de réduction des varialbes. g

R = est déduite de la ralation (39)

. M fvl:qx’ F’l&__
i o I
L L
0 1 0
Lo
o 1 0 0 (40)
-1 0 -1
5 i
0 ol 0
L_ 0 0 0

Pour passer au repére global, on écrit :

Fm = T. Fm

ou T est la matrice de rotation qui se présente sous la forme :

T = T & o | (41)
0 75
T {274 0059 - sin & 0
avec 1= =
¢ sin @ cosg 0
0 0 1

@ est l'angle d'inclinaison de 1'élément (m) par rapport i l'axe 3x
(clens wetre can Bz 0).

Finalement le passage du vecteur ;m a Fm s'effectue & 1l'aide d'une matrice

géométrique A rectangulaire.

|Fm = A, fm!(uz) avec A = T.R

(r 3 _ a9 w8 .
i Lo
e - sh G o
’ | S L
J‘ = 47 ‘CJ C) (/4_3‘)
{- 0 4in & - S
L I = ;
_ A;,w@ - M Q - /}4_.-‘-.9
(- L=
O @ /
L ol

(I)th A 1”"’7?4.1 N A 'u*ﬂ/-'/-‘éﬁ’r ’3/. ¢ f"-ecﬁz{&, alrec @:O)



IV - 2 - RELATION ENTRE K et k : il

Pour Um et Um virtuels cinématiquement adminissibles, on a d'aprés le théorime
dasttravaux virtuels.

Fa', U= fgu Um
Ou en appliquant (48)

T

fm- AT = T
A =
LT = . T,

T 5 AT —_
f'm étant quelconque d'ol : uy =A% Uy (44)

A partir des relations (42) et (44) on déduit : la matrice de rigidité Km

Km = A. km. AT

IV - 3 - CONDITIONS AUX LIMITES :

I1 suffit de reporter les valeurs imposées des déplacements des appuis dans

le systéme d'équations de K. U = F pour pouvoir le résoudre. Il est clair que

sans la substitution d'un nombre minimal de déplacement imposés (nuls ou moe nul )
de maniére a empécher les mouvements de corps solide de la structure, le systéme
est impossible a réuiod%e c'r dans une telle situation les déplacements ne sont

pas déterminés de fagon unique par les forces.

Cette évidence physique s'interpréte mathématiquement par le fait que la matrice

de rigidité K est singluliére ; elle admettrait donc une infinité de solutions.

On peut regrouper les degrés de liberté des noeuds libres, déterminer leurs
déplacements et enfin calculer les réactions sur appuis. Dans le cos de traitement

sur ordinateur ce procédé s'avére peu commode alors que l'on peut atteindre le
méme but en ajoutant un nombre trés grand Gan coefficient Kii du noeud i considéré

et en remplagant dans le second nombre F i par GU ; (T i étant le

déplacement imposén}

-

Kia "(&L---~~---\ Uy Fi

S
K, - ; \ =} Fy

(B}

Uy




L'équation i s'éerit donc : 86

GU;+ X Vj;, Uf: G,
4 ) \

Si G est plus grand que n'importe quel autre terme de la matrice de
rigidité cette égalité donnera :

e & U

A, !

8¢ procéde a un trés grand evantage, il vérifi la condition imposée

tout en laissant le systéme sous sa forme initiale, ceci permet de limiter
les modifications & faire danz la séyuence calcul.

de
Exemple :
soit a résoudre le systéme suivant :
( 2X+57¥=12
¥+T =3

I1 est évident que la résolution donne X = 1 et Y = 2

En utilisant le procéde précédent on aurza :

_ . -y 1
Y | 2
[ 1 1 i B 3 }
Prenons G = 1000 D - 5
.(2 5 \ } o bo12
1 1 +1000 1{ | L } 3 X 1000

Supposons que X et Y représentent les déplacements en deux points

quelconques, imposons une valeur a ¥ ( Y = 2)

On aura : 1. X + ( 147000) . Y = 3. 1000
X = 3000 - 2002 = 998 = 1 000

d'ou : X - 1 ]

de méme en se fixant X ; on a y

V - RESOLUTION DU SYSTEME :

Dans les paragraphes précédents, on a vu comment établir les matrices de
rigidité élémentaire et globale, le procédé de détermination des déplacements
(conditions aux limites) ; maintenant passant 3 la résolution du systeme

F = K. U, ce systéeme linéaire posé peut se résoudre par de nombreuses
méthodes dont :



0

a/ Méthodes de Gauss :

e

Elle consiste a triangulariser la matrice par combinaisons linéaires des
équations. Il suffit alors de résoudre en commengant par la derniére

équation (34 un terme)

b/ - Méthodes itératives :

Ces méthodes convergent bien pour ce type de systéme,
plus de temps que les autres

mais elles prennent
et son avantage per rapport aux autres c'est

qu'elles ne consomment pas beaucoup de mémoire.

¢/ - Méthodes de choleski

Cette méthode s'applique pour des systémes symétriques définis positifs.
Elle consiste a découper la matrice en deux matrices triangulaires

transposés 1l'une de 1'autre

T
« L

L'étant la matrice triangulaire.

K=1L

Les expressions analytiques des termes de L en fonction de ceux de K se

trouvent facilement par identification.

On resoud alors successivement les deux systémes triangulaires.

~1
( T . F
-1 151,

X=171
u

F

Cette méthode est interessante a la main et sur ordinateur lorsque tout
le systéme peut 8tre stocké en mémoire centrale.

Cette méthode est celle choisie pour la résolution de notre systéme vu
les qualités qu'elle présen’s.

- Exemgles ® Exemple 1
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Ce systeme se trouvant dans le plan X0 Y, on a en chasque noeud un

déplacement suivant Z, un moment de torsion suivant X ou Y °

depend

de la barre con51deree)ﬁ:un moment de flexion suivant aussi X ou Y.

En se référant aux sous matrices (32),

(33) et (34), on peut étalbir

la matrice de rigidité élémentaire de chaque barre,

L
I1 est évident que celle de A B est la méme que celle BC, ainsi que

celle de DB et BE.

Barre AB et BC : + 2 G
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La matrice de rigidité globale s'écrit

i Bz

.7

Lty '& ?.2_,;44 g{cc.é YT /r’vq__)_c kx.M C/ S Al ‘.’,&z‘; W‘ZZG ‘S;s/%,f,.,.‘(

SN S TN
, , o 12 (D
; - P : "
cle o meapi by, Irted G fp = 2
A clewiont 4 1 3] 3 X
[3 1! jj ) (C )
& I ;)"" 1'[f' (E)
0 2.
E v u
‘ ) 4 3
Motz ol T"] iz gt et
= 13 44y 2 oA 3
= r\_> \_f'{ Rl n-.l‘ GT G-J‘ G)_{ :'g ;_{ '\7." > = L—_l
I B (e S ML . S O S A
o™ T T T T e o S| =%
N0 i ™=
T e AT ST -
(3| - o i
) R ::\ . @ O = g R
ol o |k -
¢ + & },(b
) ” C‘:‘ \m G ™
P N Pl Tl
¥ \ 1 -
(I o )
A v e B
ol U ~oEe ™ R Vi =
M et i vl win W 5
(“‘ (7 ( : o \"\_D 0 O © <
o \J Y oeE e d T e
Y]
" + - (P ! \:’(E\I
.l
T e T ) B i
0N ) L o ~ P % LS’ .i: = + ' ‘ l
=im Mmoo ol | O SRR £ P o= = W\ O A
iy { \ U PSR L U T 5 Hn 3
AR GRS TR 0 n MR T g e 2
| R i S I
oy ¢] ' ey PAgr P iy ' |
U Ll ) v () :,(' 4 8 G\ Q 0 . Q}
o S g O - B ) Tl ©f
\‘\J T‘\;: d -'L f\l:; ‘: & ' \Jl _‘U ‘):h U
\ e & wrL e
N 6\: N i ! © \;1‘\ :.‘ \»:\" I,*r \:h l‘“.r:g L .:‘I“ b ™~ 2 Xﬁ‘%
A e 1 B0 e e % A
MR 0 WRIMn O PR e o snRTE P aning O
Ty [ ] r‘!- \ -’
I ’ > <
e BlL 8 = N R
b Ul DA e —ym 3
" ol o ety Q-\\-. A '
C o e i (:—) O
v r\-."i (> g V= O b x Ll
%, ~
f +
I S ' @&
g e gt e '“@ )
\ S ' ) N
E N e “ o ® 5
i =L . v
O o ELE s ¢ f
e ™ !
1 i :
I ) . \ .‘ i, o b IR =
| ] : 5 1 \ \\a)
© 1l Nt Ky ~ X Oy
| R @
™ |
_ _ | £ G Lo X
| o lax) ¥ - &
mn 0 RIS e i 5 |
i ! | l




Pour 1'assemblage de la matrice de rigidité globale, on opére barre-
par barre:, c'est a dire que pour une barre donnée le programme appelle

les SUBROUTINES respectives -

- Calcul des caractéristiques élémentaires (connections, coordonées)

- Calcul de la matrice de rigidité élémentaire

- calcul de la matrice de géométrie

On a vu dans le calcul du portique droit du paragraphe III, qu'on calcule

la matrice de rigidité élémentaire de chaque barre dans un talbeau de

dimension N X N.
N =3 X NN NN = Nombr#s de noeuds

Ensuite nous faisons la superposition et on obtient la matrice de rigidité
globale pour la struture ; on a tenu compte de la nature bande de la matrice
de rigidité symétrique j,on a vu aussi qu'il était inutile de retenir tous
les éléments de la matrice globale et on a établit donc une matrice rectan-
gulaire sous la forme redressée.

Le programme tient compte de ce fait, et opére noeud par noeud d'une barre
de la maniére suivante : ’

1/ - On établit une matrice T appellée de travail telle que T
S'éCI‘it . T = Ke. BL

BL = Matrice géométrique, Ke = matrice de rigidité élémentaire

2/ - On remplie le tableau de la matrice rigidité globale pour les
trois degrés de liberté du premier noeud de la barre.

3/ - On remple le tableau de la matrice rigidité globale pour les

trois degrés de liberté du second noeud de la barre.

L/ - On remple le tableau de la matrice de rigidité globale par la
prpercussion du premier noeud sur le second.

Les cas 2, 3 et 4 sont établis a 1'aide de la matrice de travail T ; si
: : . - BT .
on appelle KG la matrice globale : KG = BL .Ti ainsi la matrice de rigidité

@ )
globale est montée par noeuds d'ume barre et imprimé sous forme redressée.

REMARCGUE :

La numérotation des noeuds peut &tre quelconque, si toute fois la machine

utilisée offre une forte capacité de mémoire.



&necet g motzig <l zelclile

-l -

\Su&& 4 ~<§\\N N estes] B 20@;0\ ﬁw \<.nvm2\0\ 5
Iy On, G4, e

T \_N.w o 6 Y é

Max| o 1. o O o -1 o O @
Myl 6 o 1 -6 o 2 ]
+ 19 O -6 |_12 o -6

ON ~ y 5

a8 Vi —
Mp,, t _6 O 4 |+6 © 4
A2 o0 _6 -4 o a6 k€ o A% .49 o ¢ |-12 o 6

83 ~

) o -1 o & -1 L o & e Q -4 O o -4 o
.@X ™~

I&i & o 2 |_¢ e x 19 o 1¢ - G o ! = & o %
Te, A% 0 -6 (12 o -6

2 ~N

e, O O o -1 O o 1 @ O

Bmv\- 6 o g -6 o G4

i A2 O - 18
“nm \AM o -6 n i

» ~
_J._r\.x O O O -1 o O - A i
N

RC\ 6 o 2 -6 = -

P



Catcul bonug pak le PRo?l-aMmﬁ

R R R K R KK e R K AN LES  NOELIDS gk s ookl o a0l ik ok
NOFEUDR (R DONHEE
B! i, N
) fi i.
A B 0
=4
i i

i
—_

THOACE R R R A R RO ok DOMMEES  SUR O LES BARRES oS 2R A kR AOK R R O AR RO ox
Barre N MNd L) Rig. Rig . Inert.z £ Gox T

i i 4 i i i 4
£ 3 i i i ! i
3 4 4 i 1 i 1
4 A b (! i i i

Mes TR DCE DE RIGDITE GLOBALE

-
=
&
=
P2
o]
=
o~



-9¢ -

* Formulation directe de la matrie= de rigidité :

Les opérations 3 suivre pour le montage des matrices de rigidité élémentaire
et globale sont les suivantes :

1/ - Former les matrices de rigidité des éléments (Ked

2/ - Assembler la matrice de rigidité de - «'-tructure K & partir des &léments
indépendantes Ke.

3/ - Appliquer les conditi ns aux limites

4/ - Obtenir les déplacements et les réactions aprés résolution du sustéme

F=K. U

5/ - Utiliser les relations entre forces et déplacements pour obtenir les

forces dans 1'éhémegt.,

* - ROle du programme :

Le r6le du programme principal est d'appeler les SUBROUTINES tiae & une, les

SUBROUTINES est d'appeler les charges et les données;de suite.
ains,
Le cheminementtast le suivant :

- Introduction des données et des charges ainsi que le calcul des vecteurs

charges et leur stockage.
- Phase, ele Wv{ult'm , Adsem blo ot Lo ~Lotneg, el
Gl glabal & Posch b moluas cle vigecl G
cu ﬁm S B
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VII - POSSIBILITES DU PROSRAMME :

* . EFFORTS DUS AUX EFFETS THERMIWUES :

Dans ce programme on tient compte des sollicitations dies aux variations

de temperature. Ainsi, 1'effort normal induit par une variation de tempé-
rature est :

N=-ES Xt
car 6: L' -L = Kt

L

c#é\ = coefficient de dilatation thermique

*  Structures-calculées .:

Une structure & darres plenes est calculée quelque soit 1l'assemblage de
ses éléments (barres obliques...)

Exemgle s

<= {H

I1 est méme possible de calculer les arcs si toutefois 1a courbure n'est

pas tres importantes; ou assimilera l'arc i un ensemble 1'arc A un ensemble
de barre comme suit :



ORGANIGRAMME GENERAL

Variables de contrdle du
probléme *

Y
// caractéristiques mécaniques et
, thermiques du matériau

b

données modales

-

I ( coordonnées des noeuds )

l

* %
! données sur les barres

ES— \.\&
E4

Calcul de la matrice de rigidité

—

o élémentaire
®
F“ &
[ .
©
e
o
— calcul de matrice de géométrie
o i
2 —
@
: v
o —
3 Assemblage et constitution de la matrice de !
a rigidité globale f
% Entrées des Ahargements
rf Conditions aux limites A k

Y

1 CUMUL DES EFFORTS AUX NOEUDS

¢

O

98-

* Nombre total de noeuds, de barres,plus grande différence de numérotation

de deux noeuds voisins
** Numéro,¢ennections, relaxations, géométrie

*** chargements et déplacements imposés aux noeuds.



Boucle sur les barres

O,
4,

Résolution de K. U = F

\/

Impression des déplacements

nodaux globaux

——

calcul des résidus de résolution

et réactions

y

Impression des résidus de résolution

et réactions

\—..,___ /_,,.d"

o ——

4

Calcul des déplacements locaux

{

T

{

Calcul des efforts internes dans les barres

|

Y

Impression des efforts

internes dans les barres
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DEROULEMENT DU PROGRAMIE

’

Entrée des donndes de départ:

- Noumbres de noeuds et de barres (variable=s

do contrlle)

- Coordunnées des noeuds (Topolugie de struc-

- Données sur les barres (Cormextiuns, rela-

xation et gdométrie)

Zeme Etape:

calcule

barre

.

Aprés l'entrée de ces dunnées, 1le nrogramne

- La matrice de rigidité 41émertaire d'ure
~ La matrice de géométrie

Assemble et construit la matrice de rigidits

glubale, cette derniédre Stant redressée.

3eme Ltape:

l'utilisateur fait entrer son chargement:
1) charge uniforme

2) charge ponctuelle entravde, cette qernidre

2tanrt rameréde au nceudl avee urn moment et un effurt trar-

chant en ce noeud plus un momert au noeud;.

4eme Etape:

imnosés

si ce dernier ¢

charges suivant

o
e

2

Introduction degs conditions aux limites.

- Numbre de neeuds chargés cou a 42placements

- Huméroe du neeud et coda
On a &tablit des ccdes pour chaque type de noeud
t chargde ¢ introduit le code qui correspond ux

A ot Y et le mument; s'il est & dénlacements

imposés

N introduit le code gui correspond au déplacement

suivant Z, rotaticr suivant A, rotatior suivant Y.

Aprés 1'introduction de ces données,le programme résoud e gystéme: * * - -

F = K.U,puis ealcule les déplacements globaux et les éfforts internes

(moments suivents X,Y, torsionjet inprime les resultats.
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EXTENSION DBS FROGRALLIES .

11 gerait intéréssant de tracer les courbes enveloppes des ¢fforts

moximums et minimuns pour les poutres continues, et de prendre en

considératien les déformatikons dBea & 1'éffort tranchant pour pouvoir

caleuler les poutres non élancées

T1 gersit utile de considérer d'appuls élastique aussl bien pour les

poutres contimes que pour le quadrillage do puntres.

Te résolution se falt d'une maniére trés simple ¢

Si un noeud i repose sur un ressort de rigdité X. Il suffit de remplacer
|

le terme diagonale K, par B, = Ky + X

Bnfin ces prograrmes seront utilises pour le calcul de sections .
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CONCLUSICH .
Notre étude nous a permis d'apricier le calcul
automatique et de constoter la pogsibilité d'éffectuer
des calculs excets et importants sur des petits systémes
peu couteux et performants que toute entreprise ou école susceptible
de faire du calcul de génie-civil se doit d'acquerir.cette constatation
est importante vu l'importance et la priorité accordées par notre

pays ou développement de 1l'informatique.



o2 Al el B




EXEMPIES DE TRACES DES LIGNES D'INFLUENCES

1) POUTRE ISOSTATIQUES A INERTIE CONSTANTE

2) POUTE CONTINUE A 6 TRAVEES

Te=l,= 40m
L, =L, =L, = 50m
1, =35m

inertie constamte pour toutes les travees

I=54u
B =42 ‘logt/m”

3) PONT HYPERSTATIQUE A HUIT TRAVEES

1,= lg =40mjles autres travees : 1;=55m

variationparabolique de la hauteur ( voir exemple calcul des efforts

pont de Belleville)

EXEMPLE DE CALCUL DES EFFFCORTS

. 1) poutre isostatique
J/

2) pont de Belleville
3) poutre continue a 8 travees

4) calcul de structures
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L.1I. DE LR FLECHE EN 25
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MOMENTS POUR APPLUT. 4 Ct.m?

Lharges [pon
e e i o B S S A o o o S SRS AT N PP ISP IPEO R
X Gystame Mmax NEgatif Mmax Positaif X
S o e S ST T T T s ol S S LI UY TR SR SR S O S S ST S S U 10 S e S A A S o o S I B T T T T R S ST SR T SN SR S SR Wt S VN N U R WU S S
BoiBens 1) : 843 166666935 —ie 312 58464942
polSens 29 B822.514534807 i S14 . DLH2TRINEE
[ER : 560 792723544 - =833 821318579
Me - AB0 . S22096416 : 293639140557
Mg d 2 H570.783144624 . 293 . 63914055
L2 : B7 9173612998 ; , 3040230728

Ui res

.;

Charges Unif . Reparties
L L S S A R ST S S S S 1 S S S L WU S U USSP
VR MMmax positif MMmax negatif x
A e e et o T T T O o S S o S S S P S R RSO S
@ L7275 . BEAY9AOH : 414 544045689

Al 3339 .01634377 Hi6 27444416
Mci2i 5342 42645004 : i 10390626
¥ AR2986 P26HE10%8 ; LLans | gl

&

29714
b 49479 4021583 : 17110, 2493825

MOMENTS POUR aPPUT 2 Ct . om)

Charges ponctuelles
R S A St ST S T U S S SRV O VOt G WO S S A S TR SRR S S SU S SR Y SR S S S Y S T S T S R RS L TR U ST WY VR S S S
¥ Lysreme Mrax NEgati¥ MMmax Positif X
MO S E S bt o T T I o S St S AU W R WA S R
: 19 837 055880440 : SR L96240793
; BRH. 2328446058 ; SR8 9HBEAPRIER
o S70. 783444624 : ; ET70.74803990
Me il POV . 734359820 ; 1709 3733598
Me i 20 ; 09 . 734359822 : 1709 37335925
Rr L9 69437314 44 ; 2 LATPTL420 4

Bel

Bei{Sens

Charges Unit Reparties
MR R AR G B R L o S S S St S AU U AT I Py
¥ Systeme Mmax positif Mmax negatif X%
B e e o S S U S S U
& 1424 460416864 : 479  HHESHIL2EY
Mo B 1458.14371967 : 545 173262407
Moo 2333.0299%148 : 872 277219370
L 2397 4074457 : PIAG  ATAPARGE
g AIH9S5 H61168% : 14648 . 2447




Charges ponctuelles
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