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Le développement accéléré de ces derniéres années
des moyens de calcul,vitesse d'exécution et grande capacité de
stocker des informations,avec possibilité d'annexer la mémoire
auxiliaire,a permis l'introduction de méthodes d'analyse et de
résolution dans différents domaines,de la recherche industrielle
au médical en passant par l'organisation de la vie sociale,

gréce A 1l'introduction de la microinformatique .,

Dans le domaine de 1'éléctrotéchnique,le cealcul
du champ éléctromagnétique est nécéssaire A la connaissance,de
l'énergie emmagasinée dans les systémes A étudier,du couple
pour les machines tournantes ou A traction linéaire et de la

tenue e€léctrique de certains matériaux utilisés comme isolants

dans les installations éléctriques .

Aux fréguences indust: lelles,les équations de
Maxwell régissant la répartition et le rayonnement du champ
éléctromagnétique,aboutissent a4 la résolution d'une équation
différentielle du potentiel vecteur ou scalaire suivant que
le domaine comporte ou non des courants . Cette fquation de-
vient en haute tension,une équation de répartitisn du potentiel
scalaire ¢t le champ éléctrique est prépondérant par rapport
au champ magnétique.kuasi,ies équations qui régissent le champ
éléctrique sont avec une bonne approximation,celle des phéno=-
meénes stationnairesjc'est & dire les ¢quations de 1'éléctro-

statigue .

Notre étude concerne la résolution de 1'fguation
de répazrtition du potentiel escalaire par des mcthodes numérigues.
Ceci aprés avoir rappelJ dans un premier chapitre,juelques
notions d'éléctrostatique zinsi gue les méthodes analytiques

de calcul du champ .
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Dans un second chapitre,on dévelopera la méthode
des différences finies qui est basé¢e sur l'approximation des

dérivées partielles par des différences finies .

La méthode des éléments finis qui fera 1'objet
du troisiéme chapitre,transforme le probléme de résolution de
1'éguation aux dérivées partielles en un probléme de recherche

du minimum de la fonctionnelle d'énergie .

Dans le guatriéme chapitre,on présentera la mé-
thode des charges fictives qui simule léz distribution des charges
superficielles par une distribution discréte de charges fictives
Bituées A l'intérieur des conducteurs .

Et en conclusion,dans l'opportunité de 1l'sppli-
cation de ces méthodes,on fera ressortir les avantages et
les inconvénients de l'une par rapport A l'autre avec citiation

des domaines auxquels elles s'adaptent le mieux .
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A-COMCEPTS FONDAMENTAUX DE L®BLECTROSTATIQUE
I.loi de Coulomb:

Les lois de l'électiréstatique sont déduites du
postulat affirmant que la force entre deux charges élec-
triques varie avec l'inverse du carré de la distance enire
elles.

En 1967,J PRIESTLEY constata que la force élect-
rigue était & peu prés inversement proportionnelle an carré
de la diatanog entre deux chargesgdans les deux anndes oni
suivirent,J . ROBINSON détermina l'exposant de cette loi avec
une précision de 37, jquatre ans plus tard,CAVENDISE put
déterminer 1'exposant & Ij présjen 1785,COULOEB postulat
gue l'exposant était éxactement égal A 2.Les téchnigues
expérineﬂtalea actuelles sont parvenues i un écari,par
rapport & 2,inferieur 2 230 .

La loi de Coulomdb s'exprime pars:

?a: ﬁ . E
4n€ r*
Oﬁ.;rast la force électrostaiique |
q‘ot q‘:les valeurs algobriques‘dﬁs charges
r la distance séparant les deux charges
. ;:10 vecteur unitaire porté par la direction de »
£ caractérise le milieus ol se truuvestles charges
Le facteur 4 est dfi.au syn@ém-*d'unité servant 3

mésurer la fdrce.

2.Champ électrostatique:
Si on place une charge q 8u voisinage d'une charge
qselle subira ,en vertu de la loi Coulomb,une force de

modules i 7%
B 4ré r*



Afin de caractériser l'effet de la charge q,on définit
»
le champ électrostatique comme etant le rappert de la force

éxercée ¥ ,sur I8, charge %;aoit; —
St E . %
LT .

pﬁ k€ r _

Le champ B ainsi défini ,pOsséde les propr“ié.ﬂ'ﬂlqégl

-Les lignes de champ partent d'une charge positive peMr
aboutir vers une charge négative. o
~be champ B est linéaire par rapport A la charge, donc,
par le principe de superposition,on peut additionner
vectoriellement les champs dlls 2 un systdme de plusieurs

charges éleéctriques dans un systéme idéal (L =cte).

3.Champ ,de déplacement:
L'expression du champ électrostatique,on 1'a vu,fait
intervenir la permitivité du mi]ieuf..&ioru on définit
Le champ de déplacement par:
e — —_r
D=&E
§ pouvant etre un tenseur (m1lireux anisotropes),ou une
fonction des coordonnées(milieux non nomo$ene§,ou simple—
ment une constante(milieux linésires).Dans ce qui suit
nous considererons seulement le dernier cas ,stfaara la

oonstnpte diéléctrique.

Q.Conuervntlon du champ élecirique
Le travail élémentaire néué-auiru pour amener une
charge q de 1'iafini ea ua point ¥ ,dans le ghamp de force
crée par une charge q ,s'exprime pars
JWa - f?ﬂ
(Le signe (~) indigue gn-travailuzourni),.

le travail total sera 3

W = /416‘!”‘ e b &




Comme Ma‘&z afr

A P s |
W=-f ég- :4—2 J W"f?ﬁ ?, '_‘_,___,,d_.... .
Ce résultlt montre que le travail ne dépend que des po-

sitions initiale et finale de la charge q . En particulier,

aucun travail n'est nécéssaire pour parcourir une trajectoire
fermée,d'ol eun terme de champs S i
EJ =0
SePotentiel éléctrostatiques |

L'expression du travail,vue précédemment,suggdre

la définition du potentiel scalaire cocmme la circulation
du champ éléctrostatique :

dp=—E

Soit en termes différenticls 3

=l —
f:&-‘/‘/v
Il vient que &

R E = 0 et \/_ 7 (Yoir 12.)
rEr

6.Bnergile éléctrostatiques

Le travail regquis pour amener une 1parge %Lan voi-

sinage d'une autre q, »& pour expressions

W = %%
“ ré n
Four amener une troisieme q,8u voisinage des deux

sutres,il faudra dépenser un travail W + ﬂk)tel Ques

3
rw o= b %G
"% Tren T wen

De sorte que l'energie associée A l'ensemble des

trois charges s'écrits

W, = f.&*Ws"‘%
Plus géméralement,l’energie associée & un multipole
(knsemble de n charges discrdtes),s'derits

?, - &
A .&"'%fgurm i 41

Soit W=£ Zfﬂ (Veir 15 )

¥t en passant d'une diatribution discréte de charges
4 une distibution continue,on a:

4
%:ZlfV4




T.Bquation de Poissons
De la relation de définition du déplacement éléctriqno}
on peut montrer que le flux de D,A travers une surface quel-
congue,est égal Alda valeur de la charge confinée A 1'inter=
ieur de celle-ci,En particulier, pour une surface sphérigue
centrée sur la oharge,on as d‘ Jr}f/"

f'bf ,?;r.g-us 7
Soits j{/);gr g

i on utlliue la densité volumique de charge fsz"Z

?].é [m afjﬁ az;’/faar

K% en vertu du théoreme de la diverganoes ,DW’ (5’) ‘f
Par ailleurs,on as Fo o ni at DueZ
d'ols J.é’(b-’)s cﬁ})(éﬁ) ko W(E)wf&v/fdd-f
- & aﬁ0 ( V{) =:Jp
Cette équation conhue sous le nom 4d'éguation de Poisson
lie le potentiel V & sa source .Dans le cas particulier ol
la densité de charge est nulle,on obtient 1l'équation de

~Cdw (pud v) =0
Ou encores AN = O
A étant l'operateur Laplacien

Laplase:

8.Conditions de passage entre deux milicux différents:
La relation E—Pﬂinforme que les lignes de champ
sont ‘partout perpendiculaires aux surfaces éguipotentie~
lles et gue le potantialv.est continu.
50it deux milieux de permitivité respectives &, fé;
On admet sans démonstration ce qui suits
a-Les composantes tangentielles du champ éléctrigque gui
sont paralléles au plan de méparation,sont contimmes,lLeur-
valeur doit 8tre la méme de part et d'autre de cette surface.
S0it B la normale & la surface de eéparation,la condition

&4 satisfaire peut se mettre sous laforme:

NI
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b~La composapte normale du champ de déplacement ne sera
continue gu'en l'absence de charges de surface sur la surface
limite.Cette condition peut se mettre sous la forme:
— ek S
F.(5-B)=%

Avooif la densité de charge superficielle.

9.Théoreme d'unicités ((12))

Lorsqufon obtient wne solution de l‘gquntion de
Laplace pour un probléme donné,la quesiion se pose sur son
uwnicifé.Pour cela on dispose d'un théoreme qui &&finit les
conditions d'unicité de la solutions

“"pPour une @isposition arbitraire de conducteurs
éléotrigues parfaits dans l'espace libre,le champ éléctro-
statique est défini'de fagon unique en tout point lorsque
sont spécifiés le potentiel de chague conducteur,ou la charge
totale de chague conducteur,ou le potentiel de certains condu-
cteurs et la charge totale sur les autres".

Remarque ¢ Il existe aussi un théoreme similaire pour
l'equation de Poimson.

B-METHODES ANALYTIwUES DE CALCUL LU POTENTIEL
I.Séparation des variables:

On démontre en physique mathemutique)que la solution
7/

de 1'equation de Laplace est séparable dans un certain
nombre de ayatémes de coordonnees.Ceci veut dire que l'on
peut exprimer la solution de l'équation de Laplace par le'
produit de deux fonctions (cas bidimensionnel) ne dépendant
chacune que dfune seule variable,A conditiom que les
configurations aient une géomeirie compatible avec le
systeme de coordonnées.

Lorsqu'elle est séparable,la solution de 1l'éguation
de Laplace s'exprime al'aide de fonctions spéciales diten

fonctions propres de l'éﬁuution:



AA

Ce sont les fonctioms trigonométiriques et hyperbeliques dans
wi Rystéme cm;sim,los fonctions de Bessel de Iet z“*‘m
pour un spetdme cylindrique,et les fonctions de Legendre dans
un systdme sphérique.

Applicetion: résolution de l'elquationél.- Laplace dans un
systdme cartésien bidimensionnel.

A A4 @ (4)

A -

On pose V(z_}ﬂ, X(z} 7% ,puia on remplace dms @)

20 yw) 4 2 O(;;; ) yax Xe‘r’ _O
kin divinant par X.Y,on obt ents j
/L ;’4 o L /i ;;/)/ ('_g)

L'égalité (-&) ne peut étre vefinéo que 8i les deux termee

sont constants,soit m" cette constante.On auras

4 LE . m® aoh  X= Atk (mx) + B puk (nx)
%’= e dtond >/.= C“A(n/)fﬂ/ué (n;)

: V(z‘,;) = X{.c.) Y[/?)

2.Méthode. . des imagess

On sait qu'un objet peut etre Yu, par gne’ﬂ-n.oa,sur un
miroir.On peut donc remplacer aux yeux d' un observateur,le sy
stéme constitué par 1'objet réel et le wiroir,par 1l'image du pre=
mier par gapport au miroir.

L'idée en électrostatique,consiste A remplacer, sous
certaines conditions,un systdme composé de charges et de surf-
aces parfaitement conductrices,par un systdme d'autres charges,
et inversement,On peut dans certains cas,remplacer les effets
d'un systéme de charges par ceux d'un systdme dauvtres charges
et de surfaces parfaitement conductrices judicieusement dispomsdes.
Le théoreme d'unicité tranchera quant A la validité de ce proeéds.

ApplicationiCalcul du potentiel dfl A deux charges ponte

tuelles, o
P
!\
. r‘ *&“"\
/// P
0 ’jﬁ' - _ e Bian s L R
1 4 1% L
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Le potentiel au point p s'éorits

V[ E e ]

] Z
En coordonnées sphériques (r,7,#),on as

2 : e
I"‘r.'.—- (r‘!’f—d; —.ZPJ1/“-, ¢M9)%
£ .
o= (it di=2rd, pud wb)
T + &
T ATEL e dT T O3 &7-2rd b femss)%
‘ Si on remplacedans l'expression de V,r par a,,d”pa.r:_‘at e,
par *(i) ¢, »on annulera V.iutrement dit V(r=a,{,8)=0 .

Ceci montre que =i les charges sont dans un certain rapport
ainsi que les distances,le systdme de deux charges ponctuelles
peut remplacer l'ensemble formé par la sphidre de rayem & et la .
charge g .Inversementyon peut caltuler le poteniiel 28 & une
charge placée A 1l'intérieur(on & 1'ex¥érieur)d'une sphire conde

uctrice.

/

J.Transformations conformess

La méthode des transformés conformes permet de rés-—
oudre l‘é&uation de Laplace e¢n utilisant ceritains résultate
de la théorie des variables complexes.

Dans un cas bidimmiml,-uiz'ﬁa-nu une variable
complexe et soit W(z)su+iv une fonction complexe.8i = déorit un
contour dans le plan (X,Y)=(2Z),% déorira un antre contour dems
le plan (V,V)=(W)pceci fait correspondre un contour de{2)d un
autre de (#). .

On démentre par ailleur=_qu'une fonection W(z) est
analytigue(dérivable dans(W))si et seulement si elle vérifie leas
conditions de Cauchy-Riemanni

22U _ Vv RY  Qu
X @ R g
#i on dérive la premidre relation par répport A x et qu'smn

lui ajoute la dérivée de la seconde relation par rapport & y,on
obtients 46&’ "36/ =
G s T

On. arriverait & un résultat similaire pour la variedble v .

Ceci montre quoilee fonctions u et v peuvent #tre considérdes
comme des potentiels,ce qui est & la base d'une méthode indirecte
de résolution de problémes d'éléctmat&‘tite%sposmt de solute
ion toutes faites=,on cherche :;. résoudre les problames gui Iui

sont associés.




Ad

La dénomination de la méthode provient du fait que si la i
dérivée de la fonctiom M est unique,elle s'exprime par ‘:;;g =€
¢'est & dire que les deux complexes dW et dz ont des amplitudes
proportionnelles et des arguments différents enire eux de o« .
Aussi,si deux courbes se coupent dans le plan {Z) en formant
un certain angle,leures transformées dans le plan (W) me cou=
peront en faisant le mdme anglepla transformation est dite con®e
orme parcequ'elle conserwe les anglese '

Applications la transformation puissance W=z”
Soit Wes® , MWe (rc‘.&)&-. e~ ous o
avee ( = r‘m.ﬂi J' V= r‘/“;‘j,’ﬁ‘
On remarque que si ¥ represente un potentiel,le plan &=0
sers 1'equipotentiel nulle.Aussi, sex+iy d'od Wedhye2ixy ,on
& donc u-x?-f&et les equipotentielles X =y =A(cte) forment une
famille d'hyperboles.

15 ?‘7‘—/*7—

Distribution du potentiel entre deux plagues formant

un angle droit.
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INTRODUCTION; !

La méthode des différences finies est une méthode de
résolution numérique des éguations aux dérivées partielles,
basée sur l'approximation de l'opérateur différentiel par un
op‘}atour aux différences finies.

Les principales étapes'de cette méthode sont:

a~La discrétisation du domaine considéré pour définir
les différents noeuds A prendre en considération.

b=L'écriture des éguations aux différences finies
en chaque noeud issu de la discrétisation du domaine.

o~La résolution du systéme d'équations obtenues dans
l1'étape précédente. |

Pour le calcul du champ éléctrique,les équations de

base sont celles de Poisson et de Laplace.lLa résolution de
ces équations est souvent limitée A des domaines bidimen-
sionnel lorsque la symétrie des systdmes éléctriques consi-
dérés éxiste.Et celaydans le but de réduire la complexité
du probléme.

I-DISCRETISATION DU DOMAINE: <
Soit un domaine.nborné de)@,la discrétisation denest
. son quadriage par des droites verticales et horizontales
définies par les équations x=cte et y=cte.Ainsi on obtient

un réseau de noeuds (i,3j).
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51 l'on considére deux entiers NX et NY,nous obtenons deux

paramdétres de discrétisation h et k (fig.I),tel quet
h-B-A et k-D-c
WX NY

&
Nous définissons alors un réseau de points ded?,tel quet

J
é;é =Mj6£ = (A+ik, Cf/;é) ;ﬂﬂ /vy

Ceci dane le cas ol les noeuds Mij sont situés aux sommet

des petits rectangles issus de la discrétisation et de dime=

nsions hak.Mais,si 1'on prend le paramétre de discrétisation
h commun aux deux axes,on aura h=k et les noeuds Hij seront
aitués aux sommets des carrés de coté h.Le réseau de points

defainai défini sera:

f;.,{w{./-fﬁc/ = (A+it, C:;//E) d e /V,Vf

2-APPROXIMATION DES DEKIVikS PARTIELLES PAR DES DIFFLRENCES FINILSS
2.l=Approximation du second ordre:
Dans le développement en série de Taylor de la
fonction V(x,y) au voisinage d'un point (xo,yo),on se li-
mitera aux dérivées secondes et on aura donc: >
W) Va Vi) + A (-2) 2 # (4-3)3 ]V + B, +zﬁ-s)’:/-).:s;*@ ﬁ]v
Ainsi,en considérant les V¢1eurs V Vz,Vj, 4' 5
de la fonction V en cinq points voisins du point(xo,yo)
ou V &4 la valeur V ,on aura un systéme de cing équations

linéaires et du premier ordre pour détérminer les cings

inconnuea:{rgg) ( ) ( ) ,{,_, 6/’(2;

qui sont les dPriVPeE partielles de V.Mais,en considérant
les symétries il suffira de deux points autre que (x,,¥,)
pour déteérminer les dérivées premiéres et de trois ou quag-
tre points pour détérminer les dérivées secondes.
2.1.I-Cas ou les distances entre les points sont é}ales:
Si 1'on applique la formule (I) aux points 1,2,
354 voisine du point O comme indigué sur la figure 2 et
pour lesquels (x-xo)ou(y—yo) sont €gaux A +h,ol h est le

pas commun de discrétisation.On obtient alorss
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]l

V. + k(2 )+’I‘JQ

=Y+ ,4(}’)4-3[

B )£ ()
%zo'_@jjf@?

kEn combinant ces valeurs,on obtient ; lo

)= g () ;B -4 (4%
5V

/z
2 (% = (wv ,ev)
%) _ ( - 2£%)
o
Le Laplacien de V s'écrira donc:
() &Y= 2N =L e Y Y U ]
Et 1'équation de I;-f?uce AV=0 prend 1z formes
(5 4V, = Vrve+Y%+Y

Cette formule sera utilisfe pour les noeuds situds A 1'intér-

ieur du domaine.

De méme,en appliquant la formule (I) aux points 5,6,7,8,
on obtient: ) ﬁ/ ‘p’
GV -‘2;/ ) )

¥ =V /ﬂ: éw/ f(ﬁ’?V e,{afa‘v A‘fav

2D Ayt

v? el ’é/b!/ /‘rafé (,{"’9‘2‘/ Y si A /f'w‘ )

’Zs“
£
f;v oV ;;’-zu"-v ,yﬁz lb‘
\{! = Y+ ’é 2x 'éfaa 2{,{ = a.eaj

kn combinant ces qu ‘uuations,crn obtients

e 6-%)




Ainsi ,pour une équation aux dérivées partielle: du second
ordre quelconque,on a la possibilité de remplacer les dérivées
premidres et secondes par une équation ne contenant que les

valeurs de V au point O et auxpoints voisins.

2.1.2-Cas des
I1

en fonction

noeuds de discontinuité:
est possible d'exprimer les dérivées premigres

de V pour deux points situés d'un meme coté,au

lieu de les exprimer en fonction de V en des points disposés

symétriquement par rapport au point O.

1

0

Comme indiqué sur la figure 3 et aprés combinaison
des équations de la forme (I) écrites aux points I,2,3 et 4,
on obtient:

@ (‘%\é), .,z% (-3 +4V, ~\)
() El=g(2%rA6-y)

Ces formules seront utilisées lorsque les dérivées
premiéres sont discontinues en O.

—_—

2el.3=Canr oﬁ les distunces entre les points sont inégales:
Soithﬁt)hdeux coefficients purement numériques et

B0it les cas de figure suivants:

T e
CoML i Ny <
Mk Ak
P o 1 % % 3
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|4
51 1l'on ocalcul les dérivées@;}au point O dans la fi=-
gure 4,en appliquant la f‘ormule(I)ave; (y-—yn)so et (i-xo)-f\‘h

ou ?\‘h on aura donc aux points I e‘t 2t

ol - W (3 +f;("*’) (X)
(1) f= YVt Akl Y )+M‘( (-2)

En multipliant membre 4 membre par les coefficients de

droite puis en additionnant ,on tire:

W e sl RO g (]

De méme que pourtfv) on aura une formule analogue.
Maintenant,si le point O est situé entre les points I

et 2 comme indigué sur la figure S5,on remplace seulemant/‘l par

_)& et on aurat

w k() 32{}:[%(\4—-»4) _,/_;1: y-%)]

S50it maintenant,le cas cde figure suivant:

/1t

0 % Tz
En appliquant la formule(I)aux points I,2,3 et 4,om auras
Ve AR(N) L2 0%Y Al
Vi={+ { zjé" 71/ A (A +As)
kY L1 4. A
\.{ v - ik@ *z %/{{ 2 As (A # 2y
Yo=Y 2 4 A
=% # A () + ZB[) A B

T
Mr I“[ (mv) 7",3 '94"{ “V) A (;s;,},‘)
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En multipliant par les coefficients de cdroite et en addi-

tionnant membre A membre,on obtient:

) 1“75?:’ T e

kEt 1'équation de Laplace prendra lz formes

“ (ﬁ*'_é})v:?,%,(v w) a,f:a,,(% ﬂ\f)

Les formules avec des distances inégales sont surtout

indispensables pour les points situés au voisinage des limites

du domaine.
2.2-Approximation du sixidme ordre: )
Bi 1'on développe la fonction V(x,y) en série de

Taylor jusqu'aux dérivées sixidmes,on auras
Vo b fle P a )V el e a
N A T P S N
%f@wj+%wwwﬁr+%f*@w@
(2 Aot 0 B V
_ é (zzmﬁ 5 (x-x) (;v}-)—;;wﬁ(‘f%)@ﬁ)—i@“
(x-x) @ y,,)nx 7 5(:—&)(6; 3.) iy

+(“j) 'a"}
4f g

» () *"‘):@‘ﬁ;)*%ﬁ'@f
+ £ )y afozer GH ol e

Kh

?/’
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En prenant un pas de discrétisation commumw h et en

appliquant cette équation aux points I1,2,3,4,5,6,7 et 8 de

la figure 2,les valeurs de (x-x,)et(y-y,) étant les suivants:

P Al e 3 hE s g Ry

A R S
Sl IOl Ao o gt o

On obtient alors:
() V44, = W kv, %‘fﬁv—z gj(gj)‘\/jJﬁ"{a‘v-%%)ﬂvj
R R A R

Lorsqu'on néglige les termes en h4
donnents

o B =Y+ Y+, -4y

Cette éguation est la méme que celle obtenue dans
l'approximation du second ordre.
kEt

et h sces éauations

@ SRV = Yr Ve + Vo + -4V
D'ou pour 1l'équation de Laplace V-0 son obtients
(s IVN=Vet bt V,+ Y

Cette dernidre formule s'appelle la formule diagonale tandis
que la formule (20) s'appelle la formule normale.

Lorsgquton tient compte des termes en h4 et h6 et en multip=-

liant 1'équation (I8) par 4 puis,en additionnant membre A membre
avec 1l'équation (I9),on obtients

le3) ?{/L;%Héfl{) Y+l 3o\/+£éw+£‘zsv+ £ “’“‘/,‘”f}”]
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Et 1'égquation de Laplace s'écrit donc:
U e T A AN AR

En fin on notera dans tous les cas gue V, est la moyenne
pondérée des valeurs de V aux points voisins considérés.Ce sont

des expressions de la formes

Vo= Zé% avec fé:/j e/Lé‘>0

2.3-Discussion sur 1'erreurs
En approximant les dérivées partielles par des
différences finies,on aura une erreur qui est égale au reste
du développement en série de Taylor et qui dépend du pas de
discrétisation h.

Dans l'approximation du second ordre,les premiers
termes négligés sont du troisiéme ordre (en hj) et dans
l'approximation du sixidme ordre,les premiers termes négli-
gés sont du septidme ordre (en h7).Ainsi avec une méme valeur
du pas h,on.obtient une meilleure précision dans le second
cas que dans le premier.

On notera,deplus,que les formules obtenues sont plus
éxactes lorsque le pas de discrétisation h est plus petit.

2+4=Cas d'un milieu hétérogéne: -

Soit deux milieux I et 2 de permitivité respective &,

etc;

tions de continuité s'écrivent:

) Y=Y o W _ g2

/ < oy <

+A la limite de séparation des deux milieux,les condi-

-




o

La limite entre les deux milieux peut etre soit rectiligne
80it rectangulaire.
2.4.I-~Limite rectilignes
Considérons le cas ou le pas de discrétisation h est

commun c'est A4 dire un maillage carré.

Uﬂ

0 . : /x
En écrivant la fornule (I) aux points I,2,3 et 4,0on obtient
le mdme systéme d'équations (2).Apres combinaison de ces éQua-

tions,nous obtenonal

0}4.&’ {-Z Y+ - 4(4)

4
) =2¢(4¥—84—%H‘4)

‘ %

0; A 5}
Et selon la direction de la normazle sortante & la surface
de séparation des deux milieux,on a3

(/’é‘(..k.f g é((%‘—v ea £

ou encorei
& 24+ %= 9%) < & (h-34 -y -v)

Et finalement:

(&) 4erg) Y = (Y )(f+£)+za; A

Quand.f;=¢£b scette formule redonne la formule (5) d*' un

point ordinaire.

2.4.2-Limite rectangulaires
Comme précédement,nous considérons un maillage

carré et soit le ca:- de figure suivant:



-

0 <

La méthode consiste & découper le domaine ci-dessus

en quatre comme indigqué sur la figure,puis on applique la
condition de continuité en considérant les nouveaux domaine
deux A deux,sachant que 1l'écriture de 1l'équation (I) aux pointe
I,2,3 et 4 redonne le méme systéme d'équations (2) vu au début.

Pour les parties I et II,on a:

o =£/WJ5

150 \!V ¢
O SR L s (g

Pour les parties II et III,on a:

v _ o/
g ('Tg':r - 4 /7?,}#

W R e

Pour les partiea III et IV,on at

/QV
p=C iy
¢ay 3 é. 22
ﬁbj "é,( 2 ‘é/wx (’Vf ¢//
Et entin,pour les purties IV et I,0n a:
ay 2V
L 4 (5 }f

d'ou <
(3}) ol —"-";/14 ?J/) _1'/_& 2_{’

En additionnnant 1es équations de (28)a(3I),on obtient:

V(3616 )y +E4 4 _i;_‘_i_ (%+%)

JehRESOLUTION DU SYSTEMr D'RQUATIONS
Aprés avoir écrit les éguations aux différences finies
en chaque noeud du maillage et e¢n connaissant les valeurs du
potentiel V sur le contour du domaine,on aura donc A& résoudre
un systéme de n éguations linféaires 3 n inconnues gui peut

s'éecrire sous forme matricielle 3

[x][v}-c]
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()} [KJest la matrice des coefficients

Et [C] la matrice des conditions initiales.

J.I=Ecriture des éguations:
Soit un domaine carré et fermé o& le potentiel
V est connu sur le contour de ce domaine.Nous prenons
un maillage carré de pas h et nous écrivons les équations
aux différences finies en chaque noeud.Si 1'on suppose
qu'ad l'intérieur cdu domaine,il n'y a pas de charges d'és-

pace,l'équation 4 résoudre sera celle de Laplace.
p £ ) 4 4

f 7 1 L) j
il s ‘ 74 f%? Ao

bl 1] e 3 14

4 - ”
h
Sous forme matrfcielle,le syvstéme A résoudre
s'écrits
- '-‘r- "'I [ =1
4y 10100000 v, Vot W
44A40-1060600 0 \, V.
oAkhas 01000 \Z’ Yo + Vi
h‘{oolf-fn_’}f.?@ \4, (4
0o 101410 40 e \4 = 0 '
0 040449041 V/ \/3
0 004004 40 y, v+
0 oo 010141 v 4
4 Ol
e I o -

Ce systéme est de la forme:
][V = [¢]

Ou [zg est le vecteur potentiel a déterminer.,
Pour la résolution de ce systéme,on sépare généralement
le probléme en deux classes suivant les caractéristiques de la
_matrice [E} .
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3.2=Méthode directe:

Si la matrice[j&] est de taille réduite et pleine,
c'est A dire qu'elle est d'un ordre inférieur a4 I00 et comporte
peu d'éléments nuls,alors on utilise une méthode directe de
résolution tel que la méthode de Cramer qui consiste & cal-
culer la matrice inverse de [ﬁ] et & lui post-multiplier le

vecteur'CY.Ainai,la solution s' écrits

o] ][]

Ou encore,on utilise la méthode de triangulation
qui consiste & transformer le aystéme[k}[&]-ﬁ?]en un sys=
téme équivalent [K'][V]-[Ct]oﬁ [K'] est une matrice trian-
gulaire supérieure et la solution s'écrits:

R
: A / L
\{ = e -‘;2: A%? E;

é’ J.-r.\*f
A
Maintenant,si la matrice K est éparse(creuse)

et de taille grande,c'est A dire qu'elle est d'un ordre su-
périeur & 100 et comporteka&ucoup d'éléments nuls,alors les
méthodes directes s'avérent impraticables &u sens du temps

de calcul qui sera grand et l'occupation mémoire importante.

3e3=Méthode itérative:

Elle consiste A passer d'un éstimé V‘) de la
solution du systéme d'éguation A un autre éstimé Jﬂ’de cette
solution.Et aprée un certain nombre d'itérations succéssives
et s'il y'a convergence,la solution pourra donc étre atteinte
avec la précision désirée.

Une des méthodes itératives est celle de Gauss=—
Seidel dont le principe est le suivant:

soit [K][VJ:[C] un systéme de n équations linéaires
an inconnues,[V] et[K] étant non singuliére.la matrice[k]
peut etre décomposer en:

K=[=E=F
Avec, D: matrice diagonale
K3 matrice triangulaire strictement inférieure

F1 matrice triangulaire strictement supérieure
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si l(-[kij] . D-[dij] , E-feij] , P= l;‘ij} Jonat

-f. = A=

f Grc=
D'ous

KV=[D-E-F )V = C —g NV EVsFVrcC
Choisissons un vecteur initial +On calcul V) pars

\/ e e

En effet, la matrice E contient les coelficients des
éléments du vecteur V connu & 1'ordre I,1a matrice F contient
les éléments de V connu 4 1l'ordre 0. On calcul les V. dans

i
l'ordre cr01ssant de i.A 1°* iterat1on k son obtlent :

v 5o,y w5

La méthode est convergente ql.

& 1
aé _— = L/ ’

Ok V est la solution éxacte de K} ?] iC}

J.2.I=Surrelaxations:

Pour accélérer la convergence on remplace

le vecteur V obtenu a la (k+I) itération par:
(é+1) (4) (4+1) %)
V‘ AV W[V V(

Ou w est le facteur de surrelaxation .
La détérmination de 1a valeur optimum de & est plus
compliquée que la résolution du systéme linéaire.Cependant,
il est possible de procéder per éssais et extrapolation.

Le facteur W est toujours compris entre O et 2 .
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3+2.2-Critére de convergence 1

Dans le cas général d'une matrice K quelconque
non singulidre,il éxiste une condition suffisante de convergen-
ce mais,non nécéssairetthéordme de Geiringer.

Pour que la relaxation de Gauss=Seidel converge

il suffit que les conditions suivantes soient remplies:
/ s e 7/ {/-“/4
SITRE” <r | A
povr L = /4,.H
4~CALCUL DU CHAMP 'ELECTRI4UE:

Aprés avoir calculé le vecteur V solution du SPS~—
tdme matriciel et cela selon la précision désirée,on passe

alors au calcul du champ éléctrostatique en chaque noeud du

maillage.
— —
Partant de 1'équation vectorielle F__ V/ yon a les
composantejdu champ éléctrostatigue pour un cas bidimensionnel:
= /3\/

kt si 1'0on s'intéresse seulement A l'intensité du champ

—

E,,on a:
— YV
:x’-'—"‘"

x —<

é}_.;%\_/. d'ol f; £ +t;

Les derivéaa premzéreszglet:zyet par suite, les compo=-
aantes du champ E et ky speuvent e€tre approximées par les
équations (3) pour un noeud situé i l'intérieur du maillage
qui est supposé carré.

Pour un noeud situé sur les bords du domaine,on appro-
2
9/
Et dane le cas de deux milieux différents,A la surface

ximera les dérivécsjgg_et par les équations (8)et(9)

de séparation on utilisera la condition (25) et les équations

(26) du paragraphe 2.4 .



5=APPLICATION:

5«.I=Cas de deux plaques conductrices paralléles et infiniess
Considérons un systéme 2 péﬁmetrie gimple consti-
tué par deux plaques paralléles,conductrices et infinies.
Chaque plaque est portée A un potentiel VP ou VN différents.
En considérant la symétrie du systéme,nous nous
limiterons d'étudier le champ éléctrostatique dans un plan

perpendiculaire aux deux plaques.

f o va e
/
<
¥4 V=0
2%9 D
falf
YV ee———

YNV

.

de discrétisation DX.Celui-ci,nous détérminera le nombre

Nous définissons un maillage carré avec un pas

de noeuds A considérer et définis par la ligne i et la
colonne j.

Pour une commodité d'écriture,en vue de l'appli=-
quer sur ordinateur,on notera que les lignes i varient de
I Amet les collones j varient de T & n.

Nous considérons qu'a 1'intérieur du domaine ’
1'équation de Laplace est vérifiée,Ainei en un noeud inté-
rieur au domaine,on a 1

\{' = Cﬁ [, V, e V:_ S b(‘ -+ V/.
J p ugd 14 ﬂJ 4d+1 1d-1
Avec i variant de 2 A n~I et j variant de 2 & n-J .
Sur les bords latéraux,on a la condition sur le
potentiel OV 0 ydonc,pour les noeuds de la colonne j=I,on

Ol
aura s
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(4 Caf “L_‘) avec i variant de 2 & m=I

et pour 1ea noeuds de la collone j=n ,on aura

L/ = 4 (4l4u- ‘hﬂ!J avec i vuriant de 2 A m-I
Et cela aprea application de la formule (8)

Test de convergences

Soit /\/// -2 VY

<
4y ®
A 1'itération k,on a AT
£y "g
<
A 1'itération' k+I,on auras /Vﬂ*’}/ . Jres _61#)
of Y

On définit la preclblon telle que @

é 4//\/4")/7 /Vﬁz’// <

‘40 <
Lorsque ‘é__.,,,, »y £ —0 i /

Pratiquement,on arréte le calcul lorsque d?<f€;

donné est suffisament pmtit (de l'ordre de T 10"15)

Pour le champ éléctrostatique,on utilisera
les équations (3) pour les noeuds intérieurs du domaine
et les équatione (8) et (9) pour les noeuds situés sur

le contour du domaine .

Organigramme de résolution:
L'organigramme de résolution comprend les
parties suivantes:
=Lecture des données et des conditions aux limites.
=Ecriture des éguations de la tension aux différents
noeuds .
-Résolution du systdme linéaire .
-Test de cocnvergence puis impression de® valeurs
de la tension .

=Calcul du champ éléctrostatique puis,impression

de ses valeurs .
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Pour le programme,on notera cu'il est inutile d'indicer
V & 1l'ordre de 1'itération,car ?k prendra en mémoire la
m&me place gue V#
Pour ce probléme,la solution analytique de la tension
est: Vo (VA/-— Vfo) + VP
— )/

bt le champ éléctrostatique est uniforme et égal & 1
e o
x|

Conclusioni
Les équations du potentiel et du champ éléctrique,
utilisées dans cet'exemple sont trés justes car aprés un
certain nombre d'itérations,on obtient la valeur éxacte
du potentiel et du champ en chaque noeud.On peut vérifier
cela gr8ce aux méthodes analytiques.
Aussi,les lignes équipotentielles obtenues sont des
droites paralldles aux plaques ,comme on pouvait le prévoir.
I1 faut noter ,en fin,qu*aprée avoir changer les do-
nnées du probléme A plusieurs reprises,on a remarqué que
le nombre d'itération de calcul k dépend beaucoup du pas
de discrétisation DX,du facteur de surrelaxation & et de

la précision du test de couvergencef, .
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5.2=-Cas du condensateurs

En utilisant les m&@mes notations que celles de
l'exemple précédent et en considérant la symétrie du
condensateur,nous nous limiterons & étudier ce systéme

dans un quart du domaine contenant le condensateur.

-
2

WP &

gzgw

v

On note TX la diestance entre les plagues du condensateur.

£

p| —J %

h

U
vF

(Sp=}
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Pour écrire les équations de la tension aux différents
noeuds, on utilisera les résultats de l'apprJQ:imatibn du

sixidme ordre ,c'est A dire les équations de la forme (24).

Conclusions

Les résultats obtenus par ordinateur sont trés
proches des valeurs réelles du potentiel et du champ de telle
sorte que l'allure de quelques éguipotentielles tracées,nous
montre la non uniformité dv champ éléctrique sur les bords.

Aprés plusieurs éssais,on notera qu'il est indispen-
sable de commencer l'écriture des éuuations aux différences
finies pour les noeuds situés & proximité de la plague ol le
potentiel est connu,puis ainsi de suite jusqu'a l'arrivée aux

noeuds située sur le contour.
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9+3= Cas du systéme pointe-plan:

Pour ce systéme,nous utiliserons aussi les
mémes notations que précédemment et nous étudierons la
distribution du potentiel sur la moitié droite du domaine

contenant les éléctrodes pour raison de symétrie.
L

of =
¢ }fx

(| . JVP

?‘ﬂ&

‘ vV

Hemarques
Comme dans 1'exemple précédent,on commencera
1'écriture des équations aux différences finies pour les
noeuds situés A proximité des éléctrodes ol le potentiel
est connu.Aussi,pour une meilleure arprOximation,on

utilisera les équations de la forme (24).

Conclusiont

L'allure des courbes équipotentielles tracées
A partir des résultats de calcul ,reflate parfaitement
bien la distribution du potentiel .ht cela,en comparant
avec les résultats trouvés par certaings auteurs pour le

méme systéme .
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I1 y a dans le principe variationnel quelque chose

de plus d'importance pour nous que son utilité dans les calculsg

il représente une AUTRHE FORMULATION de la loi fondamentale de

1t'electrostatique.

Edward M. Purcell
prix Nobel de physique
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Introductions

La méthode des élémenta finis esl reconnue comme un
outil géné}ul de resolution d'equations aux derivees partielles.
Elle s'applique A divers problémes linfaires ou non,rencontres
dans les differentes branches de la physique et des sciences
applique;a.
Il existe differpntes approches A 1'approximation par éléments
finis,mais la plus utiliséde est la methode variationnelle,car
elle est simple & formuler.
On verra dans ce chapitre comment resoudre l'eﬁuation de Laplace

dans un cas bidimensionnel,moyennant un procede variationnel.

Principe de la methode

la methode variationnelle etablit une correspondance
entre la resolution directe de l'eﬁuation aux derivees partielles
et la minimisation d'une certaine fonctionnelle.
En ce qui concerne 1'equation de.Laplace qui correspond A un pro-
bldme stationnaire, on demontre(Principe des travaux virtuels)
que la fonction qui la resoud,rend minimale l'ehéfgie potentielle

du systdme considere : (( 9 D

T (V)= //&{(}:)l+ (f‘{)‘ d= dy _C/.zv.h.de (1% )
: i« 5

au s

V est La Fonchion Fo."anf';_g,{,
€ :la Pu“mittiu-i.,fe.f du milieu
h: U'qu.l-l r du r.lnmnf) suvr la prh.a., de Fronkiere CZ.

Comme la fonctionnelle I(V) s'éxprime en fonction du potentiel
inconnuV ,la methode variationnelle consiste A approcher la
solution exacte\f;par une fonction V dependant de n paramétres Qs
ces derniers doivent 8tre determines de maniére A minimiser la
fonctionnolleIEyu-qn] et par 13 m8me,resoudre 1'equation aux
dérivees partielles.

Il faut noter qu'on ne peut pas connaitre a priori,la forme de

la fonction V qui puisse approcher Vo dans tout le domaine(D),

! &,
c'est pourquoi on le divise en sous-domaines D, e:f,...,ﬁ 3



4-0
pour pouvoir approcher\ﬁ dans chaque sous domaine,par un poly-

ndme V dont les coefficients @.serviront de paramétres varia-

ti

onnels.Il s'agira ensuite d'appliquer un critere de minimisation

dans chaque sous domaine,puis de passer 4 une formulation globale

du probléme sous forme d'un systéme matriciel qu'il faut resoudre

par rapport aux parametres inconnus G- .,

2- Procede variationnel

2-4 Position du probléme:

On se propose de resoudre 1'equation de Laplace bidimentionnelle

C{LU' (-—E- 3"‘33 (V’)) =0 sue o D

avec les conditions aux limites:

ou
et
2-2-8a
Le
gl

A

v: (e) Swv C4 :C.ar\Julh-an suvr le f:o,"a,nh'ﬂﬂ .
Vion= h(e) Ju.cr Cyr 1" n (e <hamp .

Cy et Cy constituent la frontiere C du domaine (fig 2-!)
. ‘.
€ ,g,h sont des fonctions donnces.
Discretisation du domaines
: L L e
domaine (D) va Btre divisc en elements U y en =uivant les re-
es suivantes ((40))
Deux f::ll_*[!.-'-nt.. Adistinets ne ncvuvent v
points gitues sur leur frentitre commen 7 le exictes
s ‘ A i
cette condiftior exclut le recouvrement partiel de deux elements

7o/ C . s
L'ensemble de tous les elements D doit constituer un domaine
aussi proche que possible de (D),en particulier les vides
4
entre elements sont exclus.

la fin on obtient un maillage constitué par E éléments D¢

/ ~
definis: chacun par la donnee de ses sommets k,l,m et de leurs

coordonnees (=k, Ye), (=, ,‘M) g (xn,lj,..)i (fig 2-1)

dh‘a

v




o
2-2-b Choix des fonctions d'approximation

si la taille des elements est suffisament réﬁuite,on peut suppo-
ser que la fonction inconnue V. varie linéﬁirement 3 1l'interieur

de chacun d'eux et prendre pour fonction approchée un polynBmes

g
e °
(*,Y) = Qo+ a,x +asy = (1 3) a,
(2-2-b1) e
kxprimons ce polynBme cn fonction . potentiels de:: sommets de
1'element 3
Ve(x-u,gu): Qo+ QX + Qy Y = Vy
e =2 =
VEGE IR e gt svidu = B (2-2-¥2)
veC"""‘: 9#): Qo + 3 Xm+ Qe Ypu = Vem
solt sous forme matricielle g
Vk 1 ?Ck ﬁk q.
VL : 4 'x{' lal, a‘
Vim 4 X m Ym Qs
d'ol 1'expression des @i :
q (1
o = ‘x-h_ Vh
Q, A 2%, v,
=} 3 1 X m Vm
qu'on injectera dans .-bl):
¢ A et Ve
V('x,lﬂ)z ( e LJ) 1 . e vy
’ 1 2 L,Jr'l N
pour ecrire enfin:
) e ¢ ¢ Y
Yi(x,y) = (Nh_(ﬂ.ﬁj NL (%.y4) Nm(t,'jJ) ::.. (e=2=b1)
avec
Nl(x") ;‘ [(x‘-ﬁm'x'm:j ) + (k"}b 'ﬂm)x+(x""‘xb) 5]

NG )=‘45[(*~9u-xu~sm)+(‘ﬂ-- D= ¢ (xe-xm)y ]

e e R e e e Moy ]
Nm 0%09) = [(x ge- )t ( ) 1 3, 3')

ot 28° r‘epresentc le déterminant de 1: matrice (4 o
3 1 %rm m

¢t qui est ekul au double de 1'aire de 1'€lemen! e considere .

Les fonctions \/" ainsi exprime’e:-. nossedent leu ‘-'-Upriétés
suivantes:
8 ! Vi si L=
V % (x; ) ‘-54) = J
0 Sinon
(Z-2=D4)

, L8 "
v (x, L.J) =%0 a Uexterieur de L'element e
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De la sorte,l'approximsticn sur tout le domzine (D) sera la
somme des approxlmatln: Cleémentiires Ve 3
V('x,g’)-— Z_ V¢ (x, y) (2-2-15)

awh

2-3 Critére de Rayleigh-Ritz
L'étape qui vient est €ssentielle dens la mesure ol elle v:
permettre de discrétiser 1a forme intepgrzle (I-I) ce qui ménera
plus tard & une éhriture matricielle du probléme.

s ’ ’
Considerons la fonctionnelle d'energie

I(vj://e{ %{)ﬁ j.%’)LJ dx dy _va.h.dﬂ

remplagons \/ par 1'expression {(2-2-15)

I(V)=T(vVa) // [L"‘§1V‘f"v);'(f:ﬁ‘i*\ltx“’?jd:df L
- [2(5 v

e
Comme chaque fouction v est nulle zilleurs que sur le sous-do-

maine e ol elle est definie (2-2-b4):

I (Vo Va) = > j/ { 2 v‘cx,n))ﬂ(;nv'u,j)jja.aj _‘2::1 2V h.de

C
soits k

I(Va..Va) = ci (=

(i=3-17)

avec
e e o) () Joms - f2 i b
1 doc
Dc’ '."'l()
qui repréaente l'expression de la fonctionnelle dans chaque
element D -
e
Remarque : le¢ second terme de L n'apparait que si 1'élement
considire a un cBte sur lz frontiere ou la condition de Neumann

a ete imposée.
Le critére de Rayleigh-Ritz stipule gque la fonciionnelle
I(\h-th) est minimum si

?_I___..o pour Fowt .l..-.-_.- AP

4

- RV
soit en vertu de (2-3-1 )
Sl B S

DNy TN s a=1 av._

-
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i s .
Ce resultat montre gue 1'energie est minimun done le domaine
entier,si elle 1'est dans chaque sous domeine I ,ce qui nous

L
permettra de construire les matrices elementuires A%

: it .
Construction des matrices elementaires

L'expression de la fonctionnelle dan: chaque element est (2-3-2)

T% //e (2 v("-r-:.)) (a v f‘la'ﬂ))jdxd'j ]zvc:,d) e

romme les elements sont disj Joints et en vertu d= (2-3-3 )I» sera

minimum guands

- -
E:O avec L = b.l,!m
PV 4
soitx

o H[;/e((a ve)'y (?_!v‘)agdxd.j-/f\l‘.h. d]

L
€
/ av‘)'“{ f?_!‘) dxdy - [£.2¥ . h.d¢L
av. a:a- oVi \ay e OV{
% L

developpons chaque terme de 1'integrand:

225 3 ave) |, ove 5 rave
au. ( % i\ aa ) = Z.a_'_‘ ) (g'; )
or,d’ ¢pres (d-é b3 ): ] r Vi
3 Y e
VEOLY) = NS Vi v NEVe# N Ve = (NE N New ) )
d'ol v " =
['A L 4 ) k a .
NE L ND b 2 [(m Ne N )ve )| = (2N~ ove 2 )
oV e \;,,, e 22 2
et 2 e a a : Y
.Q(-QV‘)=2.§_’_‘L.(§.':‘J~ ONe oNm ) [N
oV \ 9% a7¢ % dx  ax e
de méme e
Z e
2 (ry'o z.anf (amd o an—f) (l’;“)
awo\a = 2a N R ’ L
A *9 2 99 oy Vi
A N:E
-2V
il vient %
(3
srs s WAL o s b b (2-4-1 )
aV{ Tse
avec ‘ s .
n . ! :
A‘éd' = // :)N.. coN o 0N, )a.l'z.dg
et e 2y 24
/ h. NG
pour les tr01s noeuds k,1,m de 1'eldment y (2=4-1 ) peut s’ékrire
e e &
(A ).(\/):(b) 1‘3_4_}_\
DD(A") est une mctrice (,,J} metrice f-!t"rnent;:ir'ev
v,
(Vv®) est le vecteur culonnc.(vt) 2 St s
‘ Vo vecteurs elementiolres
(b®) est le vecteur cnlnnne:(bk)
bL
- b=
Le systéme (2-4-: ) est l'€criture sous forme metricielle du

critere de minimisation de la fonctiornelle,sur 1'élement e .
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2-5 Assemblage des matrices elementaires

. » . L - ’ ’ -
L'application du critere (;-_5-—3' \ 1 chague element,conduit & la
construction de E matrices elementaires (A‘).

- . s, -
Ce gqui nous interesse cependant, c¢'est d'obtenir un systéme

St . ‘V) o O
matriciel dont le vecteur sulutlon( minimise 1'energie dans
tout le domaine (D) .
’ : ; 4 S 3

Nous allons,d cette fin etendre les I matrices (ﬁ )de maniére i
!
exprimer (2-4-2 ) sous forme d'un systime d'ordre n faisant inter-

venir le vecteur global :
Va

(V): ?

’ L]
«-95-a lxtension des mitrices elementioires

Le systéme (2-4-2 ) s'ecrit:

ko g P
A Al AL [V by
e | Aewn Afe A | Ve | = | v
m» \ Aok ALe AL/ \Ya bm v,
pour faire intervenir le vecteur global (V)= Ya1i1 sufeit

Ve
. : P : 3 e\ .
d'etendre la matrice elwmcntulre(h ) et le vectcur-(b)ﬁ 1'ordre
n avec,comme termes non nuls ceux de rang k,l et my

il vient :

A S R R...L... m -
p ( v, o
i Ya (]
: .' - - V :t
k = e f.\n"‘ﬁ*r" Akm h Efl
: : ¢ 2 5 = : Nl o
| e ; . (2-5-a7)
¢ GRS azruhu-uﬁﬁu.-- Ye g
o'v.l . e . A:h... A:L"' A‘;." ol V... b:

n
cette ecriture est équiValente;(4-2-I Y,meis presente 1'avantage
de fauciliter 1'assemblage ulterieur.
2-95-b Assemblage
D'apréa (2-3-3 ) le minimum de I‘Qngrfie rotenticvlile sur tout
le domaine (D) s'obtient par addition des contributions de tous

,_ . . . ) ¥
les elements & ce minimum , soit en vertu de (2-5-af):

> (M) (V)-(¥),) =0

ou (A') et(b‘) désignent les matrices étendues.
o L4
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et le systeme global s'écrit
(A).(v): (b) (2-5-bT)

zveo! c
'.Z_"‘ ( At)ﬂ'

(A)
(v) = (Vd,...V..,)P
L 3
(b): Z (b‘-)al-
Remargue LA
la matrice(A)est symétrique,car elle & ete construite A partir
de matrices(ﬁf)symgtriquea (on peut le verifier immediatement

de 1'expression des termes ALj (c=4-T ) )

2=6-a Introduction des conditions aux limites
Tant qu'on ne tient pss compte des conditions aux limites,la mat-
rice globale (i\) est sinpuli;re_et le systéme (2-5-bI) admet
une infinité de solutions.
On deémontre (( 9 )) que seules les conditions sur le potentiel
(Dirichlet) sont & imposer au vecteur solution (V) ,on dit qu'elles
sont essentiellesjles conditions sur le champ (Neumann)sont quent
A elles dites naturclles cir «~lles sont sutomstigquement vérifieen

lors de la formulation varictionnelle du probléme.

2-6~b Reduction du systeme motriciel
Lersqu'on impose lua condition de Dirichlet sur le potentiel, le
L]

vecteur glohal(vq contiendra des composantes connues; il s'agira

de partitionner le systeme de manidre 3 le¢ resoudre par rapport
aux composantes inconnues restantes.

Soit p le nombre de composantes connues , le vectrur(V) peut EBtre

Jcrit E (V) )
1
V)= '
( ) - ((V)‘
ol (V‘Lest le vecteur & p lignes des potentiels connus
et (U)‘le vecteur & (n-p) lignes des potentiels & déterminer .

le systéme (2—5—b]),aprés permutation de queloues lignes et co-

lonnes ,s'ecrit:

SO RV ITANT
G e,



(Ada = 10 (nrip)

et
(A )ir < maltvice (n-p,n-p)

Le systéme (2-5-bI) peut alors 8tre partitionne de la sortes

e e e,
I |
(A (e (), ), - (b‘)z

-
comme seul le vecteur(v)&est inconnu,on peut reduire le systéme
a1

(W) () - AL () e

la matrice (A)“ n'est pas singuliére et le systéme (2-—6—bz)

(2-6-b1)

admet une solution unique (( 9 )).

Résolution du systéme d'e&uation & convergence

la méthode der elements finis a €té A 1'origine du
developpement d'une multitude de methodes numé}iquea de resolution
de systémes matriciels sur lesquels elle débouche.
ces methodes tiennent compte des particularités des matrices gui
peuvent &tret pleines,creuses,a bandes ...etc
Dans le cas du systéme(2-6-b2),0btenu par partitionnement de la
matrice(A) ,on a affaire A une matrice creuse(2-5) et ce qui a ete
vu (methode des differences finies) s'appligue.

Pour ce qui est de la convergence , elle dgpend,entre autres,
de la forme de l'éguation aux dé}ivééa partielles et du type de
fonctions d'approximation choisies.

On démontre (( 3 )) que pour l'equation de laplace et pour

des élements triangulaires simples ,le choix de polynBmes d'appro~
ximation 1in;;ires ,suffit A4 assurer la convergence du systéme
(2~6-b2) .
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!
données géometriques:

- Table des élements

ELEMENT [ |’
v~ | 4

R 1
L 2
3

m

Sl o
AN RS O s BT

- Table des noeuds

e [P e e e —[
e el o™ e ol e
Y o |0 |05 |05 l 4

Ces deux tableaux facilit_e_rons la construction deb matrices
elementaires.

d) Choix des fonctions d'approximation par éle’ment:
i { 7
On a trois inconnues Vh;\/b, \/.,.‘, par element jun polynBme lineaire
suffit ;
V‘(:x.,ta) = Qo + QA X + a,_xé .
et é'aprés(2-2-b2)et(2-2-b3) @
e c
Ve(xy) = (NE(y) NEY) N (2y))x
e ’ ; Ve
Pour plus de clarté,les fonctions N,: s'ecriront desormais
e 5
N (%,49) = 2"-:‘,‘ [oL;, + BLX + ‘6;.1] (voiv 2-2.b3)
e) Construction des matrices élédmentaires

e
En vertu de (2-4-1) et de (d) les termes A{j auront la formet

e ) L0, S
Ad¢'= / (B. 8, + ¥; K‘)r..'_‘...t,_ndmdg
et les termes b sont tous nuls, Car h(¢)=0

d'ol l'express1on des matrices et vecteurs elementairess

ﬂh-f*ﬁ-* ﬁhBQ-i— Br Ve Bkﬁm“" S Ym
//(25 ) 5}/{: + ?fgz Be B+ B Bm 5
S5¥Ym | /B,f e

el (be) (O).

comme (es Cermes B et B sonl constanls ¥ Liiﬂi'e’gratt.f)n bera

L.nhar've_mlr uniqueme,uf“ ume conshtante 587 // ds .
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APPLICATION

Calicul de la distribution de potentiel dans un condensateur plan

(sans effet de bord)
']

A Ca
F_

1
1
1
sz L 0.5 (D) ﬁ C2
|

i3 . !
Ch
a) Position du probléme:

Jb“

Il s'agit de trouver la repartition de potentiel entre les

- /
deux plaques du condensateur,ce qui revient A resoudre l'equation
de Laplace:

DV = duo (grad(v)) =0

avec les conditions aux limites:

- It =
V.._ = cshe el C" condition de Dirichlet

VvzO Suv <:;

B L sur C, condition de Neumaznn

an 0%
;_,‘:.- a_\..’ = 0 Svur C.fz_
on ~ on

ce cas se deduit de(2~I) en prenant:

E-cslez4 - h(€)=oO

J
b) Choix de la fonctionnelle:

En vertu de(I-I) et des particularitéé du probléme,la fonctio-
nnelle s'ecrit:

L
10 iR (22 o
¢) Discretisation du domaine

© ®

1' A :éLE’m&ﬂt
@ J@ O : noeud
|
]
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<
-kxemple de calcul de(A )l
s0it 1'element(4)defini par les noeuds (k=4,1=5,m=6) et leurs

coordonnéku(voir tables de donnees geometriques)

ot z
+X¢, ﬁqﬁs-* ¥y ¥ /Baﬂg-l-xqa"

&
(A ):'"1’& /8:4- b/: /g;}B&-l-b’;E‘
45 Sym 5 A
B¢ + B

} ! f
L'application numerique pour les quatres elements du domaine donnes

® ® @

4.25 - &.26 4 @
A

(f\ ) = grx -4.385 4.2.5 -4 ®
4 - 4 b | @

® ©), Q)
L 0 - 4 ®
(A@S) :2—" ® 0.25 ~0.25 | ®
-4 —0.26 4.25] @

& @ ®
0.25 - 0.25 (@) \@
(A&):%f =L G 2Bl ®
> S

® ® @
@) - L @
(AA) 25‘1_- X @, 0.25 ~-0.25 | ®
-4 ~0.25 L4.25 ] @®

f) Bxtension des matrices elementaires :

v, / e) /
Dans cette etape on etend les matrices(fx 4 lordre 6 de maniére

3 faire intervenir le vecteur global:

(V) = o
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g) Assemblage:
la matrice globale (/\) s'obtient en additionnant les quatres

matrices élémantaires etenduess

(A) = (Am)ar # (A&)a

¥
e
>
%
E:-—..__/
%
&
B
}:—-ﬁ_,,./

soit 3
A 1 3 o ¢ &
3.29 - 425 4 = o o \1
_L4.2% 4. 215 -4 (o) o 0 z
(A) —A ey ok e e T AN S O
-4 o -05% 2.5 (@) -4 2
0. o =5 o 4:25° =025 |
(@) o o -4 -0.25 &25] ¢

=0n remarque bien que (.A) est symetrique
- (A) est singuliére tant qu'on n'a pas tenu compte des conditions

aux limites (on peut verifier que son determinant est nul).

h) Introduction des conditions aux limitest
les données du probléme imposent 1
V4=V’_=0 'Vg.V‘;U

Le systéme global étants:

.25 -W2s | 4 - 4 o 0 Va =
- 4.1 4.25 -4 o o) o Ve )
u -y 8.5 =05y o eV ke
-4 o} -0.5 $.5 o} -y Vi o
o o = 0 4.25 _o15 Vg 7]
9 0 o - -0.25 4.2§ Vi \0
on réarrange le vecteur global en mettant en téte ses composantes
connues
Vv, -
V" Pc.rmu.l"q"rbns = 5—_—7 5
)
(V’) = 6=
Vg
Vi
Vs



52
maie il faudra transformer la matrice (‘\)pour obtenir un systéme
Qhuivalsnt.
- Pérmutation de colonnes
Chaque fois qu'on a permuté deux lignes de(\/) on permutera les
deux colonnes de(A) d'indice correspondant,

Le systéme ainsi transformé devient:

8.25 425 ‘0. a. 4 -4 Va 0
4,26 L.25 o) -4 0 Vy o

,_1, Lol L -u o) AT —ag‘ v Ve |=z| o
-4 o oL iy —och g c V¢ 0

0 o - 4.25 L.25 -u 0 Vs o

0 0 -025 -015 0 -4 Vy o

= Permutation de lignes
7
Pour rendre & la matrice (A) sa symetrie , on fera les mé&mes

permutations , mais cette fois sur les lignes § on obtients

§.25 425 o o !y - 4 o
J Va
22t agse 0 0O -4 o) o
] Ve
(6] O 4.2 -025 -4 o o
g.ac | x Ve |'=
{
| o o -0.25 q_zgj (o] -4 o
Ve
4 -4 =0 o 55 _oc o
Vs
-4 o o o og g-5 Vv °
y

h) partitionnement du systéme

D'apres (2-6-bI) le systéme peut se partitionner comme suits

g.L6 -4.26 o0 o v, 4 - 4 0
4 | -4.2¢ 4.29 0 o Yo |41f-425 © (V-”) 0
2L g 0 w15 -oes || v [ # Sy o 2 2
0 o -025 u.2§ Ve 9 U 4
In -4 -y o) Vs 8.5 -o¢ (‘/s) o
Vi 1 =
1 +, v O
2l -4 ) o -& Ve |TeN=2-8 84 %
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7
et le systéme A resoudre s'ecrit:

1 8.5 -0.5 Vs _/O L ) Z
Bl o s Ve —\O 2\4 0 o -u ‘:,
soit tous calculs faitss

L.l5 _-o0.15% Vi)  [+2U

-0.25 k.25 Vo | (42U

1) Resolution & discussion des resultats

da vasolution donne :

Va: ‘Vq - U/

o&-'oohmhd_ veed aun piliee ale condensalousr esk:

V= €. = U o e é £ V= E

d - < 2
Les resultats concordent parfaitement avec ceux de la methode
analytique , mais il faut remarquer que pour des applications
plus oompliqué;s,la‘prééision ne peut étre aussi bonne et ce,

pour des raisons diverses(voir commentaires sur la methode)
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Comueﬁtaires & conclusion

_Laﬁm;;hode variationnclle:ﬂauctor;& ici,quoique de maniére
rudimantaita,pré;ente 1'intérét de retracer les principales éta-
pes de la methode des éléments finis,aussi élaborée soit elle.
Ces étapes sont en effet communes i toutes les variantes‘de la
m;thodo,l'una sera plus puissante que l'autre si elle pourra
traiter une gﬁmme plus large de problémes,usant pour cela d'éléments
plus complexescet de fonctions d’approximation de”degré élevé ce
ﬁﬁi nécéssite le recours a cdes téchniques de calcul et de pro-
grammation trés delicates (integration numerique,gtockage ...etc)

Cette complexite ne devrait pourtant pas rebuter 1'ingénieur
8'il connait les précieux services que la methode des éléments
finis peut rendre,vu l'inefficacite des méthodes classiques dans

la réuolution des prqQblémes qui se posent & 1'ingénieur.
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"METHODE
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CHARGES FICTIVES
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CHAPITRE IV

BEZZIESEZSZEES=SE

METHODE DrS CHARGES FICTIVES

I-PRINCIPE Dii LA METHODE
2-DISPOSITICN DES CHARGES WICTIVES
2.I-Champ bidimensionel
2.2-Cﬁamp tridimensionnel a symétrie'axiale
2+ 3=Champ tridimensionnel de forme arbitraire
3=-CALCUL DE LA TENSTON
jJ.I-Principe
~ 3.2-Mise en oeuvre de la méthode
4-CALCUL DU CHAMP LLECTRIUL

5-kXEMPLE DE CALCUL DES COEFFICIENTS POTENTIELS xij
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INTRODUCTIONS
Contrairement aux méthodes des différences finies et
éléments finis,la méthode des charges fictives n'éxige pas
la présence de contour fermé ol le potentiel ¢léctrique doit
etre connu.Elle nécéssite la connaissance des conditions aux
limites des tensions, uniquement sur les éléctrodesjelle s'app-
lique donc particulizrement bien au calcul des champs éléctri-

quee dans les installations éxtérieures.

I-PRINCIPE DE LA METHODE:

Le principe de la méthode des charges fictives est
basé sur la simulation de la distribution superficielle des charges
éléctriques sur la surface des ¢léctrodes "par une distribution
discréte de charges fictives 4 1'intérieur de ces conducteurs.
L'emplacement et la grandeur de ces charges fictives seront
détérminées de telle maniére que leur effet intégré satisfasse
les conditione aux limites de la tension connue sur la curface
des éléctrodes .De plus, la nature discréte de cette méthode
impose 1l'introduction d'un nombre assez ¢levé de charges fic-
tives pour atteindre une précision raisornable d'ol la nécé-—

88ité de 1'utilisation de 1'ordinateur.

2=DISPOSITION DES CHARGES FICTIVES:

Selon la nature du probléme,on adopte pour chaque
cas,des dispositions spatiales appropriées des charges fic-
tives.

2.I=Champ bidimensionnel:
Pour simuler un champ bicimensionnel,on
adopte des charges linéiques de longueur infinie tout

au long du conducteur.
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it dag fie 15 (5]

S T oot ﬁi)("w}a>

| S g

2.2=Champ tridimensionnel & symétrie axiales
Pour simuler un champ tridimentionnel a symétrie
axiale,on adopte des charges annulaires centrées sur l‘'axe
de symétrie combinées avec des charges ponctuelles ou li-

néigues de longueur finie disposées sur 1l'axe de symétrie.

3

-‘r/’,,- C:étzfss fici?wz:

G J{J{'ft 5 dmv/w?e.:r

5\
‘ ~

(5

2.3=Champ tridimensiornel de forme arbitraire

Pour simuler un champ tridimensionnel de forme
arbitraire,on azdopte des charges annulaires A densité de
charge variable sur la circonférence combinées avec des

charges linéiques de longueur finie et paralléles aux axes

de symétrie des éléctrodes.
s E bdrvd-
B iamegess
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3~CALCUL Dk LA TENSION3

J.I=Principes
Selon la disposition des charges fictives adoptées

on déduit une relation de la forme :

i
entre le potentiel Ui

d'un point P, de coordonnées(xi,yi)

J i

dl A la charge g, se trouvant au point Mj de coordonnées

J

(xj,yj) comme indiqué sur la figure I .

Les coefficients Ki sont les coefficients poten=

J
tiels(voir exemple) et doivent &tre détérminés pour chaque
disposition de charges fictives.

En appliquant le principe de superposition,le

potentiel du point P, dfi & toutes les charges fictives

i
introduites,sera donné par l'expression :
h
C{ e ;Ei fé.- 4?
/-r‘l €/ id

n étant le nombre de charges fictives introduites.

Sous forme matricielle,on écrira les relations
qui relient tous les potentiels connus sur 1l'éléctrode Ui
avec toutes les charges fictives a; (i. et j variant de I &

n),on aura doncs

— — e - ‘-..

i S R
é& ‘ég < WSS Aaﬂ ﬁz éé

I

é&f ﬁm Aan g z Ly C£

ou encoret
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o K est la matrice des coefficients potentiels
qQ le vecteur des charges fictives introduites
U1 est le vecteur tension connu sur la surface des

éléctrodes.

d.2-Mise en oeuvre de la méthode:
En premier lieu,on dispose arbitrairement
les charges fictives adoptés A l'intérieur des électrodes
dont le potentiel est connu.Ave¢ une certaine expérience,
on peut féaliser dés le premier éssai,une configuration qui
ne sera pas trop éloignée de l'optimum auquel on veut arriver.
Ensuite,on écrit les relations qui relient les
potentiels connus Ui sur l'électrode avec toutes les charges
fictives qj aprés avoir calculé les coefficients potentiels

Kij «On aura le systéme mctriciel suivant:

[G]=[4 ][9]

Puis,on détérmine la valeur des charges en ré-

solvant ce systéme par rapport & gq »ONn aurasg

[ff]:[’éy] ’[UJ

Aprés cela,on choisit n autres points de véri-

J

fication Pvi situés sur le contour des éléctrodes et on cal-
cul les potentiels de vérification Uvi donné par les charges

déja calculées.On aura :

[G:] =171 4]

Si les valeurs des potentiels UVi sont trés

yon change alors,

G

différentes des valeurs des potentiels Ui
l'emplacement ou l'arrangement spatial des n charges fictives,
on calcul a4 nouveau les valeurs des charges q, et on refait

J

la vérification jusqu'ad ce gue toutes les différencess

4¢ =/t -t/
soient inférieures A une quantité £ fixée au départ et qui

refléte la précision de la simulation éffectuée.
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Maintenant,en connaissant les coordonnées d'un point
Pa situé dans l'espace environnant,on pourra calculr son poten=
tiel U° aprés avoir détérminer les coefficients potentiels Kej

correspondant a4 ce point et en tenant compte de la disposition

des charges fictives q_ trouvée .

J

4-CALCUL DU CHAMP LLrCTRIQUES
En appliquant le principe de superposition pour le
calcul du potentiel Ue d'un point Pe de l'espace environnant
et pour la distribution de charges fictives trouvée,on peut
alors déduir le champ éléctrique de la formule générales
= —
£ = = g (4
Dans le cas bid{mentionnel,les composantes du

champ seront donc:

2l
e A S
z, 2 1;5 iy
Connaissant les valeurs du potentiel et du champ
en un certain nombre de poimts situés entre les éléctrodes,
il sera conc poesible de tracer les lignee évulpotentiels

et les lignes de champ perpendiculaires a celles-cis

5=-EXEMPLE DE CALCUL DES COEFFICIENTS POTENTIELS Kijt

Soit une charge +q, ponctuelle et fictive,située

J

A une distance zj par rapport au plan xy se trouvant au
potentiel zéro .Ce plan (souvent c'est la surface de la
terre)sera considéré comme plan de symétrie afin d'appli=-
quer la méthode des images.

Nous considérons que la charge qj est située au
centre d'une sphére de rayon r.Aprés application du théo-

réme de Gauss,le champ éléctrique dfi & cette charge fictive

sera €gal,sur la suface de la sphére,i:
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a i

Soit un point Pi situé 4 une distance lij par rapport i la

charge fictive qi,on a s

; W

Le potentiel au poxnt P di' & la charge fictive sera 3

a5 4 el

Aprés considération du plan neutre z=0,on introduit la charge
image q' .Avec q'=-q. .
ag q_‘j QJ qJ
Comme précédemment,le potentiel di 2 cette charge au

point P, sera :

i

Uie =572 77,
avec f 1/1’;""(

Par le théoréme de superpéiltlon on a t

Vet = U

Cpp t Ui
el ki
| &,rE [x “ (3 J(]‘T— ]"z +(5}+3}]r
et comme 0 = G f;

le coefficient potentiel respectif sera @

d'ol 12

A

‘..

—= __fJ 4 T wﬁ
i € / [,;,l (;}__Oi_)‘j‘ﬁ [ 2 (z-*éﬂ%



63

CONCLUSION GENERALE
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La diversité des methodes numériques améne l'ingéhieur
4 choisir celle qui répond de maniére optimale aux éﬁigencea
de son probléme.
Les critéres de choix sont é;sentiellement:
= La rapidité de calcul
- La meilleure pré;ision possible

. /s L -
- Une moindre occupation d'espace memoire

Les méthodes numériques de calcul du champ éléctrostatique
résolvent le méme probléme ,en se basant sur des conaidérations
differentes.

La methode des diffé}ences finies , s'applique A des systémes
éléctriques situés A l'intérieur d'un domaine fermé sur la frontidre
duquel on connait le potentiel.Elle est précise lorsque la géometrie
des éléctrodes est plane ou présentu une eymetrie axiale et lorsque
le milieu est homogéne.quand la permittivité du milieu varie, l'éﬁri—
ture des équations devient difficile aux interfaces car elle entraine
de nombreuses approximations gui se repercutent sur la préciaion du

calocul.

La methode des éléments finis,par contre,s'applique trés bien
s /
4 des milieux héterogénes et pour des configurations d'électrodes,
arbitraires,mais éxige toujours que le domaine soit férmé et gue

les conditions aux limites soient Spécifiées sur toute la frontiére.

La mé;hode des charges fictives,quant & elle,ne nécéﬁsite la
connaissance du potentiel que sur les éléctrodes et resoud donc
de maniére trés satisfaisante les problémes relatifs aux installations
extérieures,aouvent rencontrés en haute tension . Son inconvenient
ma jeur est la detérmination de l'emplacement des charges fictives
ainsi que leur nombre élévé,nécéasaire a la précision des calculs

P
d*ou encombrement de la memoire d'ordinateur.

Notons enfin que toutes ces methodes font un usage intensif
de l'ordinateur ,ce qui exige de l'ingéhieur la maitrise de 1l'outil

informatiguee
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