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~==GENERLLITES===

Le calcul dit rhcographique net cn ocuvre la notion d'analogic
étudidc par M.h.Jcudon.

Cctte technique se situe cntre cclle des modélcs réduits ot
ccllec des apparcils auxqucls on a réservé lc nom de C .LCULLTEURS .liL-
LOGINUES. 'lorg quc,dang la prenidre, la naturc physique du phénoménc
¢st la nlnc dans lc probléne & dtudicr ot dans 1lc moddlc cxperinontal.
on nc fait appel ici qu'a unc identité d'équations,qui nc supposc aucunc
perenté physique.On prend connc modéle un phénomenc qui cst régi glo-
balonent par les nBnes équations que le probléunc & résoudre,nais plus
facilc que cc dernicr & étudicr cxperimentalenment.

Dang la methodc rhéographique,on ‘ftudic la répartition du poten-
ticl élcetrique ot du courant dans un milicu continu tlicuide dans les
cuves rhéosraphiques . Cotte méthode doit son suceés & 1u facilité de
nesurc du potenticl élvetrique ,4 sa souplesse et & sa préeision . Ellc
doit son vastc chanp d'applications au fait que les équations de 1la ré-
partition du potcnticl Slcetriquo ( équation de la Laplace dans un nils -
continu horiogéne ) résiscont mn grand nonbro de phénondnos.

Force cst de constater que 1'utilité de la cuve rhéographique dans 1'élcce -

tronique et d'autres donnincs aussi verids nc fait plus dec doute .fusgi

nous scmble-t-il opportun dec souligner & titre d'information que les pre
niéres applications dc 1a cuve rhéographique & 1'étudc des chanps élcc-
trostatiques ct magnétiques datent du début dc ce sidele .

On a pu élargir lc champ d'action des cuves rhdographiques,ce qui a
permis dc trafter des probléncs complexes ot variés de la phgsique

mathénatique ,de 12 tochnique ,ainsi que de 1'optique électronique.
Dc nos jours ,1l'cmploi courant de la cuve n'est plus & contester .C'cot
2insi qu'ellc ost utilisée dans de nombreux laboratoires ,touchant &
des domnincs diversifiés ,notamment 1'électricité,l'hydrodynamique ct
et 1'aerodynanique.

C'est dire donc avec quellc rapidité on a pu adapter la cuve aux
prozrés ct toéhniquos de notre temps,lui ouvrant par -1la n&mc un vaste

chanp d'application,

bmsiin EA Yl visiaie



L V. NT=-=PROPOS

Le projet de fin d'études que nous nous proposons d'exposer a pour
theme "Cuve Rhéogrnphique ". pour effectuer ce traveil,nous svons jugé
utile,nvant d'aborder 1'étude expérinentale proprement dite, de nous
pencher sur quelques prnrties théoriques nécessrires &4 1a conpréhension
de notre sujet.C'egt ainsi que dans notre déunrche,nous avons été armenc

a axer notre travail en plusieurs chapitres.

Lu chapitre I, il nous est apparu nécessnire,d'introduire le
principe des analogies rhéoélectriques qui sont indispensables pour 1a
conception et 1a mise au peint de notre cuve.Ce phénonéne analogique,d”
lors qu'il a été &tudié nous a periais certaines conditions pour 1'é1ab ..
ration de notre cuve ( parois en matiere isolante :pléxyglas etCeec.y

Le chapitre II est consacré & 1'étude des cuves rhéographi que -
en générnl.C'egt ninsi que nous avons décrit d'une fagon assez détaill’
les différents éléments les constituant:les électrodes, 1'électrolyte

Lu chopitre IIT,nous avong exposé la néthode de IM.Bensasson
relative al'étude générale des circuits couplés et des filtres utilisé-
dans 1l'industrie électronique en hautes fréquences.Il nous a semblé v-
de présenter cette technique car eile est nécessaire & 1a conpréhensior
de notre travail .ln effet,a partir de quelques exemples théoriques r-
1atifs 3 1n méthode de Il.Bensasson,nous avons pu rénliser des expérien~
pratiques sur 1a cuve rhéographique que nous avons réalisde.

Lo chapitre IV a été consacré d 1z déterminstion de la consten
te de 1la cuve en wvuedu tracé de le. courbe /mplitude en fonction de 1a
fréquence,

lu chapitre V , une fois 1a constante de la cuve déterninée,
nous avons donné deux exemples de circuits couplés,la néthode restan*
12 néne on pourrait nmultiplier les esscis sur des circuits beaucoup pls-
conplexes. /insi sommes nous arrivés 3 vérifier expérimentalenment les
exenples théoriques.

Lu chopitre VI, nous cssayé d'élargir le chanp d'application
de notre cuve pour son éventuelle utilisation dans 1l'indugtrie &leci..

nique.,
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Analogies Rheocslectricues Z;

Introduction

Pour résoudre un systéme d'équation auquel obéit un phénoméne,
on peut utiliser une méthode de calcul analogigue, c'est & dire
réaliser un autre phénoméne régi par des équations mathématiques
identiques a celle du premier.

Parmi les réalisations ol le "phénoméne enalogue® est le
courant l'ectrique, il faut distinguer cellesol le courant parcourt
un réseau de fils conducteurs avec des capacités et des inductances
et celles ol le courant se répartit dans un conducteur & deux ou
trois dimensionse.

1.1 Princige de l'analogge Rhéoélectrigue

La méthode de 1'analogie rhéoélectrique fait intervenir
~soit 1'équation de Laplace
LY YA i
%mi‘Vﬁr% =z A0)
L:L ;!‘:)__ JA b A\ } .
-soit l'équation aux dérivées partielles plus complexe 3

i £y it A} -~

ot B = B (x,¥) = R PR EL N L P

e . jig F -~ | S iy o

La fonction B a un signe constant

L'équation de Laplace (1 a) est vérifiée par 3

a) - le potentiel des vitesse (‘¥=i§)
- la fonction de courant ¥ = { dans 1'écoulement
plan irratationnel d'un fluide isovolume ;

A\ "$:Dexprime la conservation de la masse

Atif-exprime que le rotationnel est nul

b) - le potentiel glectrique P = Vv

hivt{;exprime la conservation de la charge électrique

L'équation (1 b) est vérifiée par @
a) - le potentiel des vitesses 3

soit dans un écoulement méridien de fluide isovolume avec
B égal 3 la distance r 3 l'axe de révolution

soit dans un écoulement plan de fluide compressible avec
B égal a2 la masse volumique g

Pour ce qui est du phénoméne électrique
- le matériau est homogéne et isotrope, soit
€ : sa conductivité c

- le phénoméne est permanent

- il n'existe pas de source électrique dans le matériau
considéré.

soit un conducteur cylindrique, dont #'aire de la section
droite est A et soit 1 la longueur séparant les 2 surfaces
(1)et(2)



appliquons la loi d'0Ohm, on a immédiatement :
I=6 A(Vi-Vy)
1

Vi et Vo : potentiel des 2 sections (1) et (2)

I courant parcourant le conducteur cylindrique

\j e ‘\J\L
qiﬁ-,-_-::,.-.-_—:_'_-.'..==|--—-_.'_'—",__:__-,,.._.,__. ______,—"'_7. \
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Dans un conducteur & 3 dimensiongl'équation précédentpese
met sous la forme la plus générale

dl = - Y 64
I Ny
dl : intensité traversant une surfance (ds) d'aire dA et de secteur
unitaire T (normal).

introduisant le secteur gradient du potentiel V, au a alors ¢

— —
dI =-grad V . n= dA (1C)

I — —=
pasans , J =—grad V | (1 d)
-
J

s secteur densité de courant

-
Le module de J = ijs'exprime par le rapport d'une charge
électrique par une aire et un temps

L/ Sit

Les 2 équations ainsi définies %Sntrent que le courant I °
travers une surface (S) est le flux de 3 travers cette surface

Y md e od &
(S)

Appliquons la forme d'ostrogradski ; si S est une surface
fermée (F) délimitant un domaine (D)
S

1= i div J dv dv : élément de volume

4 {V > g
N gcrivons la CDHLBIVEtiDn de la charge électrique, cecl
s'exprime par le fait que l'intensité I est nulle, en considérant

que la surface (F) fermée est au sein du conducteur
div T= 0 {1 8)

comme 6 = cte, l'équation (1 d) donne :

div grad = ry 4‘3__11_3( _f,_'}_%-_\_/ = 4L
QL ';}'3,7- Ck)é_l © [%)

2 - Analogie d'un écoulement plan irratatignnel d'1 fluide isovolunme

considérons le cas ol le conducteur est formé d'une lame plane
d'épaisseur uniforme h

prenons les axes X et Y // au plan de cette facc de la lame,
supposons les conditions auXx frontiéres indépendantes de la 3éme
R = s [ e SR



nous pouvons dire alors que V eet indépendant de z et quc
J est paralléle au plan de xy par suite de (1 d).

L'intensité du courant électrique a travers un élément de
surface défini par l'élément d'arc ds situé dans le plan des Xy cs*

-—:/b
dl = h J . n’ds (1g)

Si on fait une analogie, dans 1'écoulement plan analogue,

le débit - volume de luide & travers le méme &lément de surface est
-
dqu = he U n d s

La différentielle de la fonction de courant le long de l'arn
ds qui correspond & ce débit - volume est ¢

- v R
dW=wU."ds (1h)

Signification deﬁ1¥—et de @

Ltéquation de Laplace s'écrit :
Les solutions sont des fonctions harmoniquess

toute fonction du type & u = E m_(P)
T

ot m est une quantité pouvant dépendre de la position du,
point P dans l'espace et r 1a distance du point courant A au polft
P ou & un ensemble fini de points P est une fonction harmoniquee.

exple : les potentiels (Newtoniens)
on peut écrire § _
o Gy = QLAY+ W)
@ (x,y) = fonction potentielle
W (x,y) = fonction courant

en chaque point non singulier passent une ligne équipotenticile
et une ligne de courant. Ces 2 lignes sont perpendiculairese.

Les équations (1d), (1g) et (1h) permettent d'établir un par~’

1élisme entre le systeéme d'équations

- —>

Uz-grad:\_é
—_

d=-;-U.H_r?d5 N ___9
qui détermine d't’ a partir de = par 1'intermédiaire de U'et le
systéme d'équation 3

J s e 6 grad Vv
-—
dI h J-'ﬁ}d B =

qui détermine d I & partir de V'par 1l'intermédiaire de J on déduit
alors que, si l'on identifie@ 3V

(1 i) @:v

on aurait : U = j/6
1

et par suite & = (1 3)
& h
Les idensités (1 i) et 1 j) définissent une analeogiz o
appelercns Analogie A.

6



Les fonctions q; et %I etant des fonctions harmoniques
conjuguées il en est de mBme des fonctions V et I/6h

Interprétation du Phénoméne

Dars 1l'analogie A, les équipotentielles fluides se confondernt

avec les équipotentielles électriques et, par suite, les lignes de
courant fluides, orthoganales aux équipotentielles fluides, se con
fondent avec les lignes de courant €lectriques orthogonales aux
€quipotentielles électriques. résultat 3Ui se traduit par @

.__p :

Uz—d (1m)
4 -~ on va considérer maintenant un cas plus complexe du conducteur

formé d'une lame ayant une face plane paralléle au plan des xy et =~
l'épaisseur h varie trés lentement

h =h (x,y)
Ohut
5?44
2hed
D) el
Le secteur densité dz courant J est eur chacune des faces,
tangent & cette face- il est partout sensiblement paralléle au plian
X Ve
L'équation (1d) montre que 2V est plus petit que 2Y et 2V

27 . . X o
3 nous fcrons alors l'approximation comme si V et par si'i
_% et 2V et_aient indépendantgde z.
: IV Ux = = 62V 3ynn6 AV 5 Jz = - 6DV

[ B

; QX oy 32
Considérons “Une courbe fermée (C) dans 1le plan des x y

3

ds un €lément d'arc de cette courbe

da l'aire d'un élément de la surface (S) délimitée par cette
courbe.

Appliquons le théoreme dc Green

(1nj!wf'f'z r?rm ds.=L f nyg dl

g = \JE o

Soit ume portion de la lame considérée d'épaisseur h et
délimitée par un cylindre des généra‘rices perpendiculaires au plan
des X Ye

Calculons 1'intensité I du courant a travers sa frontidre /"
celle ci est égale & 1'intensité & travers la surface latérale.

L'élément d'aire de cette surface latérale est h d s, la
longueur d s etant un €lément de la directrice (C) dans le plan Xy

=
I = jj’n hds == 61' grad V. whds
C =
I = - 61lih %% nx+h dvnylds

en appliquant 2 fois la relz¥ion”(1 n)

1:-6'(_)};(%?“\{ +__)__(h 3y dA
écrivons T8 conser¥Stion ddY1a chagge I1=20

D'apr2s le théor2me de 1'intégrale nulle

”P)I-)g;(h _:)__!)+__J__(h ,3__\,/,)=c1 l

J x Jv 3 v

7
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I1 est donc possible de simuler, par cette fonction V
toute fonction satisfaisant & 1'équation (1 b)

exemple d'un écoulement Zrrotationnel

1 SR 3(128 )20

d'ot l'analogie possible : b

h=p -V

gue nous appelerons analogie A.

Application aux écoulements plans autour d'un solide

é¢tudions 1l'écoulement plan avec potentiel des vitesses d'un
fluide isovolume autour d'un solide.

Le courant est supposé uniforme au loin ; Pour déterminer
le potentiel des vitesses , On va considérer, comme un approximat’-
acceptable, que, = une distance du solide assez grande par rappor<
aux dimensions du solide.

Les équipotentielles en ®pmant et en ayal et les lignes
de courant de part et d'autre du solide sont rectilignes;
Soit donc un restangle, dopt les cBtés EE“et FF sont des

équipotentielles fluides et EF et EF/, des lignes de courant fluid=s-

E

/. | F/
wa b / "
Y }; : 1y 5

Supposons d'abord un écoulement sans circulation : le
potentiel des vitesses est univoque

Réalisons 1'Analogie A : les conditions aux frontidres pour
la cuve électrique seront les suivantes 3

-Les équipotenticlles fluides EE' et FF! seront représentées
par des parois conductrices, portées chacune a tel potenti::
électrique que nous appellerons O pour pa roi EE' et V1
pour la paroi FF!?

-en tout point d'une ligne de courant, la composante nor-
male de la vitesse é&tant nulle, il en est de m8&me de la
composante normale de 1l'intensité électriques

les lignes de courant EF et E'F! et le solide seront
représentées par des parois et 1 solide en matéfiau
. isolant.

-Réalisation

Les bornes extrémes d'un potentiomeétre sont reliées aux

ﬂeux p8les d'un générateur G, respectivement aux potentiels zéro et
1.

Le curseur C du potentiométre étant fixé en une position
et, par suite, le potentiel V de ce curseur étant fixé, on dépl=-
une prise de potentiel P qu'on appelle sonde exploratrice, jusqu'a
gnnuler le courant gui parcourt le conducteur PC et que détecte un
micro-surpérimétre ou un oscillographe Q. Pour trouver 1l'équipo-
tentielle V, on déplace la sonde en maintenant nul ce courante

T
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Cuves Rhéoaraphiques

Introduc tion
s et O

Un sait qu'en chaque point d'un milieu conducteur de con-
Qgctivité 6 existe une densit@Eﬂe courant J, donnée par la loi d'ohm:
.%,= 6 T 5 1e champ électrique dérive d'un potentiel - soit

= - grad V et la densité de courant est conservatrice divj = O
div (6 grgd V) = 0 on a donc :
_;:_.6‘9__1’) 2 fe3VN 1D 6“-2,!)..
‘ :a:r,(_ % 2 +3-%( %'71]+3:5( 22 =0 _
Si on considére le cas oy 6 = cte on obtient 1'équation

de Laplace : L L
JV o OV +2V _ O
Xt Jyr 5 21
Clest 1a résolution de cette équation que réalise le plus
souvent la cuve théographique 3 sa signification physique est
toujours justifiée quand il s'agit de grandeurs irrotationnelles
c'est & dire de grandeurs dérivant d'un potentiel V.

Notre étude ira un peu plus loin, car la cuve Rhéographique
qu'on a réalisé permettra de donner la courbe de réponse des cire

-

cuits connaissant la fonction de transfert du systeme & étudier®

Constitution de la cuve

Dans les cuves Théographiques, le milieu conduc teur est
constitué par un €lectrolyte, c'lest pour cette raison qu'on les
appelle le plus souvent : cuves électrolytique.

2,01 égg Récipients

Les parois de 1a Cuve sont en matériaux isolants, tels que
ebonite, plexiglas ou verre.

Pour des récipients de grandes dimensions, on peut utiliser
des dalles d'ardoise ou de marbre.

Dans notre étude on €tudiera la cuve de forme cylindrique
pour des raisons qu'on verra par la suite.

Les problémes plans sont étudiés dans des cuves planes ol
la hauteur de l'électrolyte est seulement de quelques centimétre,
le fond du modéle est alors isolant, rigoureusement plan et hori-
zontal de fagon que les lignes de courant soient situées dans les
plans horizontaux. Ceci conduit & réaliser le fond de la cuve 3
l'aide d'une plaque isolante parfaitement dressée, supportée par
une armature métalligue trés rigide ;

L'horizontalité de l'ensemble est réglée par des vis
calantes et vérifide 2 l'aide d'un niveau a bulle trés précis.

2.02 Electrodes et Electrolvtes

———

La nature des électrodes et celle de L'électrolyte doivent
Btre choisies de fagon & réduire au minimum les phénoménes parisites
dus a 1l'électrolyse, en particulier la polarisation des électrodes,
qui produit des déphasages du potentiel au sein de 1'électrolyte.

On a donc 3 choisir comme é€lectrolyte une solution de sulfate
de coivre dans 1'eau distillée 2 quelques grammes par litre et des
€lectrodes en cuivree

sisiof 500
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Dy fait de la polarisation, il apparait .
entre 1'électrode et 1l'électrolyte, une imp&dance d'interface qui
peut Etre représentée par une résistance et une capacité en paralléle-

L'impédance mesurte entre 2 électrodes est formée d'une
résistance représentant l'ensemble de 1'électrolyte en série avec
les impédances d'interface.

P.A.Einstein a montré que l'impédance d'interface est variable
avec la fréquence, c'est ainsi qu'aux BF ( 100 HZ).

L'impédance d'interface est non linéaire, elle varie avec la
tension appliquce et introduit des harmoniques méme pour des densitée
de courant sur les électrodes inférieures a 5 mA/cm2.

Par contre pour les fréquences supérisures a quelques centaines
de Hertz, 1'impédance d'interface est 1inéaires PeA.Einstein caracté-
rise le couple électrode-électrolyte par un facteur de merite.

F s
Résistance d'un cube d'électrolyte de 1 em de
cOté

=
il

Impédance d'interface pour 1 cm2 d'électrode

L'intérft de ce Facteur de mérite est que 1'érreur introduite
par la résistance d'interface est de 1l'ordre de grandeur de celle
introduite par un déplacement de 1'électrode de_1_cme

Un autre &éffet nuisible, sur lequel influe le choix de la
combinaison é&lectrode —-&électrolyte, est la formation de ménisquce
le long des lignes de raccordement liquide solide.

Dans une cuve plane, Ce hénoméne n'apporte de erturbations
2] ! PP

sensibles 23 la répartition du potentiel qu'au voisinage des électrodes
ol on peut aveir une érreur & 1%

Pour palier a cet éffet nuisible on dépolit légérement le
plexiglas du c8té de 1'électrolyte ; pour réduire les éffets de
capillarité on ajoute 5 1a solution de sulfate de cuivre quelque
gouttes de détergent.

Quand on étudie des probléemes traitant les équations de
Laplace la résistivité de 1'électrolyte n'intervient pas directement.
Cependant elle doit 8tre suffisamment faible pour permettre les
mesures de potentiel sans perturbation, suffisamment forte pour ne
pas circuler dans la cuve des courants trop importants.

2.09 Zones & conductibilités différentes ou & profondeurs différent--

On sait que 6 peut 8tre fonction de X,Yy,Zz cad que 3

6 =6 (x,_\;,z)
3 la cuve on ne peut pas représenter une variation continue d-
ce paramétre, mais par contre on peut réaliser des zB8nes a conduc-—
tibilités différentes. Un sépare alors le liquide contenu dans la
cuve en deux par une frontiére mince isolante, sur laquelle on plazc
des cavaliers conducteurs pour assSuUrer la continuité de part et
d'autre. On peut aussi utiliser une paroi isolante traversée par d-
tiges métalliques mincese

C'est ainsi que Grade et Wittich ont proposé une paroi de
séparation en matiére synthétique percée de nombreux trous (56 trous
nar cmé), bouchés par unc p&te bonne conductrice



1.3

Remarquons que les condjtions aux limites de part et d'autre
d'une telle paroi séparant deux régions A et B sont :

VA = Vg et 6(?;5\1'_“)A: 6@%\)5

1a dernigre relation exprime la continuité et la densité de
courante.

Dans une cuve plane, on peut remplacer une veriation de
conductibilité par une variation de la profondeur h de 1'électraolyte.

Ecrivons qu'il entre un courant total nul par les fages d'yb
parallélipipéde &lémentaire vertical ayant pour c8tés sx, sy, h

(X,y), ou ai”si H d: (

ou bien @ .
2 Ll"gj_‘{ 2D (I‘}KJV)_U
S\ S5x )TN Sy/T
Pour obtenir un champ plan, les lignes de courant doivent
8tre horizontales et les surfaces g¢quipotentielles des cylindriques
a4 génératrices verticales.

ceci ne peut Etre réalisé rigoureusement qu'avec un fond
isolant plane.

2.04 Alimentation des électrodes

L'utilisation du courant continu est prohibée a cause des
phénomeénes de polarisation du a l'électrolyse.
Bien que le courant & 50 HZ soit assez utilisé dans les

-

installations simples, l'emploi des fréquences treés basses présente

plusieurs inconvénients 3 difficulté de réalisation des amplificateur .

difficulté d'élimination des parasites provenant du secteur, caracs
tise non linéaire de l'impédance d'interface.

Au fréquences supérieures a 1000 Hz, les déphasages et les
inductions deviennent trés génants lorsque 1'on désire réaliser un
équipercnt comportant des servomécanismes, tels que des traceurs
automatiques d'équipotentielles, le choix d'une fréquence voisine
de 400 HZ permet de béncficier des gléments répandus dans le
commerce : moteur et génmératrices tachymétrique etCeesees

La tension appliquée auX tlectrodes doit &tre assez éleveée
pour gue l'on ne soit pas géné par des tensions parasites et la
sensibilité des appareils de mesure.

Cependant, une tension trop élevée produit des ccurants
importants dans la cuve ; une tension de 1 a 10 V est géneéralement
satisfaisantee.

On peut donner un exemple d'illustration de 1l'alimentaticn
d'une 6Glectrode (cuve C.N.E.T.)

'I./...
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L'alimentation des électrodes se fait par une chaine poten-
tiométrique de résistance faible par rapport & celle de 1l'électro-
lyte, soit de 10 & 1000 « on désire parfois diminucr les dépha-
sages dans la cuve en compensant la partie réactive de l'impédance
d'interface par un déphaseur placé en série avec le potentiomeétre
d'alimentation de l'électrode.

o~
2410, 1 Daphaseur
l WV g
A0
Generareur J |

; RE G6oon |

b >

o

P.E : Potentiométre d'é&lectrode

Le choix des éléments du déphaseur de telle fagon que LCw2=1/2
permet de gserder l'amplitude de la tension constante aux bornes du
potentrométre d'électrode lorsqu'on régle le potentiométre de
déphasage.

Le réglage permet de faire varier de + 5° la phase de 1la
tension aux bornes du potentiométre d'électrode par rapport a la
tension du potentiométre de référence. ‘

2.G5 Mesure du Potentiel ‘

La mesure du potentiel en un point quelconque de la cuvc se
fait par une méthode de zéro,C.ad par comparaison avec le potentiel
fourni par un potcntiametre de référence de grande précisione

Tout appareil de zéro fonctionnant un alternatif peut servir
a constater 1'égalité des tensionse.

On peut utiliser un voltmétre & lampeg$ un oscilloscope a
l'avantage de monirer la nature de la tension résiduellee.

Dans le cas d'une cuve plane, la sonde est constituée par
un fil métallique rigide, rigouseusement vertical.

Pour pouvoir répérer le point o0 1l'on &éffectue la mesure,
le porte sonde est généralement mobile sur un pont, suivant une
coordonnée que nous appellerons y 3 le pont lui méme mobile
suivant la coordonnée x j le déplacement de la sonde doit se
faire dans un plan rigoureusement horizontal et les déplacements
suivant x et y doivent &tre perpendiculaires entre eux et
parralléles aux axes du modele.

2.08 Tracé des équipotentielles

Pour chercher tous les points de la cuve ayant m&me poten-
tiel, on est amené a tracer une carte de courbes équipotentielles
pour un probléme plan ou de révolutione

On regle alors que le potentiel de référence a la valeur
correspondant & 1l'équipotentielle & tracer et l'on peut proséder
point par point en cherchant pour chaque valeur de y (ou de x) 1le

point ayant le potentiel désiré.

ees/oee



2.07 — DO/ INES D'LPPLIC,.TION DE L& HMETHODE RHEOGRLPHIQUE.

ﬂ)- Blaboration d'éguations nathématiques.

fvant d'aborder lcs applications pratiques, voyons le pa:

que 1l'on peut tircr de le reclation entre les fonctions analytiqu
et les fonctions harmoniques.

Soit par cxcmple la fonction analytique:
F(z) = Pz + iy) =P (55) + 3 ¥ (xy) (1)

On sait que la condition nécessaire ct suffisante pour
] - -’ L] - - 3 n
la fonction F(z) ait une dérivéc unique cn un peint z cst que S’

ct f satisfasscnt au systemo.

¢ _ 2Y 00 _ 2F

Ix dy o2y~ Ox (3.4)

M e o jﬁi W

i i —
- J - 4o
23K 5 Jxr Xy 3%y 3yi

xl” owe- ©? |
o i |
e OyE O !

C'est & dire que les fonctions t{)ot‘f sont des fonction=
harmoniqucs, ct d'apres (2) gue lcs 1igneslP= cte ¢t 9’: cte

sont orthogonalcs.

~ Remargucs
l , Y -
Si donc lcs lignces ‘P =ctc sont représcntécs & la cuve rh’
graphique par des équipotenticlles, les lignes Y = cte sont der

lignes de courant ct inverscment.

I1 cxiste denc dcux analogics possibles pour rcpréscenter |

~
Y

fonction F(z) & la cuve, sclon quc 1'on identifie lc potenticl 2

o 2t . Les fonctions § ot W sont dites fonctions conjugvé-

15
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prenons guelgues exemples

a) F (z)= 2 =~=- ‘%(x,y)= x4 \ﬁ(l =
L#.:-il{}:“i /1\7 Lp;i l"P:L l.‘a} .j
Y- 2
Yo 4
i 2
5 I =
_:P:—ﬁ
Y-_1
= }(2 - y2
=2 XYV

-0
2

/

F 2] S F (x idy) =

“f(fo) =X2-y2 si Lp(x!.y): 1:?%2-%: 1

c'est 1'équation d'une hyperbole centrée en

gi i é  le point de symétrie &tant (x =20

X = LRl
Exemple 3

F (z)= z 1/2

.../..l
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Les ligﬁes le long desquelles "9 = cte ou "f: cte pour
les fonctions

F (z) = 2z
F (%) =8 2
F (Z) = Z 1/2

vérifient les relations déja trouvées a savoir ¢

% 1 A
AP L, L e MY

PR~ Pt B Rl Ry
R Ll b - Y

L'étude des ingularités des fonctions analytiques est
encore plus intéressantee. I1 en est ainsi de la fonction F (z) =
KLog Z au voisipage de l'origine, dont une représentation simple
peut &tre obtenue 2 la cuve en prenant l'analogie de lf et du
potentiel (voir analogie théolectrique) c'est a dire que 3
V = Klog z «

Les équipotcntielles sont alors des cercles concentriaues
de centre 0. Les lignes de courant sont des rayonse.

Les gutres singularités sont plus difficiles a repré-
senter a la cuve. Ainsi, un p8le d'ordre 1 devra 8tre figuré par
un doublet de deux injecteurs tres voisins, dont les courents sont
€gaux, mais de signes opposés, en géncral les 2 injecteurs sont
deux électrodes circulaires dont on a supprimé les parties en
contact, que l'on a remplacés par un disque isolant.

Les dimensions finies de la cuve empechant de représenter
la fonction dans tout le plane On peut tirer parti du fait gue
F (1/z) est aussi une fonction analytique : on représentera la

fonction F (z) pour =z R dans une premidre cuve et F (1/z) pour
z R dans une cuve associée, compte tenu de l'inversion éffectué
sur z

On voit donc que dans certains cas on est amené & réaliser
deux cuves pour éffectuer une mesure expérimentale et puiscette
méthode pose le probléme de la continuité, de la réalisation des
conditions aux limites, zones a conductibilités diffcérentese.

Cl'est pour cette raison qu'on a proposé la réalisation
de double cuve 3 une cuve plane circulaire est séparée en deux
couches par un disque isolant horizontal, de diamétre a peine
inférieur & celui de la cuve, de fagon & assurer la continuité du
potentiel & la limite des deux couches par 1'électrolyte lui-m8mee.

.t./...
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La partie supérieure sert aux mesures tandis que la partie
inférieure permet de représenter la partie du plan s'étandant
jusqu'a 1l'infini

Ploque de verre | ;
' \ 50Cm

€—4\§*-—— _ f"}{ﬁ% P}-éiljlﬂkiﬂi
= VAV
- FW; _J .fﬁ;
'3

/| Ls X
W

¢LecTrode

e\

E- Lac Tro[yrq, \_.%

3

i : . ) , . .
gigmple d'application mathématigue :

On va déterminer les racines d'une ¢quagtion algébrique par
la méthode de Fo. Lucas.

Spit une équation de dégré n. i
F (z) = ao + a,z + seeset an z =0

on utilise un polynBme auxiliaire de degré n + 1
G (z) = (z —A,} (z = A2)eeenlz —)@ + 1)

Les racines Ai.; i =1, n+ 1 sont connues. La fonction H =
F (z) G (z) est aussi une fonction rationnelle dont on peut calculer
le développemente
n+ 1
H(z) = 5 C v

on représente par analogie lafonction 3

K (2) = D tvlog(B-)v)

% 1'aide d'électrodes d'intensité Cv placées aux pointsA\h

Les zéros de F (z) sont tels que dK /dz = 0 5 au voisinage des points
qui les représentent, les lignes équipotentielles Re (K (ZEJ = Cte
ont donc l'allure de la fonction z2 = F (z) aw voisinage de l'origing.
Rappel

pour que K (z) soit dérivable en zo
il est nécessaire que les fonctions réelles 3

Re [k (2)] =P (x,¥)
Im(k (2)] = Q (x,y)

admettent des dérivées partielles auX pointzzo et satisfassent
a s 2P - 2R N P

b ¢ ' L) 20

ox 2 = C-l-—b = | —+ A ‘2:.{ (IO’HG)

2P ag  \Y3 23X Y=Yo 3X

d— T t‘) -

3Y =7 Bx %=%0 X =0
5.02 Apalyse et synthese des résecaux clectrigues

L'une des applications de la rrprésentation des fonctions
malytiques par la méthode rhéographique est l'analyse et la synthése
de réseaux de résistances, d'inductance et de capacité. On sait que
1'impédance, l'admittance ou une fonction de transfert est donné
toujours sous la forme la plus générale par

Z (p) =K _(P =Pt11) (P —P12)s..0ee(P = Ptp)
(P —FP71) (F=FP2)ecee-elP =P n)

sl s ve
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ol P=X +jw roprésente la fréquence complexe.

On peut représenter 3 1, cuve cette fonction par ces pbies,

en la développant sous 1. forme :

n
Z (p)= Zo + Aop + \ _Cy
s P-Py
i

Cette représentation n'ecst Pas simple & réaliser,aussi préfére

t-on généralement représenter 1a fonction :

i

Log z(p)

L)ngp+j rre(z)
Log(]lq) + Zhog(]? - P{r) - E@g(? - Pv)

La fonction LOQ(IZ

!) est alors représentée par lec poten-

tiel d'un ensemble d'injecteurs, 1e courant entrant par un zéro

simple ayant une valeur IO, les courants sortants rar un pdle
simple étant —IO.
On aura la réponse day rés

surant V le long de 1°

cau en régime sinusofdal en mo—
aXe jw ce qui nous donnere Log(lZ').
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- CIRCUITS COUPLES.

1 — RﬂggelSn

a ) Impédance dc transfert ZI’

Elle s'‘exprime par @

b ) Inpédance d'entrée.

Ze & V1/i1

¢ ) Impédance de sortic.

Z, = v2/12

B —

nl | Y

L

2 - Diggranme des pdles de 1'impédance de transfort 2.

Ecrivons les équations aux admittances du quadrir®

précédent:

i 1%
(1) Lo W & ol

0= Y21V1 + Y22V2 avec i,= 0

2V

2
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avec Y41 = Y1 4+ Yi2

(2) 22 & X3 5. 140

Y12 = Y21 = jwo k Vo722

1T =

11T ==C1 +Cq2 avec k : cofficient de couplage des
C22 = C, + Cqp 2 circuits couplés

k = Cq2
VT 22

Ceci est vrai si et seulemcnt si l'admittance Y12 est
purement capacitive

dans le cas ou Y12 est purement selfique on a @
k = LY L3 {

i o S

(L1 + L12) (Lo 4 L9423

posons 3 Y9 = 1 4+ j Ciw + 1
R1 ib1w

Qe 1 #3841
Ry iT2w

L'impédance de transfert Zi se calcule du systéme
d'équation (1), il vient aprés résolution @

Zy = Y12 O (3)
Y94 Yoz = Y12

2.1 Détermination des Pdles

On utilise le résultat suivant s
"Les pBles se déterminent & partir des frégquences
complexes P11 et P22. P.11 &tant la fréquence complexe du primaire
avec le secondaire en court circuit et P22 étant la fréquence
complexe du seccndaire quand le primaire est en court circuit".

Ainsi P19 €gt 1a fréquence complexe du circuit dans
l'admittance est @ Y, = g % Y12 (pour V 2 = 0%

on voit que pour V2 = 0 L'admittance de couplage se
trouve en parallgle avec Y1
il en est de méme pour P22 ; fréquence complexe du cir-

cuit dont l'admittance est : Y22 = 2 + Y12 pour V{ = &



Le systéme d'équation (2) donne

Y11 = Yq + Y92

= G1 + J C,w +___l__ + jwk \/ E'I;l‘ E22 — 51 = _1__
Jhw Ry
= Gy +j (Cq T £yp) w +_1 k = C
1T 12 T car 12
V €11 Cp2
= G1 + J Ciiw + 1
Jlqw
Y11 = G4 + pCqq +_1
Ly
donc l'impédance s'écrit :
211 = 1 . = p
G4 + pC +1
PEEE Srp PGy + P2C,, + 1

Les fréquences complexes P4q sont racines du Poly%$m55

, I = .
L_'-..:G-‘l .—4{:11 /
— >0
P11 = - G 1 +]i 4C 2 i
Pretii 11 R
211 2C11\ o 1

1
|
Im
—l Cl—
=
+
?{L..
Z
Y
O
M
r1a
L
o

42
- kf._,].
! 2Cq4

2
P11 = e G "' \
5g,, T 1 Je. N2
11 C,C = G
1711 \2T11 ou &= 1
il
de m&me on obtient pour la fréquence complexe Poo
ee =gt L 2\ | 62 =1
- - avec =
ZCAZ L2 59 (?62) ~—5
dans le cas ou C12 =0 on a : C22 = C2
C11 = C1
PIt = -« Gt + 58 1 - (El'
2ZE LTET 2C
- 2
P22 = =~ &2 + 1 - G2

.../.-c
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portons ces 2 relations dans la relation (z) nous avons @

£y = - 4w N CIED

acﬁz[rs _P11) ( -PZZ)-{kwE‘-) L2 = o

= Jkwo 1 5
P2 - P (P22 + P11)4P11P5 4
- 22 Jf-g.n ;

Les 2 pBles cherchés sont les racines complexes du déno-
minateurs.
2 &
P® = P (Pagg +Pyq) + P11 P22 4 ( kwg ) =0
11 52

cn trouve 3

ol

; 2 2
P11+P22 + J\fﬁmk - (PH - P22
(4) 2
P2 = P114P22 k T e
2 W° Q:’H = P22

Le systéme d'équation ( ) s'ecrlt encore $

+ j\d wo? - (%%)2

P1 = = wo + j wok
2Q 2

4
P2=“E9.-J'_JS.+J\ )
20 2

Si Q est relativement élevé wn le systéme d'équation (4)

(20)2
se simplifie et devient :
Pl = « wo +j (wo + wok)
20 2
P2 = = wo +J (wo - wok

53 ug= )
Si on veut exprimer Pq et P2 en Hertz, aprés division par
2T on a :

Py = = fo +3j (fo+ fok)

N
Y

P2 == KFag +.J (fo - fok)

On remarque que dans le cas ou f{ = I P 91 e la
distance entre les p8les est de fo k, et que & cobtricitnt

d'amortissement est fD/ZQ-
Remarque_:

f4 et f2 fréquences du primaire et du secondaire avec
1'élément de couplage débranché dans le cas du circuit en TT et
court-circuité dans le cas du circuit en T.

e R
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L'impédance de transfert se met sous la forme géneérale

z-b = M—D_ ! — = K 1
4 VT T, (P=Pq) (P-P2% (P-P4) (P=P3)
Zg = K (5)

1
(P=Pq1) (F=F3)
établissons la forme de la courbe de réponse & partir de
1l'emplacement des pbles dans les cas suivants 3

wE W WE ‘e ea

Y - I
2.2. Emplacement des P8les (f1 = f2 ; Q1 = Q2)

si T1 = f2 c'est 3 dire que les fréquences du primaire et
du secondaire sont égale$ et si Q1 = Q2 (coéfficients de surtensions
du primaire et du secondaire) : dans ce cas nous aurons 1'égalité

des parties réelles et imaginaires des fréquences complexes P11 et
P22.

en tenant compte que :

G = 1 = wo (Q = RCwo)
2C 2RC 2
et que : wo =_1
Diagramme de pBles de deux circuit couplés (Q1 = Q2)
/“s
P2
Pl fok/2.  fok/2 A
)],(\‘_.,___...._...7. o e .._......—.--’_.t e T A —
i /r
) ' [ fo
. - ; t 20
V H
e el i |
! ' ?
: , ‘ !
| !
: : f Wi T
fo-fok fo fo+fok

f11 , 22 : parties imsginaira des fréguenceés P11 et P22
si f1 = F2 ‘F11 — 'F22

on peut écrire avec une approximation légitime, que la
fréquence centrale fo s'exprime par :

2

si f11 = f22 on a : fo = f11 = 22

cee/ane



2,3 Etablissement des relations fondamentales

Réecrivons la fonction de transfert Zt

Zt = kiwo 1
sutr G PPN

P1 et P2 étant déja déterminés.

a) Ecart entre les sommets

A M\
PALL

Les deux sommets cherchés correspondent & des pts d'ampli-
tude maximale, ainsi il faut que (P-P1) (P=P2) soit minimal.

_ P«P1 peut ®tre représenté par un vecteur de m@me que P-PZ2;
~—= echerchons les pts sur l'axe des fréquences, formant un triangle de
pase fok. Les pts vérifiant la propriété :

(PeP1) (P=P2) minimal
forment un triangle rectangle done inscriptible dans un
cercle de diamét®e fok passant par P1 et P2 ; ce cercle coupe 1l'axe
des fréquences en 2 pts correspondant aux fréguences des sommets.

Appliquons le théoréme de Pythagore au triangle ainsi
obtenu /h

"I
F_‘FOK/L
| R/,
| _‘ ™ ol A2y
i I%/ZQ

OF = VOE 2 « EF 2
ot DE = 0OD' = fok/2 l

| e
OF = fss/2 = V (fok/2)2 - (fo/ZQ)z‘fas= %g V(kQ)“-1 1

™




2/

La relation 6 donne l'écart entre sommets quand Q1 = Q2
Remargue 3
Si fok/2 = fo/2Q c'ést 3 dire kQ = 1 fss = 0

L'écart entre sommet est nul; le cercle ayant comme diamétr:
la distance entre les p8les est tangent & 1l'axe des fréquences ; les
sommets sont alors confondus ou pourra alors parler de couplage
transitionnel.

Ce couplage donne une courbe avec un sommet plat que nous
verrons plus loin (fonction du Butterworth de deuxi®me ardre).

b) Gain relatif & la fréguence centrale

Il s'exprime par le rapport entre le produit (P~P1) (P-P2:
correspondant 3 la fréquence centrale et celui correspondant aux
sommets § ainsi on a :

Mn

I{ P %. E;

a la fréquence centrale le produit est 3

(CB1)2 = (0C)2 + (0B')? = (f0/2Q)2 + (fok/2)°
(fo/2Q)2 (kQ)2 + I

a la fréquence cofrespondant aux sommets $

G

DtE. EB' = EF, D'B' = (fo/2Q). (Pok)
A(fp) = 2 Kk Q
S ()
1+ (kQ)
c) Gain & la frégquence centrale
G = an w o k 1
4 V'CT C2 (P=P1) (P=P2)

gm : pente du tube (ou du transistor) utilisé.

comme (P=P1) (PP2) est exprimé par ¢ (Po/20)2 (KQ)%+:

et que 1 = wo V R1 _RZ car_1 = wo
VET C2 HE
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Le gain s'exprime sncore par

st

G = gmn V' RT RZ k (8)
1+ (kQ)2

d) Gain maximal
e e ——ag et i,
La relation (B) présente un gain maximum pour kQ=1

Gmax = gm V R1 R2
2

e) Détermination de la bande passante & 3 dB

Pour déterminer la bande passante a - J3 dB, on trace
un deuxidme cercle ayant comme centre le point inférieur A du premier
cercle et passant par les 2 péles. Les points d'intersection D et B
ainsi déterminés délimitent nde passante.

NA
w

I
O L,////’C B3 __-?
~—Al =

(AB1)% = (0A)2%+(0B1)2
AB! — AB (AB)® = 2(fok )2
OA 3 OB' = fok/2 2

AC = DA - OC = fok - fo = fo (kQ=1)
2 20 20

2 CB = V (AB)2 -~ (AC)2

= 2 Y — qrr‘—
2 I fﬂk 2 - FD/2 2 kQ-1 2 EanG kQ 2+2k[»1—- 1

B = 2CB =£g V (kQ)2+2k0=T (9)

Si kQ = 1

B= fog V2 I
! Q |
|
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Alt)

rE Y

Amplificateurs & circuits Bouchons_synchrones

! Courbe amplitude / fréguence d'un circuit bouchon

Si l'amplificateur comporte n étages utilisant des cir-
cuits synchrones, 1l'amplitude relative de la courbe de réponse 2a
une fréquence quelconque s'cbtient en élévant 2 la puissance n

. l'amplitude relative d'un seul étage.

n
ET = G
On avait vu précédemment que 3
Z (£1) 1 9 1 =K 1
)"-‘Efm1 ;;— avecKz%E

Z (fo) 1 1 - K 1
I |Fo-PT|  § o svees K=l

A (T1) = Z(f ! =
Z(fo)
—a\ A L,
n //f
s
Al _ __ -7




§ = 30

Comme A(Ff1) =

en renouvelant l'opération aux différentes fréquences
on obtient la courbe de résonance, cette courbe est symétrique de
part et d'autre de la fréquence de résonance foe

gxemple ¢ courbe dlamplitude d'un circuit antirésonant s fo = 30 MHZ
e S e = = o — T T =
(voir sur feuille papier millimétr&)

schéma

soit wo la pulsation de résonance

Q

= RCwo = R Qt t coéfficient de surtension

t Lwo

Impédance du circuit antirésonnant et diagrammes des g&les
Z = 1/Y

Y=Cph + 1+ G 0 4 L G = 1/R
P+l oup = jw , w iﬁf‘,

Z (P) = 1 - P
Cp+1 + G
P2C + PG + 1
v T
Z (P) =00 qd PC +PG+1 =0
-
* ——
Pi’P1="G - V pd

Application numérigue

. R
2n=12°-8

6
on sait que Q = R C w o wo = 27T x30x10 e 67x 107 rd/s

donnons nous R = 3 kg
C = 5,59 pf
L = SNH
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RCwo = 3 x10°x5,59x10™ ' 2x30x2 Tk 10°
=16, 77x3x2 T x1U-2 = 315,94 x 10_2

N

Q

\
Q-3 16 A
| :
P1 , PY !
comme ’ = = wo + jwo '
i .!
l
|
i i
1, P1 = - e + jro P £
21 ]
-fo = 30,10° =30 = 4,74, 105 Wz [ emg - 4,74 MHZ!
- | 2N
I Wx346 637

P1 = (4,74 + j 30) MHZ

comme G = 1 = w (§ = RCwo
- T8 )
vV LC
P1,P? = wo +3j V wo2 - (wo )%

si WO’) _8_

F1,P? = = wo + jwo
24

0 corrBSpondant a l'origine des axes que nou-

Le point p =
3 po s'appelle le z8ro de la fonction car Z("

indiquons par p o

do =

: coéfficient d'amortissement

Z (P) = P . 3 PP
L T -(‘E.P_?%'(P—PY)

nfs
o

et
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K\J'w
L]
P i
|
I
| oA
I g z
I
|
e —— a:-—_‘-f-‘_p +an
i 2

diagramme des p8les de deux circuits couplés

a) courbe d'amplitude fréquence

proposons nous le schéma suivant

Bk e L L
i

la fonction de transfert d'un tel circuit est

Zt = j W O k" 1
4V Ly ¢ (P=P 1) (P—P2)

22
Cig = By + Cy5

c ==C2+C

22 12

2

2_]
P2 = P11 + P22 - w k P11 - P22
e | " [--*—- ]

Pl = P11 + P22 + j l ﬁog)

.../.‘.



de la relation (6)

les fréquences complexes P11 et

P22 sant données par @

pd
P, = - ~
It 2551 e [ | (R G1 (3)
L i
L1 E” 11 1
2
fep == B % g 1 | 52 (4)
22 J
2Lop L, T, [2c22 )
Waims P11 + P2p
: (5)
v’-_'“'-—————
C11 C22
k = Ci2
—ee (6.
%
€19 Cpp
soient C1 = E2 e Bz B p P
R1 = R2 =R = 3 ki
L1 — L2 =L =9N H

on a donc 522 = C.]1 = C1 + C

12

imposons nous un coéfficient de couplage k = 0,8

on a :
0,8 = C12 = C12 = C12
C11 (C1+C12) (6+C12)
0,8 (5+C12] = C12 0,48 = E12 = 0,8512 = 0,2512
C12 = 2,4 p F

l../-.'

52



b - trace de la courbe Amplitude / fréquence de 2 Cipsas

Bouchons
INA
Al

(!2)

en
points dont
on

mesurant le
sant par le

I

prenant les deux cercles 51

dépend la forme de la courbe.

peut déterminer les autres points de la courbe en

produit des distances P

et £2 on définit les o

produit des dlstances(P_P1 - (P_pz)

A (wl) =

(PO1-P1XPO1-P2) = CD . B D

(Pw1—P1)(Pw1-P2) AC . AB

pour le tracé de la courbe (voir feuille millimétr”

compte tenu des hypothéses on a @

on

P14

a donc @
Py

2 =

=P

22

11 +P22 -] wok
’““2 2
2

II./.I.

33



galcul de 13 ulsation wog
w\

wo = P11

on trouve Pyg = (=198 + J 153) 10°

donc wo =V(19,8)2 + (153)2 ]106

V392,D4+23409 1, 6

154,27 -106

10

I

wo = 154,27, 106 .4/,

P1 =E:19,e 4153 + ; 123,416]405 P1 = (=19,Rs: ~--

P2 =E;9,a Y3153 - 123,416 Yof P2 = (L19, 64 29, 564705

34



etude d'un filtre de Butterworth
& l'aide de la méthode des Poles

Les distributions des
des courbes d'amplitudes les pl
par butterwath. D'aprés cet ayt

€ur on peut rapprocher la co
réponse du filtre

passe pas idéal & 1l'aide de la fonction 3
A (w) = 1
———
i & w2n
courbe d'amplitude / Fréquence

qv(w)

= — e s ae e e

Wo=1 ¥
montrons que la fonction
distribués 1le long d'un cercle.

A (w) = 1

(1)
v Zh
1 + w
dévelupponslla relation (1)
1 + Wzrjz = 1 -lw2n+_3_l‘.‘6n +-.-|-un
2 8

on sait que, au moins,

les trois premiéres dérivées
s'annulent pour w = o

on peut montrer que

A (w) ? = Régl A (w) = 1 (2)

1 + w2n

PosSons p = jw la relation (2) devient

(P) = 1

——

1 - pén

les valeurs qui annulent le dénominateur

P2N 4 o ¢ 32M(ki- 1Y

sont 3

avec k = 1,2,...2n

de transfert A (w) a des pBles

39

pbles des filtres passe bas assurant
us plates possibles ont &té dtudiés
urbe d:
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les racines du dénominateur saont :

i2 (k = 1) /2n
Pk = ¢

ces racines constituent les p8les de la fonction f (P) on

voit que ces p8les sont également distribués le long d'une circon-
férence.

on a donc

on peut donc parler de fréquences normalisées des p8les
mesurée en valeur Af par rapport 3 B/2 soit 2 AT/B.

exemple de calcul de circuits couplés

Donnons nous un eircuit couplé de fréquence d'accord
fo = 30 MHZ et de Bande passante B = 10 MHZ

Les pdles P1 et P2 ont les cobordonnées suivantes 3

P2 : 0,707 et 0,707
P1 : 0,707 et 0,707

fP1 = O = D,?DT . B/2 = 30-106 - D,?D? X 9 x 106

fP, = 26,465 MHZ

2= fo = (0,707 . B) = fo + 0,707 x 5 x 10° - 33,535MHz

Schéma : d/zn
A

ssofoma
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Un sait que l'ordonnée des FPgpise i, etLPE oat donnde paw 3

2& = D,?U? § — U,TD? ] X 10 6 = 3,535 MHZ
Q 2

d'od Q = 30 x 10f

¢ = 4,24328
2 x 3,535 . 10

comme les filtres de Butterwolth slobtiernent dans le
<ouplage transitionnel.

4,24328

pg}qul des é&léments du circuit couplé .

prenons C = 10 pF
comme Q = RCwo = R. 10 . 1U*12 A,2Eg3ﬂ1ﬂ6,.ﬂ4,24

R =2,26 Ko

et ————
e

Calculons L
on sait que 3 Ll:wuz = 1
On aura donc 3

L= 1 1

—_ = 2

2 10 10712 (6,28x30x10%)

Cwo

Le +varg de la courbe est donnée sur feuille millimétrée.
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Détermination de la réponse des filtres

a 1l'eide de la cuve rhéographique.

Principe de la cuve rhéographique.

On sait que la fonction impédance d'un réseau peut toujours
slexprimer par 3
Z(oh, w) =\Z(?&, w)\ nd,&(d‘? W)
ou bien encore ¢ _
Log Z(K , w) = Log ‘Z(DK, w)‘ + jB(”Q’ w)

A + 3B

en tenant compte des conditions de Cauchy-Riemman on a3

_:?..’ﬁ_ = _3_6_ 32A & DzA = 0
D D iz X Jwkr
-22 =_-2§ oli 1'on déduit 9}_5 . 91;’9 .
duwy A IpE D wt

Ces équations expriment aussi la loi d= réparation du potentiel
sur une surface uniformément résistantc,

On a utilisé une cuve & doubl= couches %t cette cuve
contient une solution faible de sulfatz de cuivre et comporte
une cloison isolante séparant le contenu en deux couches com-
muniquant aux deux extrémités, A 1l'aidz des images de Kelvin
composant toute une théorie, on montre que ces deux couches sont
équivalentfis 3 une surface infinie unitormément résistante,

C'est ainsi que, si 1l'on place su milieu de la cuve

une électrode reliée a une source de courant, le flux électrique
se refermera dans la couche inférieure suivant les lignes inter-

rompues,
Plague de verre

Electrolyte

Plexyglas

ll‘ES\\\XL\R\\\\\vOQA\\\m“ AN

RN
)

i, — — ——

=,

i ___.l’.'L_‘ SR T < s
\ R trLU_. e o= podntE & 1infind
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Ainsi tous les points & 1'infini se trouvent matérialisés
en un pont, la cuve peut 8tre alimentée en courant alternatif par
un empli BF attagué par un oseillateur 500 HZ

Le point milieu du transformateur de sortie de l'ampli BF

sera relié au point de la cuve.
- + ¢ 13 T'_ ' A
i | | I - S
omillati___:;w“ Ampli BF i . v Transfor eeess—-0
500HZ - i - mateur B
! ) X

—4
1

A : sortie JQvers les électrodes matérialisant les pbles

1 (O n n n n " séros

-e

point milieu du transformateur vers le point infini de
la cuve.

Principe de 1'analogie

Soit la fonciion impédance représentée sur le plan complexe
Z (P) =H  (P-Po1) (P-Po2)  _y p_pk = rk € 35k
(P-Pq) (P-P2)
PO NIV
P1 I’O1
*1

(fig 2)

sivedons
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en utilisant la fonction

i

Log Z(P) = LogH + Log (P-Poy) +og(P-Po,) - Log(P-P4)+.og(P-P3)

= Log H + Log roy + Log T02 -~ Log r{ - Log ¥2 +
£ 5 __[901 +Q02 - @1 +0 2)]
= Llog |Z (P)| + B

soit une charge gq placée dans un milieu isotrope et
découpons un cylindre de rayon r_et de hauteur unité @

—— I — ——

o 1 AN S

La densité de fluse (ou induction électrique)

traversant l'anneau est @

ol TH} flux exprimé en (Coulombs.

S <« Surface de l'annaau : 2TIrx 1

5 S ‘
——— = .EE= e dv
2Ngr dr

E : coefficient drelectrique
E : cliamp électrique

V : potentiel

dv = =_¢ dr V==wg Logr +k.
2

'V o=k

] gLagr+k0;

Si nous avons un nombre de charges égales aux pBles et zéros
de la fonction, disposées dans la cuve suivant le diagramme de la
““~ure 2, les charges positives ¢tant placées en P1 et P, et les
charguc nfgatives en PD1 et Pgoe On peut alors écrire que 3

V = K1 [ng rDi+LDg g2 (Log 4 + Log rzi] + Ko

cssl/oes
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ainsi la relation en V a la m8me structure que la relation
déja trouvée :

Log Z (P) = Log lz (P)|+ j B

_V_ = Log ’?JJ (en Nepers)
k4

Mesure des_constantes en vue du tracé de la courbe am litude/fréaucnce
s tantes en vue du trace de la Courbe ampllitude/ lfutul i-

ainsi on a l'analogie

prenons le cas d'une fonction de transfert & un seul pble
ou zéro, placé par exemple au point - 1, que nous matérialisons par
une électrode reliéed la sourcede courant et placée en ce point.

La variation de Log IZ| mesurée sur l'axe des fréguences,
par rapport 3 un point de référence par exemple l'origine sera 3

ng 'Z (r)l - Lc‘lg |Z (D)l = LDg T = Log Tg
Log [ Z (x) ] = Log x_
7 (D) ro

Dans l1'analogie du potentiel, une charge étant placée dans
la cuve a l'endroit du p&le, nous avons @

V (r) =V (ro) = kq Log _z_

To
k1l = V (r) = V (ro)
Log r/ro
donc
V (pr) = V (ro) = Log _Z (x)

La technique permettant de mesurer la constante ky = Q.
de la cuve s'en déduit immédiatement. 2 &

On place l'électrode au point - 1 et on mesure le potentiel

3 1'aide d'un amplificateur différentiel ayant un bon taux de
rejection, sur différents points d'un axe matérialisant l'laxe jws

.ll/.l.



On déduit le

tableau suivant.

43

Point de Tensiog T Logr
mesgsure mnesuree N
i j v, 1,414 05464
2J Vo 242360 0,8047
__;J """ ~V3 3,162 1,154
43 A V4 1,123 1,4166

Et 1'on déduit la courbe V=f(Log r)

@
d?\

e

Log r~

En traduisant les résultats gmaphiquement on obtient donc

une droite dont ls pente est:

av/d Losx)



Précaution & prendre au cours de la mesure

~—~poolUoog==-

a) les cordons de mesure doivent 8tre blindés, par contre
les cordons amenant le courant ne sont pas blindés.

b) L'amplificateur différentiel doit 8tre aussi bien
équilibré que possible.

c) les pointes de mesure et les pointes des électrodes
doivent &tre du m€me métal.

11 faut prendre soin aussi qu'au cours des mesures le
courant alimentant les électrodes soit rigoureusement le m8me, ca~
la mesure de ki1 p'est valable que dans ces conditions.

I1 ne faut pas oublier que Kjq =_Q/2ﬂE ; dans cette rela-
tion deux grandeurs déterminantes interviennent, 9 et 2 c'est & dirc
1'intensité du courant et le milieu, ce dernier étant déterminé par
la solution de sulfate de cuivre qui peut se polluer ou varier par
évaporations Ainsi est-il indispensable de mesurer k¢ avant chaque
mesure. D'ailleurs la mesure de kq{ demande & peine 10 mm.

REMARQUE : Si pour parfaire le niveau du liquide dans la cuve, on
ajoute de l'eau désionisée, avant d'éffectuer une mesure, celle e
risque d'€tre faussée.

En effet la densité de 1'électrolyte de la couche supériecr
n'est pas égale a celle de la couche infériesure eton n'est pas danc
les conditions d'une surface isotrope infirmé . C'est pour cette
raison qu'il est conseillé de parfaire le niveau quslques heures
avant la mesure, afin que la densité de 1l'électrolyte ait le temps
d'8tre uniforme.
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Partie pratique @
a) Etude d'un circuit du 1= gvdre.

Détermination de la constante de la cuve eén vue du tracé_“de la cgurbe

Amplitude/ fréquence.

Plagons 1l'électrode au point Py

rREL= - = 4,T4MiE

Py = ba

Im = 'f‘n= 30MHZ

Pr =( 4,74 +j 30 ) 10° H2

L'électrode est portée a un Potentiel V. :-.-IE!\J|r
Le potentiel a la fréquence dliccord mesure sur L'axe -

jw est V(ro)=IT,2 volts ; Aavec Vo=4,T4

On a obtenu les résultats suivants @



e e e A

4.7

L Ve

T l Log r/ro Ve Vro Pt de mesure i
5,144 _ 0,0817 11,2 0 J
6,202 0,268 10,8 0,4 2 3
7,646 0,478 10,5 0,7 33
9,298 0,673 10,3 0,9 4 j
11,066 0,847 10 12 53
12,982 1,0013 9,8 1,4 6 j
14,780 1,137 9,6 1,8 T3
16,687 1,258 9,4 1,8 8 j
18,613 1,367 9,3 1,9 9 4
20,554 1,467 Bl 2 10 j
22,504 1,957 9,1 gt 113
24,463 1,641 9,00 2,2 12 3
en tracant les résultats sur un graphique (voir feuillc
millimétrée) on a obtenu une droite dont la pente est

dV / d (Logr) =

d'autre part on sait que 3

V =

V = Log
Ky

k1 = 1,37
Z
(V = Vro)
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cherchons sur l'axe jw les potentiels V ngur différent
fréquences on a obtenu les résultats suivants

Vg - Vro lz| a B £/fc
0,1 0,6347 | 0,919
0,4 2,538 8,977
0,6 3,808 1,034
0,9 5,7123 | 1,091
1 6,3470 | 1,149
1,2 7,6164 | 1,206
1,4 8,8658 | 1,264
1,6 10,1552 | 1,321
1,7 10,7899 | 1,379
1,8 1154246 | 1,436
1,9 12,0593 | 1,494

On a obtenu la courbelz f (f/fc) tracéesur le pan-

millimitrée. Iaa



b) étude de 2 circuits couplés

-Filtre de butterworth du 2° ordre.

Détermination de la constante de la cuve en vue du trace

de la courbe Amplitude / fréguence§.

placons deux électrodes portées aux potentiels

Y,
V.o = 18" au pts

P
P

1 =
2 =1

0,707 + j 0,707
0,707 + j 0,707

49

masurcns le potentiel V awdifférentes pointes de l'axe

on a obtenu

Pt de mesure Ty T, Log ruz/r1 T, V_- ¢;J
i 8,60 11,4 0,00017 4
2 7,62 13,04 0,006 4
3; 7,07 14,76 0,0273 4
43 7,07 16,55 0,0769 s
53 7,6 18,38 0,1539 4,
63 8,6 20,25 0,2495 4,2
7 9,9 22,14 0,35 4.0
8 11,4 24,04 0,4469 4,6
93 13,03 25,96 0,53782 4,8
103 14,76 27,89 0,6239 4,9
113 16,55 29,83 0, 7030 5
en tracant la courbe V. _ V = f (lLog ro°/ TqT o]

a obtenu un droite dont la pente est :

k, = 0,469
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%; = Llog |7 5 V _kUrD = Log

Z /ZUI

20 (V = Vro) ;12\ d B
2,3 x 0,469

|z| dB =18,5 (V= Vro)

cherchons sur l'axe des j w les potentiels V pour diffe.
tes frégquences.

Le potentiel correspondant a la fréquence d'accord est
V (ro) = 7,5

on a obtenu les résultats suivants :

Vr Vr - Vro |z| B Pt de mesure
Ty - 0 0 ]
T30 0 0 2j
7,46 0,034 0,634 3j
7,41 0,09 1,665 PR
7,33 0,17 | 3,145 5 §
7,27 0,27 | 4,995 6
7,19 0,37 6,045 75
la courbe IZ, dB = g (f/fc) est tracée sur la feuille

millimitrée.
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- LPPLICLTION DE L/. CUVE RHEOGR/.PHIQUE DLNS L'INDUSTRIE.

a) - Lpplication aux scni-conductcurs.

On 2 cssayé d'clargir lc domainc d'application de notre cuwr-
qui cn premierc application nous donnait des équipetenticllcs; cettc
idéc nous a feit ponscr & résoudre ccrtains problémcs de semi-conduc-

tcurs qui pcuvent &tre étudiés par la méthode rhéographique.

En cffct, on sait qu'au voisinage d'unc jonction il cxiste
des charges négatives (élcctrons) ct positives (trous) ot la répartiticn

dec potenticl obeit & 1a loi de Poisson .

On connait la loi dc répartition dc charges donnée par la
théoric de jonctions scmi-conductrices, il s'agit d'cn déduire le pote -
ticl dans un milicu dec révolution ce qui permettra de détcrmincr les
caractéristiquce dc la jonction qui, nathénatiquement on aboutit & dos
résultats approximatifs. Pour cc fairc, on placc l'anodc ct la cathodc
dans la cuvc,avee un amplificatcur différenticl bien équilibré on peut

rechercher toutes les équipotenticlles caractérisant 1la jonction.

Schémﬂ.
e L
N PR
Pk § / |
G < 2§ =
S > T
3 l 1 } [ } ¢
7 7y
W o H“"“'*“m
s TR Ur
o i 1. D |uz-ts
s s 'I “J' - \ ’
i \.r:f \ B |S Pi 1 TI =
\ i y" r_ '._f L Fi -] e o
%, i ¥ } j -. o~ 1 i
Y 3 ,// 1. D: mplificatcur Diffcrenticl.
‘\\hh‘mh__ii(ﬂ,,x” PR: potcntiondtre de référcnce.
E—y— > S: Sondc.
C : (thodc,
‘nodc .

G : Génératcur.
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D'autrcs problémecs dec scni-conductours sc ranménont & 1'équation
de Laplace, il cn cst ainsi pour 1'étude de 1'influcncc de 1la reconbi~
naison cn surface sur les propriétés électriques d'un dispositif &
scmi-conducteours.

En cffct, los caractéristiques des transistors dépcndent on £

cssenticllenent de le distribution do courant decs portcurs minoritair--
En régime pcrmancnt, on o

,_'l\m:() '
A : étant 1c laplacicen.

m : étant la donsité dos portours.

La répartitici des portcurs ¢bcit donc i 1'équation dec Laplacc,

On pcut alors faoire l'analogie suivantc & 1a cuvos

~ La densité de courant dans 1a cuve représente la densité de
courant dans la bascs

— La tension V dans la cuve représcnte la Ceacité des portcurs
ninoritaires m.

= La conductibilité do 1'électrolytc cst 1'équivalent du codf-—
ficioent dec diffasien D,
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CONCLUSIOHN 53 ES

Malgré des problémes d'ordre matériel et technique, qui nous ont

quclque peu linités dans notre travail, nous avons pu, en nous basant
esscntiellenent sur le principc des analogies rhéoélectriques ,
concevoir et résliser une cuve rhéographique dont 1l'application pra-

tique o donné des résultats satisfaoisants . [insi, on o pu apprécier
1tutilité d'unc cuve puisqu'elle permet de résoudre des problénes
conplexes et variés et ce, d'unc fagon simpleet rapide . Dans cet ordr-
d'idées,nous avons constaté, de par les expériences pratiques que nous
avonas effectuées, qu'elle se préte facilement & 1la résolution de 1'équ

ation de Laplace dang un nilieu conducteur ct permet le_tracé autono-
tiquc d'une carte d'é upotgntlelles . Et, & ce titre eile consﬁltue’
un véritabler calculnfeur électronique qui peut avoir saplace & dbté
des calculateurs analogiques et arithoétiques .

par nilleurs, cette. cuve rhéozraphique nous a permis de détermi-
ner 1. courbe de réponse des filtres avec une précision appréciable,

¢t leg résultots sc sont avérds positif Cependant, il _nous, senble
utile ge soulifneér que nous AvOns Pencontres qﬁe?ques’dl%flcuftes quant

a 1'élargissement du champ d'application de notre cuve pour la résolutic:
de certains problémes , notaament” 11a déteruinatbon des racines d'un
polynome de degré n +Cc handicap est principalement au générateur util®
de type GB 110 délivrent un courant dont 1l'intensité est trés faible.
Il nous était alors impossible de varier le courant & notre zuise .
éanmoins , il nousg semble opportun de souligner 1'utilité de la cuve
étant donné qu'elle pemet des calculs rigourcux et ce, avec une démar-
sinplec et rapide . Elle posséde un avantage certain et une efficacité
néritoire en cc sens qu'elle permet la déternmination de 1o coube de rdép: .. 2
d'un circuit connaissant uniquenent sa fonction . de transfert alors qu
d'ordineire il fellait des calculs compliqués et longs avec le plus sov
vent une eombinaison de la ndthode de Bode et celle de.Black pour tr-ce
la courbe de gain .

Cependant , si nous disposions d'un équipenent adéquat et d'apparei-
de nmesures répondant le mieux aux conditions de travail, nous aurions

pu elargir le champ d'action de notre cuve et tenté d'esquisser une étuv”
en vue de con application dans 1l'industrie électronique.

I1 est certain que des anélioration, peuvent %tre apportées & notrc
cuve cn prenant par exenpie un pas plus grand pour la tige afin de per-
nettre un déplacemcnt beaucoup plus rapide & la sonde et cn utilisant
un générateur qui donnernsit des tensions stables . On pouwrrait aussi J
corporer un nillivoltmetre différentiel bicn &quilibré , ce qui donne-
des résultats plus appréciables .

En espérant avoir contribué par ce nodeste travail & l'approfon-
dissenent de nos connaissances en natiére de recherche scientifique
nous souhaitons , dans ce sens, que d'autres études soient nendés~

sur le principe de la cuve rhéogruphique en vue de son application
& des domaines plus variés et son utilisatinn dans l'industrie algériern

swwonl awws
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I- Analyse et calcul des amplificateurs haute - fré7fence: Par A. BENSASSON

(Edifron Ra'io)

2- Techniques de L'ingénieur : Calculeleyrs rh ’:ograp}miques par Jean LE MEZEC,




