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3) Résumé m

L'objectif de ce mémoire est de contribuer 3 I'élaboration d’un modéle numérique
permettant de simuler les écoulements a surface libre.

Nous avons simulé les écoulements 3 surface libre pour une géométrie
bidimensionnelle a partir du modéle réduit de Saint Venant.

Concernant la résolution numérique, nous avons utilisé pour la discrétisation du
modele mathématique de Saint Venant la méthode des volumes finis, et Palgorithme
que nous avons choisit était Palgorithme de Simpler modifié, proposé par Patankar et
Spalding,

Mots clés

Ecoulement a surface libre, modéle réduit de Saint Venant, méthode des volumes finis,
algorithme Smpler.

29 Summary xR

The objective of this memory is to contribute to the development of a digital model
that makes it possible to simulate the flows on free face.

We simulated the flows on free face for a two-dimensional geometry starting from the
reduced model of Saint Venant.

Concerning the numerical resolution, we used for the discretization of the
mathematical model of Saint Venant the finite volumes method, and the algorithm
chosen was the revised Simpler algorithm, proposed by Patankar and Spalding,

Key words

Flow on free surface, the reduced model of Saint Venant, the finite volumes method,

Simpler algorithm.
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gosto Nl — Liste des paramétres

A : Volume de controle
Ap,20,AE,AN> A5, Aer o, An,As,AD Coefficients des équations de quantité de

mouvement et de continuité

C : coefficient de Chézy

D : Terme de diffusion

[- : Terme de convection

f. : Composante des forces de volume suivant la direction x

f : Composante des forces de volume suivant la direction y

f : Composante des forces de volume suivant la direction z

¢ : Composante des forces de volume moyenne suivant la direction x
X v

f : Composante des forces de volume moyenne suivant la direction y

f, : Composante des forces de volume moyenne suivant la direction z

g :accélération de la pesanteur, m/s’

H : Hauteur de 'eau, m

h : Cote de la surface libre, m

H : Profondeur de Pécoulement a Pitération précédente

h* : Hauteur d’écoulement corrigée, m

h : cote de la surface libre a Iitération précedente, m

JesJoJorJes JarJs + e flux de convection et de diffusion

P : Pression, bar

P, : Pression atmosphérique, bar

Pe : Nombre de Peclet

: La pression moyenne, bar

S8 Spes SpysSces Sey Termes de source

- La durée d’observation, seconde

. Variable de temps, seconde

U : Composante de la vitesse de ’écoulement suivant la direction X, m/s
u : Composante de la vitesse fluctuante de ’écoulement suivant la direction x, m/s
u. : Vitesse de frottement

~ H a9l

U/ : Composante de la vitesse moyenne de écoulement suivant la direction x, m/s
U : Vitesses d’écoulement suivant x corrigée, m/s
U - Pseudo vitesse suivant la direction x, m/s
V : Composante de la vitesse de P'écoulement suivant la direction y, m/s

. Vitesse d’écoulement suivant y corrigée, m /s
v : Composante de la vitesse fluctuante de ’écoulement suivant la direction y, m/s
V : Composante de la vitesse moyenne de Pécoulement suivant la direction y, m/'s
U : Pseudo vitesse suivant la direction y, m/s
W : Composante de la vitesse de I'écoulement suivant la direction z, m/s
w : Composante de la vitesse fluctuante de ’écoulement suivant la direction z, m/s



W : Composante de la vitesse moyenne de I’écoulement suivant la direction
X, Y, z1 cOmposantcs cartésiennes
7, La coordonnée vertical d’un point appartenant a la surface hibre
7, - la coordonnée vertical d’un point appartenant ala surface libre
Ax : Le pas d’espace la direction des x
Ay : Le pas d’espace dans la direction des y.
At : Pas de temps
@ Scalaire prenant les valeurs UV h
4 - La viscosité¢ dynamique de flusde
v : Viscosité cinématique du fluide
v Viscosité totale
Vv, : Viscosit¢ cinématique turbulente
p : 1.a masse volumique de fluide, kg/m }
r : Tenseur de Reynolds
! - Tenscur de contramte au fond
7>+ Tenseur de contramte a la surface hibre
w ,€ : Vitesses angulaires de la terre
I' : Coefficient de diffusion
Indices
n,N : interface ¢t neeud Nord
e,l7 :interface et nceud Fst
0,0 :interface et neeud Ouest
s,S  :interface et neeud Sud
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Pour n’importe quel probléme scientifique en hydraulique fluviale ou maritime, on doit
passer par une représentation mathématique des phénoménes physique mis en jeu.

Cette étude va consister a établir un modéle mathématique des écoulements a surface
libre peu profonds qui est représenté en général par des équations différentielles.

Mais, méme avec des hypothéses simplificatrices les équations obtenues sont difficiles i
résoudre par des méthodes analytiques, donc il est nécessaire d’avoir recours aux
méthodes numériques.

Les écoulements a surface libre sont régis par des modeéles mathématiques complexes

Plusieurs modeles mathématiques ont été développés dans le domaine des écoulements 2
surface-libre, on cite :

“* Modele de Navier Stokes tridimensionnel
Ce modele traite les écoulements a surface libre pour des géométries tridimensionnelles,

ce modele permet d’étudier le phénomeéne naturel tel qu’il est, sans tenir compte des
hypothéses des simplifications.

Les modeles tridimensionnels sont rarement utilisés, parce que ce type de modéle
demande des outils de calcul de stockage mémoire important et de temps de calcul
important.

**» Modeéle de Saint Venant bidimensionnels

Ce type de modele est utilisé pour étudier les écoulements a surface libre dans e cas ou
la profondeur de I’écoulement est négligeable devant la largeur du canal.

* Modele mathématique de Saint Venant unidimensionnel

Ce modéle est utilisé pour traiter les problémes d’écoulement ayant une direction
privilégiée.
Ces équations sont employées dans les domaines de la protection de I’environnement,
calcul des marées et des ondes de tempéte, la stabilité des ouvrages, I’étude des crues.
En général, la résolution analytique est limitée pour des géométries tres simples, et avec
un nombre du Reynolds moins élevée.
Donc, la simulation numérique est imposée comme un outil vital pour résoudre ce type
de modele
Pour résoudre n’importe quel modéle mathématique, on doit transformer le probléeme
continue en un probleme discrétisé, qui sera représenté par un systeme d’équations
algébriques.
Pour ce faire, on utilise 'une des trois méthodes

¢ Méthode des différences finies ;

¢ Méthodes des éléments finis ;

Proiet de fin d’émde 2004 1
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Introduction genérale

%+ Méthodes des volumes finis.

Le choix de la méthode numérique est fonction du type de problemes physique a
etudier et de la complexité de la géométrie.

[objecttf de ce mémoire est de contribuer a Pélaboration d’un modele numénque
permettant de simuler les écoulements a surface libre.

Dans le chapitre I, on ¢tablit le modele mathématique de Saint Venant 2.51D et cecr a
partir des équations fondamentales de Navier Stokes, intégrées sur la profondeur de
I’écoulement, en imntrodussant les termes de la turbulence, et en tenant compte des
hypothéses simplificatrices.

Dans le chapitre II, on donne un apercu de la méthode numérique qu’on va utiliser pour
discrétiser notre modéle mathématique de Saint Venant.

On présente dans le chapitre 111, les différentes étapes a suivre pour discrétiser le modéle
mathématique de Saint Venant par la méthode des volumes finis.

On établit dans le chapitre IV, les algorithmes les plus utilisés par la méthode des
volumes finis pour résoudre le systéeme d’équations algébrique de Saint Venant, et
'algonthme de la résolution matncielle.

On présente dans le chapitre V, quelques applications.

On termine enfin par une conclusion.

Proiet de fin d’érude 2004 2




Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

Chapitre I : Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

Les équations de Saint Venant, publi¢es en 1871, sont encore ayjourd’hur d’une
extréme importance en hydraulique maritime ou fluviale, elles régissent les
écoulements 2 surface libre en eaux peu profondes, d’ou leur appellauon anglaisc
«shallow water equations».

Ce modéle de Saint-Venant est également appelé «modele des eaux peu profondes»,
«équattons d'ondes longues».

" Le-modéle mathématique de Samnt-Venant a deux dimensionnel (2D) dans le plan
horizontal découle de lintégration verticale des équations de Navier-Stokes 2 tross
dimensions (3D) en posant différentes hypotheses fondamentales dont Pune est
celle de 1a pression hydrostatque.

Il est 4 noter que I'hypothése de pression hydrostmtque limite l'applicabilité du
modéle de Saint-Venant aux situations exemptes de ruptures de la topographie ou
du niveau d'eau (chutes, ressauts hydrauliques), 'étude des crues.

Le probléme physique consiste a érudier les écoulements a surface libre dans le cas
ot la longueur d’onde est grande par rapport a la profondcur de 'écoulement.

On présente dans ce chapitre le systéme d’équations de Samnt Venant et leurs
différentes formulations qui sont résumds dans le schéma sutvant :

()
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Chapitre | Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

ki

PR

d’équations fondamental de Navier Stokes

Systéme

ypothése 1 : Fluide incompressible
Hypothése 2 : Ecoulement tutbulent

Introduire les hyp

termes ﬂug\t}u)agt_g

N

G e AR NSO R T T e s e

Systéme d’équations de Saint Venant

Introduire les hypothéses de

. I
1 -

Elabotation de modéle mathématiqu
Venant

Figure.l.1 : Elaboration de modéle mathématique de Saint Venant
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Chapitre I Elaboration du modeéle mathématique de Saint Venant

I. Equations base

Dans un probléme d’écoulement a surface libre, le fluide s’écoule entre le fond du
canal et la surface libre de 'eau. L’écoulement du flurde est régit par les équations
de Navier - Stokes et de contmuté.

1. Hypothéses
Les hypothéses qu’on introduit pour 'étude de Pécoulement a surface libre sont les
sutvantes:
e Fluide incompressible;
e Ecoulement turbulent
2. Equation de continuité
L’équation de conttnuité pour un fluide incompressible est donnce par :

oU 8V oW
(1-1)

3. Equation de quantité de mouvement

[’équaton dynamique susvant x est [7]:

5 U 8 g oP U d'U &

Q+Uﬂ+v§9+wﬂ:—lﬁ +f_,(+E Cli# g+( [Zj (I-2)
Ot Jx y oz p x plox® ¢y ¢z _
1’équation dynamique sutvant y est [7]:

o) - ‘-_\’2 q?. —;2
E’iv+Uﬂ+\/@/—WLW—O:Y:fLQE+fy+E Y+°Y+CY (I-3)
ot ox Jy 0z pay pléx” dy dz°
L’équation dynamique suvant z est [7]:

oW .8 0 oP W Fw
6W+UG +VOW+WGW:—lb +fZ+EC 5+ 2+C\iv (I-4)
at Ox Jy Jz p oz pl Ox ay 0z

ou, U, Vet W : sont les composantes de la vitesse dans les directions x,y, z; P : est

la pression; f, , f, et f, sont les composantes des forces de volume dans les

directions x, v, z.

Forces de volume

Les forces de volume sont décomposées en forces de pesanteur (forces de gravité),
et en forces qui sont dues a la romtion de la terre sur elle-méme (force de Coriohs).

f:‘f

e + e

¢ Forces de pesanteur
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Chapitre [ Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

-

g — P8

xS

& Force de Coriolis
F = 2oV

En un point de latitude ¢, on chotsit un repére avec (ox) orienté vers Uest, (0y) vers
le Nord et (0z) vers la verticale de licu.

©y 0

Ou,0={ @y [=®| COSP

, —sing

On décompose la force de Corolis suvant les trois directions (0x), (oy) et (0z), on
trouve :

Vsin@— Wcos¢
f. =2m -Using
Ucos

[’étude de Vécoulement turbulent dans un canal pourrait se faire, du moins en
principe, par la résolution directe des équations (I-1) = (I-4).
Cette approche directe nécessite de pussants moyens informanques. Elle ne peut

étre conduite actuellement que sur des écoulements en géométrie relativement
simple et pour des nombres de Reynolds peu élevés.

Les équations du mouvement présentent des fluctuations irrégulieres dans I'espace
et dans le temps. Devant cet aspect désordonnc des évaluations turbulentes et cette
apparente complexité du phénomene, Pattitude naturelle et la plus utlisée a éte
d’introduite des méthodes statistiques.

4. Approche statistique de Pécoulement_

Les écoulements turbulents présentent un caractere aléatoire. Pour cette raison, leur
étude se rapproche de celle des gaz de partcules en mécanique statistique.

On ne cherche pas a décrire la vitesse en tout point M de coordonnées (x,y, z)eta
tout instant t, on s’intéresse a la probabilité d’obtenir certaines vitesses en un certan
nombre de points bien choisis.

Pour déterminer les valeurs moyennes, il faudrait produire un grand nombre de
céalisations du méme écoulement pour des conditions initiales et des géométries
identiques, ct effectuer une moyenne d’ensemble sur des valeurs obtenues sur

toutes ces réalisatons.

Cela n’est évidemment guére réalisable en pratique, et on supposera donc souvent
que la turbulence vérifie 'hypothese d’ergodicité : st on attend un temps assez long,

Projet de fin d’étude 2004 6



Chapitre I Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

Pécoulement passe par tous ses états possibles, et le temps passé dans chacun d’eux
est proportionnel a sa probabilit¢.

On en déduit la définttion survante des composantes de la vitesse movenne de la
vitesse d’écoulement en un point M donné

T — T — T
U(x,y,z):%jU(x,y,z, t) dt ,V(x,y,z):%j\/(x,y,z,t) dt, W(x,y,z): %JW(x,y,z,l) dt
0

0 0

- T
et P(x,y,z)=%—jP(x,y,Lt) dt (1-3)
4]

avec, T : la durce d’observation.

11. Eguation du mouvement moyen

Vitesse et pression sont traitées comme des fonctions aléatoires de espace et du
temps, dont on décompose les valeurs instantanées en [4] :

Uslxpt)= Uslxs, ) + uilx;, ) (1-6)

P(x;, t)= P(x;,t)+ p(x;,t) (1-7)
Le symbole (—) représente Popérateur de moyenne statique Ou moyenne d’cnsemble
et les lettres minuscules, les fluctuations ou écarts par rapporta la moyenne.

Par définition, les fluctuations sont centrées, de sorte que on a idenuquement :

u;(xj,t)=00t p(xj,t)ZO (1.8)
1. Equation de continuité
L’équation de cononuité s’exprime comme sutt :

D 5
e (-9)
ox dy (z

St on désigne par U. Vet Wles  grandeurs hydrodynamiques caractérisant
Pécoulement moyen, nous avons la décomposition suvante :

U=U+u, V=Viv et W=W+w (1-10)
Sachant que:

U, G, W Composantes de la vitesse moyenne suivant X, ¥, Z

u. v, w: Composantes de 12 vitesse fluctuante suvant X, ¥, ;

Alors Péquation de continuité s’écrt

~1
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Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

Chapitre 1
oUru) olV+v) olWew) o 1)
ox ’ oy i oz - )

En arrangeant cette équation, 0n trouve :

-~ a :-] -
_a;E.;_EéY__Fi“E{.ﬂﬁ,_C_Vﬁ_ﬂ_O (1_12)
ox o0y 0z 0x ¢y Oz

En movennant Péquaton (I-12), on obtient :
y q

U aV oW fdu av  dw _dU eV éW Cu  Ov CwW
— + — + + +— =0 (I-13)

A —— ottt o= T2 Tt A
ax cy 'z X gy ¢z X ¢y CZ X cy [
~ du &v ow
Comme: — =0, — =0, — =0 (I-14
Jy oz
ouU 8V oW -
On a: + +-—=0 (I-15)

ox dy 0Oz
1’équation (1-15) est I’équation de continuit¢ pour Pécoulement moyen.
En remplagant cette équation dans Péquation (I-12), on obtient:
u ov _ow _, 1-16)
ox @dy 0Oz )
L’équation (I-16) est’équation de continuité du mouvement fluctuant
2. Equations de quantité de mouvement

L’équation de quantité de mouvement survant la direction X peut s’exprimer de la

maniére suivante :

)

~2 2
U N d
2

ox cy

v C

— — = +fi+ =
ot gx Jy Cz p ax p

5U° 8 a 5 2

U , 0U*  GUV  2UW 1P u L@ g\ 17
5Z“J

En appliquant les équations (I-5), qui définit les grandeurs moyennes aux dérivées

spatiales de la vitesse et en échangeant Pordre des opérations d’'intégration par

rapport au temps, et de dérivation par rapport aux variables spatales, on trouve que

110U 1 tou?
ay

T T 1 P
170UV dHLIaUWdt:_LL Pars Lrear
T o] TO

— | —dt — dt +
Ty, Ot Ty 0Ox Ty Oy ;z pTT06x K
2 2 2
+ 2 LIO [jdt+ Lj'a E,_Jdt+ lj'c lzjdt
pl Ty ox Ty Oy Ty oz
(1-18)
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Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

En décomposant le membre de droite de cette équanon en trois termes ¢t en
calculant la movenne de chacun de ces tross termes, nous avons :

2 T 2 o1, 2
) 2]
: 0

Jx T

-

7 2

aUZ:ﬁ—if(62+u2+26u]dt‘zi{]—ia t+—[u dt%——-j'ZLaudt1
J To l) T J

Jx 0

- -

6U“= 0 U +Uu +2Uu "L{Uzwt u2+2Uu}
X

Jx Ox C
L
d’ou
U &l.2 2
Ul+u -19
Jx ax[ } 1-19)

Nous avons ensuite:

dy ¢y ) ]
ﬁ—_— -~ ].' - _ “:
6uvV._ 30 lj[uv Vu+ Uv+qudt
0 vy T J
P T, — T ]
E o W CRRET COT A
6y Cy| Ty T -
('EUVZL UV +uv + UV+ UV
dy 0y
L -

L r o
OEIV=TO" UV+UV + Lv+u\/}
ay CYL
UPV::Q—[UV+ uv} (1-20)
dy ¢Cy

Projet de fin d’étude 2004 9



Chaprtre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

De la méme maniére, on trouve:

aﬁ_a[ﬁm] (%wj

dz oz

-~ - T, — J—
0Uw=—0— l."(U+UJ (W+wjdt]
Jz oz TO
T
oUW _ 9 lj(uw +uw*Uw+qud\‘
Jdz 0z T0 |

SUW ol 1o 1 Lo Y-
= _I(ij dt+——4“(uw)dt+——j‘(Uw) dt+——j(uW)dt
oz aZLTo Ty T Ty

0

ou z—a— UW+uw+ Uw+uW
Jz Jdz

oUW =—?—{UW+ uw +Uw + qul
0z oz

oUW _ @ \:UW+ uw:\ (1-21)
oz oz

En moyennant le membre de droite de Péquanon (I-17), et en prenant les
simplificaions représentées par les équations (I-19), (1-20), (I-21), on aboutt a

Péquation survante:

%) 5 (L, - -
aU Uﬂ CU WEE—3£+-§-(U“+u“J+j—[UV+uV) (UW*uwj
ox

\m

)]

ot 0x 3y dz Ct cy z

En moyennant le second membre de Péquation (I-17), nous obtenons :

-~

aP /2 - —;2 —;— - ';2 82 "TZ qu
—l—+fx+56U+c g+c?:—lip+fx+gcg+ [3+C[2’ (1-22)
oz" pox p| ox° 2y oz

_6:12 +U§H + V(—i—I—J + ngz—l?—P +fx+v0?4—6&‘;}+821;I —(9}!—+C—:ﬁ ekl
ot ox oy 0z p Cx ox-ay” oz | ox Oy cz
\
(1-23)
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Chapitre [ Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

Ln moyennant chaque terme de Péquation (I-3), il en résulte :
oy - o o -5 J e el T A2 AT
oV oV oV v 16P = gV ¢V oV dvu GV CVvw
T+UT+V—A—+W—ﬁ—:f——‘—~+f}v+v i faius il Bewli e
ct cX cy cz pCy éx- ¢y" ¢z ) X CX Cy cz
(1-24)
On moyenne chaque terme de Péquation (1-4) ct on trouve :
W —dW —aW —aW 1P - [FwW FW W) [aw Swu oW
U Vet W= —— £+ 7+0,+a~,—- + +
ox gy 0z POz ox- oy o oxX cy ¢z

Par conséquent, le systeme d’¢quations de Reynolds et de continuité est:

oU 8V OW \
—+ —+—=0
ax Cy cz
au au ~.eu _cuU 1CP FU FfU U ou Cduv  Cuw
ZiU—=4V— W —— =~ fo+v|l—=+—=+—7 | =t =
ot X cy GZ p CX xay oz CX cy CZ
R L) R o
O ¢ c ¢ a (} 7 vu VT CVW
+U—+ V- =+ W=yt Vi ) = |7 =0 T AL T i
ct CX cy cz Py l\(“,x cyt oz L(‘\( cy  cz oo
/
R e I ) A
+U—:—+V—"—‘+“'T = :*—T+f/ +V = + 5 + o — ‘« + = + — !
Ct ox cy cz p Cz L ox” cy” cz” J cx Cy iz \J
/1‘

On peut voir que ces équations ne forment plus un systeme ferme, car on a quatre
¢quations, dix mconnues : les trois composantes de la vitesse moyennc (U,V,W), la

By -

pression moyenne (I—’) et les contraintes de Reynolds u™, uv, uw. vi. vw, w°

9 - A
u uv - Cu A\

W
X Cy 'z
o o o]
Suv  GvT Ovw
Le tenseur de Reynolds est: 1=p - (1-20)
ax Ay cz 1
- . a2 |
Cuw  Cvw CW
X oy C 1

Projet de fin d’¢étude 2004 It



Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

I1I. Equations de Saint Venant

Pour établir le modéle de Saint Venant, il y a lieu de moyenner les équations de
Reynolds sur la verticale, par intégration depuis le fond jusqua la surface libre.

1. Hypothéses de Saint Venant
Les hypothéses adoptées par Samt Venant sont [5), [8] et [11] :

a. Les équations de Saint Venant se déduisent du modeéle de Navier Stokes dans
le cas ou la profondeur est faible devant Péchelle horizontale de variation de la
surface libre et de la vitesse

b. La pression est hydrostatique sur la profondeur car Paccélération verticale est

négligeable devant laccélértion de la pesanteur ;
c. La variation de la masse volumique de Peau est négligeable ;

d. La composante verticale de la vitesse W ainsi que ces variations (spatiales et
temporelles) sont faibles, ceci implique :

oW W _ oW _aW _

x oy 0z ot

(1-27)

e les variations verticales des deux composantes horizontales UetV sont

faibles ;

f Les pertes de charge générales sont celles du mouvement permanent €t
uniforme de méme profondeur ;

g. Faible pente du fond du canal.

En se basant sur hypothése (d), équation du mouvement sutvant la verticale se
18P

réduita: ~2 =1, (1-28)
p oz
A partir de cette hypothese de Saint Venant, on obtient le systéme sutvant:
— — — _ _ _ _ _ _n . N
dU —oU 50U 7,0 5P — [FU FUE 5u duv  fuwl
_:I_j+U__+v_g+ng:_lE_+fx+v ¢ EJ+O EJ+CI:I A, +Efl—v+ﬂ] (I-29)
ot ox gy Jz p CX & oy oz cx cy cz |
— — — — - - - — — \
oV —aV S8V S8V b o— [PV FV. @V [ovu & dvw
—+U— vat WCT:—l%—+fv+v (\2/+( \2/+62 _(vu+%\/_+ M
ot Ox oy cz pey ox- oy” oz cx ¢y Cz
(I-30)

2. Les conditions cinématiques

Les conditions cinématiques sont posées comme suit
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Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Samnt Venant

\l// Surface libre

Fond du canal

Fieure 1.2 Domaine de calcul

En notant z, la coordonnée verticale d’un pont M appartenant a la surface libre ;
celle-ci est définie, 4 Pinstant ¢, par le pomnt M de coordonnées (x, v, z) vénfiant

Iéquation :
0z, 0z, oz,

W(z)="+U—=+V— (1-31)
ot X cy

Cette équation représente 'équation de la surface libre.

De méme, en notant z;, la coordonnee verticale d’un point N appartenant a la
surface du fond ; celle-ci est définie, 2 tout mstant t, par:

0z 0 zy
B SR it 3

w(zf)=*aT+Uax v 5y (1-32)
Cette équation représente P'équanion du fond.
On suppose que la surface du fond est indépendante du temps :
9z _g 1-33)
ct
Cect implique que
oz, o8H 0dzy COH
ot ot ot ot -39
et Wiz)= U vEE (1-35)
ox dy
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Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

3. Regle d’intégration de Leibnitz

Pour faire intégrer ces équations aux dérivées partelles, on utiise la regle de

Leibnitz [3], [ Jet [11]:

ij—fdz H——z o jfdz%—f(x v zi);——f(\ v, Zy 0z, CHfﬁ‘f(X v zf)———f(x v, zs)iazﬁ—
ot dt ot ct
(I-36)
Iﬁdz—H—C*f—— 0 jfdz+f(x y,zt)—— £(x.y,z oz, CHf f(x,y,z;)g—zlvf(x,y,zs)gs—
. ox ox Ox . Ox cx X

0-37)

Hf‘f—fdz_Haf 6 jfd +£(x, y,zt)— Flx,y,2,) 0% = ot +£(x,, zf)—4 ~f(x,y. zs}cﬁ
50y Jy av ey ay

(I-38)

H?i = f(x,y,24 )~ f(x,y.zr) (1-39)
0z

4. Intégration de ’équation de continuité sur la profondeur

Lintégration sur la verticale de Péquation (I-13) conduira

;[@Uﬂﬁ“’}t ~o 040

éx 0Oy 0Oz

Fn utlisant la régle de Leibnitz, 1l vient:

f é’U 6V 8W d7f 0 JUdZ+U N,V Zp }———azf —U(X,}-‘,L, €z +76—J:de+\/(x,y,zr )_C:Zf
e ax 8} oz ox ox cx  ady oy

—V(x,y,zs)—(:;zi+W(x,y,zs)—W(x,y,zf) (1-41)

oy

En arrangeant cette équation, on trouve !

z.f A771 — r ,?_ _]
I(ﬂ+ﬂ+%\y—]d JUd4+——J’de+{ (x vzt)——+V y,z,}—— W(x y,z,)l
ox ;.

A A
L\ Ox oy 0z 7y

o 0z, 0z oy |
- U(X’YaZS)Ti + V(X>y’25) — - W(x,y,zs) | (1-42)
éx éy ]
On définit les vitesses moyennées sur la profondeur comme suit :

_ 1 z, = 1 2, —
U:EjUdz et Vz—H—Jde (1-43)
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Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

En tenant compte des conditions aux limites a la surface libre (I-31) et sur le fond
(I-35) et de la relation (I-34), Véquaton intégrée devient:

0H O6HU JHV
P + =
ot ox Jy

0 (1-4-4)

5. Intégration de la premiere égquation de Reynolds sur la profondeur

¢ Lintégration du membre de gauche de Péquation de quanuté de
mouvement (I-29) sur la profondeur est comme suit :

t oU? & FUW saU? | HaUV . GOUW -
J‘ QH‘*‘C.U +OEJV+(‘If dZ:J‘(ﬂUdZ+J.CAU dz + OEJVdZ+I(EIWdz 1-45)
. Jdt  0Ox dy 0z s Ct S Ox ;o dy , (z

/

It en utilisant la régle de Leibnitz, on peut ¢erire

jau +]‘6U2 “oUV Z'@E@

T—dZ = dz + J = dz + J' —~ dz =
; Ot - Ox ;. Oy . oz
= - & - 2 54 —2 A —2 By
:ngdz + U(x,y,zf)-(;ﬂ - U(x,y,zS L—_Z—“ + ALJ'Uzdz + U (x,y,zr)ii -U (x,y,zs)(;i
ot} ot ot Ox; ax X
d 't - - ozy . - oz, . -
+ ——JUde+ U(x, Y, Z¢ )V(x, Yy, Zf )-—— U(x, Y, Zs )V(x, Y,Zs )——+ U(x, Y, Zs )W(x, V,Z )
oy, ay oy
- U(x, Y, Zf)W(X, y, z¢ ) (I-46)
Aprés réarrangement de Péquation précédente, on aboutit a :
e
f oy  oU” ,oUV oUW ldz - 2 fudz + £ futdze 2 fuvdz (1-47)
.| ot Ox dy oz J oty ox ;. ay;

+ U(x,y,zf) %+ U(x,y,z;)ii+ V(x,y,z,—)gf— — W(x,y,zfﬂ
at ox Oy !

- A — Y - = - _TlJ
—U(x,y,zg) Efzti+ U(x,y,zs)ii)r\/(x,y,z,) 2z W(x,y,zs)
é ax

cy !

En utlisant les conditions cinématiques et la définition de U, on obtent:

z

doU SU° AUV AUW oH @AHU @QHUV
J + + + dz + .

(I-48)

;1 ot Ox Jy oz ot &x y
f

¢ Intégration du premier terme du membre de droite de P’équation de
quantité de mouvement (1-29) sur la profondeur de I’écoulement
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Chapitre | Elaboration du modéle mathématique de Saint \enant

La pression €tant hydrostatique, ona:

—ig—l: —gcosa=0 (1-49)

N

\vA Surface libre

e

Fond du canal

L’intégration de cette équation suivant l'axe des (z) donne:

P(x,y,z)=-pgcosa z+¢ (1-50)
avec, ¢ = constante.

1.a constante est choisie de telle sorte que : P(x,y.2)= Puen>

ou z, estla cote de la surface libre et P, la pression atmosphérique qui regne ala
surface libre.

Ln remplacant ces termes dans Péquanon précédente, on obtent :
P(x,y,z):pgcoson(zs ~Z)+ Py (I-31)
On a en particulier au fond:

P(x,y, z)= PECOS (zs - Zf)+ Pum =pgcosa H + Paim (I-32)

La dérivée partielle de la pression par rapporta x est:
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Elaboration du modele mathématique de Saint Venant
(1-53)

Chapitre I
cP
——=pPgCosa——
cx ox
La dérivée partielle de Ia pression par rapporta y est:
(1-54)

opP
—— =pPgCosa—
ay dy
Les deux équations précédentes sont indépendantes de z, donc :
(1-55)

op - ( aﬂ ah
g L% :chosai& et H lT =Hgcosa —
p Ox ox p oy ) gy
¢ Intégration du deuxié¢me terme du membre de droite de Péquation de
quantité de mouvement (1-29) sur la profondeur de ’écoulement
En faisant la moyenne du terme des forces de Coriolis et de force de pression sur la

profondeur :
[Vsin (p~WCOS(pjdz + jgsina dz=

fe.dz= |20
]Jr g,sinoc(zS - Zf)
(I-56)

ZS — Z'S I
= Zm(sin(p_l‘ Vdz-cong J Udz
Zs Zy
=2w(sin q)H\7—coscpH—\/\_/] +gsin a(zs — zf)
D’apres Phypothese (2) de Samnt Venant, la valeur moyenne wde la composante

vertucale W est néghgeable devant la valeur moyenne V de la composante

horizontale V, alors 'équation précédente devient:
J.fx dz=2wsinpHV|l-= +gsincc(zs —zr): 2osingHV + gsinoL(zs - zf)
\
(1-57)

Zg
7 ES
fo dz= QHV + gsinoc(:«:s -~ zf)
Zr
avec, Q=2wsing
Il en est de méme pour Paxe des y, 1l en résulte:

(1-58)

Zy

Zy ==
[fydz=QHU
¢ Intégration du troisieme terme du membre de droite de ’équation de

quantité de mouvement (I-29) sur la profondeur de Pécoulement
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Chapitre 1 Elaboration du modéle mathématique de Saint Venant

En intégrant les termes de vitesse moyenne sur la profondeur, on a:

.2 Z, 2277 7, A2 1 z, 2277

J‘[ U &'y Ulijd —Ii gdz+J‘C gdz-kj‘(;[jdz

2 ox’ 6y ’z S 0x . ey .. 0z
En uulisant la régle de Leibnitz, on trouve:

N e T — -

f ou 6U La —J (x y,z,) czy (’:’»U(x,y,zs) Oz, (U

Z ox’ ay az* ox; ax ox dx 0% Cer (y

4 N aU(x,y,zr) Oz¢ 0 U(x,y,zs) Ozs 0 U(x,y,zs)_ 0 U()f,y,Zf) (1-59) -
dy oy cy ay 0z 0z

En utilisant la relation définit par Péquation (I-43), on aboutit a:

Z.f{ 626 + 0 _ﬁ- d U]dz: —EI—‘(H@ +_(2— 6_I_j_ 4 aﬁ(x,y,Zf)ﬁzf _5U(X,y,zs) ‘%‘

H
5XL ox | dy| Oy dx ox ox éx

ox* Jy : 0z

N aﬁ(x,y,zf) 0z aﬁ(x,y,zs) dz, 0 Ulx,y,z) B aﬁ(x,y,zf)
oy Jy cy Cy gz cz

(I-60)

¢ Intégration du quatriéme terme du membre du droit de Péquation de
quantité de mouvement (I-29) sur la profondeur de ’écoulement

[intégration des termes de vitesse fluctuant sur la profondeur est

s T2 . . >y - Czr 2 0
I a«u +5uv+5uw dz:—JU dz+u (x y,zt)ﬁ—-uz(xy Zs}(—zi
x 0y 0z ox 0%

- : : ox (1-61)

~ 2y

+ﬂijuvdz+ uv(x y,Zf)ii——U—_\/(‘( y,zs)OTZ—qt- uw(x V.2 )— EV_(X,Y,Zf)
oy, Jx Ox

En utilisant les relatons définies par ’équation (I-43), on trouve:

Z,

a2 AT A Aty 2 - - - - -
ou® Juv Juw oHu® JHuv oz¢ 2 0z Cze
j + + dz= e+ u(x,y,zr ) -u (x,y.2s )=+ uv(x, y, ze )=

~

ox Jdy 0z x cy X cx cX

vy 2 uwley.z) —uwny.z) 1-62)
X

Sion prend v(I-61)-(1-63), on obtent:

— —_—

_ _ — _ —_— - { _ _

2 2 2 S (~ ~

0 U+6 U+6‘ U du cuv Quw | au I3 U
2 2 2 )

Y
-1 ox Jy oz Ix ay oz L?x
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Chapitre 1

Flaboration du modéle mathématique de Saint Venant

-~

a3y cy az

- -~ -~

+VH 8ﬁ(x,y,zf)£zi . aU(x,y.z¢) Bzs au(x. v. Zf)J ~ [?G(\ v.z,) 0z . 8U(x.y.z,) @z,

ax Ox

2 5 v — Sy — 3. — ),
-, T K() ruv(xy.z) ()][()
(9).4 (Jy ox (.7_'\/ CX

—uw (X, V.7 ))J

En arrangeant léquation (I-63), on abouut a:

,
ou”  Cduv N duw

dz

dx 0Oy 0z

6( 0\ &Huv
+| HL} —p—
Cy ("\ (?}’

Cx
Gg(x y,Z ) o 0z; E’G(‘YZ‘) o —|
o pEAEYZ) s ou(x,y,ze ) || 2 pwulx, v,z ) J
ay Jy oz
_1 [ CU(\:V’LS)—puz(\,V /‘)}O;i—k(p ‘ I(‘\;’Y,ZE)—p;(x,y,zs)}pjs
p Cx Cx Ov Sy
Cleyr) —
3 l(uc (\,} ’ZS)—pwu(\,y )/S)]
p Oz

Or, en représentant les contraintes mangentielles par les relations suivantes :

5 :
H———pu =T
X

%)
Ho——pUV =Ty
o

-~

%
H———pPUW=Tg

—pP VW =Ty

1’équanon (I-63) devient :

ox ox oy v

— 2
+u \'(x._v. zs)%z'i

(1-63)

(1-64)

(1-65)

(1-66)

(1-67)

(1-68)

1-69)
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Elaboration du modele mathématique de Saint Venant

Chapitre 1
2 (2y &*U U | |ou’ duv duw
jv s+t 2—ﬂ+—~_‘——+“ dz
7, 0x oy oz X oy az
4
0Ht,., OHT — 0z —
=+ p bl +[r“(x Y, Zf){ Zf—rr“ (x.y, z¢) S d —"cxz(x,y,zf)
[0}
x y “X Loy 1 (T-70)
—[r“(xyz) +‘tw(x Y, Zs )i—zf——'c‘\:,‘(x,y,zs)_‘1
Pour simplifier Pécrture, on définit les contramntes de fond et de vent:
d=te (X, y,zt) ny(x y,Z:)—ﬁ—ru(xny) N S
¢y
En tenant compte de ces simplifications, on
z| (3T a'ﬁ 50 |ou’ fuv | Cuw epr, oHt, |
Z ox Oy OZ‘ Cx cy Ccz P CX oy
1-73)
[’intégraton de Péquation (1-29) donne finalement :
SHU 8HU’ uv =
gHU + oHU + M: QHV +gsma(zﬂ —zf)ngcosaT
ot 0x oy o ox (1-74)
dHtxx  OHTxy .
S O GRTY o g
oy

pl 0Ox
e Reynolds (1-30), on

Si on suit la méme démarche pour la deuxiéme équation d

trouve:
aHv 3 —; v’ = 5 Hr, @ ; -
HUV A oH :HQU—chosai—h—+—l— i oMty +tfy—t, (1-75)
at Jx oy oy pl ©ox gy
On a donc construit le modele 2D de Saint Venant qui s*écrit!
= ———-‘—2‘ —_— == ==
dHU OHU JHUV Oh oHt, CHte ¢ 5
+ U + =QHYV +§3\1nCL(/ —/,) an_o>cx—(:——+1 L+ T~
ox pk Cx cv
(1-78)

ot Ox Jy
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THV &HUYV eHV - 5 slit. ollt, ¢
: ——+— +— ZIIQL'—I{gC()S(Xg;I—I-F-L — — +‘[i.—”[\,
ot 0x cy cy p CX cy ' '

(1-77)
Hypothese de simplification
Pour simplificr notre ¢tude, on suit les émpes survantes
% On néglige Peffet de force de Cornolis devant les autres parametres.
Le systeme d’équations de Saint Venanta 2D devient :

A

SIIL éHU CHUV v Oho1] éHt, it v
——+— - = +gsma(z) —m)—i[gcos(iﬂ—+— - + — + T,
o't (X (}'}’ X p X (;‘}'

(1-78)

AfIY GHUN QY A cllt. G, _

¢ — + ¢ — + & —— =—lgcosa (,\i+—l ———+ =+ T, (I-79)
ct Cx cy ¢v o pl Ox Ay ’

o+ Modélisation de la turbulence

En 1973, J. Kuiperd et C. Bvreugdenhil (1973), ont proposé Phypothese survante

Dans un régime d’écoulements curbulent, pour unc profondeur d’eau constante les
contraintes effectives des équations (I-78), (I-79), sont donnces par les relavons
survantes [1]:

A 2 (‘:"_x o) v
1 | éH 1 *(H K U L‘J (1—8“)

&V &V 181

AVCC, VT =Vvg + vy OU V, : viscosité cinématique de Peau et v, viscosit¢ turbulente
donnée par Pexpression : v, =C,Hu. avec u.: vitesse de frottement, C,, : coefficient

semi empirique (0,2<C, <0,4) [11}.

A parur de ces simplifications, on aboutit a:
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po— —_— 5

GHU SHU  GHUV : r & &t
——t— T =+gs:i110t(.zs —z,—)—I-Igcosa%ll+l(‘cx)+vrr H —+—
ot X gy cgx P Ox 5‘,'
(1-82
GIIV 8HUV @HV oh , o'V AV )
—+— + — =—[gcosa -A——+l(‘cvj+vq«l—{ ~ + & - (1-83)
Gt cx cy oy PN Ox Ov
* On définit la contrainte de fond par:
S — L .
o =Py {u"; vz}‘ (1-84)
o
1
f Pg _/—; —2 5 -
Ty = —5 Vv LU +V (1_83)
e

On injecte les équations (I-84), (1-85), dans les équauons (1-82), (I-83), on obuent:

— 1

AHU GHU OHUV , ch g (2 )
+ — + -——+g51110((25—zr)—chosaT%-—ﬁ;L U +V
Ot CX ay CX C“
&U e
+v | ——+—=
Cx Cv
(1-806)
sUV BSHUV &HV oh g —(.2 2\
3 + + p =-—Hgcosaa —+ ~V|IU +V
t x Sy
ox y R (1-87)
3V 8V
+vtH 5 + ¢ \i
Ox Cy
Remarque

On est dans le cas ou P'écoulement est peu profond, c’est a dire que la profondeur
d’eau est faible devant échelle horizontale.

Donc Paccélératon verticale est faible devant celle de la pesanteur, c¢ qui entraine
une faible varation de la profondeur de Pécoulement devant les autres direcuons (x,
y), ce qui donne :

cH

H_, (1-88)

oxX
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cH
— =0 _QcC
. 1-89)

On remplace ces deux relanons dans les équations (1-86) et (I-87), on obtient :

GHU SHU  GHUV
+ +

| —

=+ gsina(zs — zt-)— Hgcosa (T}l + -g—ZE[U2+ Vz]

ot Ox Cy ox ¢
6 (. 8U »( or) [emau) (eHaU
O (1 P PO o PP LA
cx CX cy cy cy Oy CX CX
o I : _1
SIIV JIIUV JHV ch g —( .2 _.2)°
+ + =-Hgcosaa—+—5 V| LU +V
ot ox oy oy ¢~

v) 8H oV v) eHav
ox ox ox Ox Jy oy Oy Oy

A partir de ces simplificatons, le modele mathématique de Saint Venant s’écrit :

N A N I ;
Oﬁ +g HUvaTHg—Ll s 1'-{U\-7—VTIquL :+gsm(x(z;—zf)ngcosot(:—h
ot Ox by Y Ox

[SET

+—§E(U2+V2j 1-90)
-

t
.

PHV 8 == AANCH ey oV § = (RERINERE
GHV 8 (1T —ve Y |4 S vy = v 12 | = ~ Hgeosat h,8 \"{L’ +V j
ot Ox ox ) Ov ey oo

/2

.01
191
Conclusion
Le systéme d’équations obtenu contient des termes non linéaires.

La complexité de ces équations ne permet pas [a résolution analytiquement. On doit
alors avoir recours a des méthodes expérimenmles ou a des méthodes numérniques.
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Chapitre 11 : Présentation de la méthode des volumes finis

Les équations aux dérivées partielles régissant le mouvement dun flude sont
dans le cas général non linéaire. Par conséquent, clles ne peuvent étre résolues
analytiquement. Des méthodes numériques sont donc utilisees, principalement
les méthodes des éléments finis, des volumes finis et des différences finies.

e Méthode des éléments finis

[a technique des éléments finis discretse Pespace a Vaide déléments
- q . - p

géométriques simples (triangles ou quadratiques en général). Comme elle permet

de modéliser des géométries tres complexes.

Les équations sont simplifiees en utilisant une combinaison linéaire de fonctions
de base dans le support est un des éléments.

La méthode des éléments finis est une méthode de calcul numérique adaptée a la
résolution des équations aux dérivées partielles (EDP), pour des problemes
stationnaires ou transitoires, linéaires ou non linéaires, et d'unc équanon a trots
variables d'espace indépendantes. L'espace de travai est découpé en sous
domaines, les éléments finis, délimitcs par des noeuds sur lesquels est discrétisee
I'inconnue.

e Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est un outil numérique basé sur I'équaton
locale qui est discrétisée et résolue de proche en proche : on exprime Popérateur
différenticl en un pont cn foncuon de Pinconnue aux points votsins, ¢n
cffectuant un développement en série de Taylor de systeme d*équatons qui
représente le probleme qu’on va traiter.

Le « maillage » est réalisé avec des carrés en 2D ou des cubes en 3D.

e Méthodes de Volumes finis

La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation pour les lots de
conservation. Elle résulte d'un choix au sens physique, base sur I'écriture des
bilans.

Cette méthode consiste 2 discrétiser sur chaque cellule, appelée volume de
controle, la forme intégrale du probleme 3 résoudre 2 la place de sa forme
différentielle considérée; en différences finies.

La méthode de volumes finis est une méthode de discrétisation bien adaptée a la
simulation numérique de differents types de lois de conservaton (clliptiques,
hyperboliques et paraboliques). Elle est beaucoup utilisée dans plusieurs
domaines d’ingénietie, comme la mécanique des fludes, le trans fert de chaleur et
de masse.
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Présentation de la méthode des volumes finis

Avantage de la méthode des volumes finis

» ['avantage la méthode des volumes finis sur la méthode des différences
finics est qu'clle s'adapte facilement a des géomctries complexes comme
c'est le cas dans de nombreux problemes industriels. De plus, elle permet
de prendre en compte la présence d'obstacles (dans un domaine) et de
traiter de facon naturelle les conditions aux limites. La difficulté essentielle
qui peut étre rencontrée est l'estimation des flux aux fronteres de chaque
volume de contrdle lors de la mise en oeuvre de cette technique.

» L'avantage la méthode des volumes fints sur les méthodes des différences
finics et les éléments finis est qu’elle est conservative ; en bref, tout ce quit

sort d’un volume de¢ controle entre dans un autre.

Les avantages et inconvénients de chaque méthode sont présentés dans e -

tableau 1

Méthodes numériques

Avantages

Inconvénients

Méthode des différences

Simplicité dans les calculs

Difficulté de trattement

fintes (MDF) des géometries
complexes

Méthode des éléments| Adaptés  aux  domaines Difficultés de mise en

finis MEF) complexes ceuvre et cout éleve

Méthode des  volumes| Mise en ceuvre relatvement

finis (MVF)

simple et bien adaptée aux
domaines et a la physique
ctudics.

La comparaison entre les trois méthodes est présentee dans

Tableau 1

le tableau 2.

Méthodes numénques MDI MEF MV ]
Formulation Forte Faible 1 Faible |
Rapidité de calcul + - 5 ; {
Géométries complexes - + + '
Mise en oeuvre rapide T + .
Précision + + _
Fluides incompressibles + ++ +
Fluides compressibles + - ++
Ellipuque + ++ -
Conservative + . : T+
Hyperbolique + + T+ |

Tableau 2

Un des objectifs de notre travail est de discrétiser les équations de Saint
Venant en utilisant la méthode des volumes finis.
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Chapitre I Présentation de la méthode des volumes finis

1. Méthode des volumes finis pour les problemes de diffusion en une
dimension

1. Régime permanent

Ici nous allons développer la méthode des volumes finis pour le plus simple des
problémes de transport qui est la diffusion pure en régime permanent.
L’équation qut gouvernc ce phénomene s’cent

div(I'grad)+S=0 (11-1)

La diffusion pure en régime permanent unidimensionnel phénoméne est
gouvemé par Péquation :
d d
— F—(p +S=0 (11-2)
dx dx
ou, T estle coefficient de diffusion et S est le terme de source. Les valeurs de ¢
aux frontiéres sont données constantes. Un exemple d’un tel processus est celut
de 1a conduction dans une barre.

On applique cette méthode pour le volume de controle construit autour de
point P (fuure 11.1)

Axo Ax E

< > —>
Figure 11.1 : Maillage l Ax Ax J
monodirectionnel > <€ /’

o
O 0 p e E
Ax =AXp

Etape 1: Génération du maillage

Les symboles E et O désignent respectivement le point Est et Je point Ouest des
neeuds voisins par rapport a P, 'un est dans la direction des x croissants et autre
dans la direction des x décrossants.

Les deux traits verticaux en pointillé délimitent le volume de controle associé a
P.

On appelle ¢ et o les fronteres qui délimitent le volume de controle.

On note par Axoet Axgles distances entre O et P et entre E et P
respectivement.

Et de la méme maniére, on appelle Ax, et Ax.les distances entre ¢ et p ¢t o ¢t p.
Etape 2 : Discrétisation.

L’étape clé de la méthode des volumes finis cst Vintégration de 'équaton (11-2)
régissant le transport a travers le volume de contrdle. Pour le volume de controle
tel qu’il est défint, on a:
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| i(rd—“’)dw jsav:(mé‘ﬁj —(r_ @) FSAV =0 11-3)
avdslodx v dx /. dx /,

ou, A est la section droite du volume de contrdle, AV est son volume, Sest la
moyenne de la source S tout le long du volume de controle.

Pour poursuivre la discrétisation de l'équation, 1l est nécessaire de chotsir une lot
de variation locale pour ¢. Deux lois possibles sont représentées sur la (Figure I1-

2) Pl

@ a

%

(@) (b)

\ /

\ 4

. l

Yo

<

£ X

Figure I1.2 : Lois de variation locales.
(a) ¢ constante dans chaque volume de contrdle.

(b) variation linéaire de @ entre deux points du maillage.

Pour la lot de la figure 11.2.a, ou l'on suppose que ¢ est constante dans chaque
volume de controle, dg/dxn'est pas définte aux points frontieres du volume de
controle (o et ¢), tandis que la loi de la figure I1.2.b  ou l'on suppose une variation
linéaire de ¢ entre deux pomnts du maidlage, permet le calcul de dep/dx.

Afin que nous puissions aboutir 2 des formes d’é¢quations discrétsées uules,
nous allons avoir besomn de Pinterface de diffusion T' et du gradient do/dx a
PEst "e" comme a 'Ouest "o". Ce qui nous amene a évaluer I'et ¢ aux points
nodaux.

Pour le calcul du gradient aux facettes du volume de contrdle, il va falloir utiliser
une distribution approximative des propri¢tés mises en jeu entre les nceuds.

Pour commencer, nous choisissons la plus simple des approximations qui est
Papproximation linéaire. Cette pratique est dénommée « différentiation centrale »

(Central différencing).

Les termes de flux de diffusion sont évalués comme suit :
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Chapitre I1 Présentation de la méthode des volumes finis

(rAd_‘p) :reAe[QE___(’i] (1-4)
dx /. Axg

(FAQ(E) =T, A, Yr PO (11-5)
dx ° AXO

ou, et I, sont les valeurs du coefficient de diffusion sur les faces ¢ ct 0 du
volume de controle, tel que

re :E‘i}—‘_}i— (II_O)
2
r,=lrtio ;ro )

Ia source est approchée hinéairement par la relation sutvante :

SAV =S¢ +Sp ®p (II-B)
En remplagant les équations (11-4), (AI-5) ct (II-8) dans Péquation (1I-3), on
trouve :

re;\{w}_ rol»xo(ﬁl’gi&}(sc + Sp0p)=0 a19)

AKE X0

Aprés réarrangement de équanon (11-9), on trouve:

I I I T .
S AL+ ° ‘-’\O—S > = AL s+ 2-A, [« +Se 11-10
[AXE AXO P\J(D] (AK;; )(pl (AXO ]DO ( )

On définit par ag, ao €t ap les coefficients 2ssOCI€s aux nceuds 0§, Q0. Op

respectivement, et par suite égquaton devient:
apQp = 20Po +apPe T D (I1-11)

avec, b=S

a0 = A, (11-12)
° 7 Axo

aE = Fc ;AXe (11’13)
Axg

ap =ao + ap —Sp (11-14)

Etape 3 : Solution des équa tons

Les équations discrétisées données par (11-11) sont formulées pour chaque neeud
cn vue de résoudre le probleme de diffusion pure en 1D. Pour les volumes de
contrdle qui sont adjacents aux frontcres, Péquation (I1-11) est modifice afin
qu’elle puisse auss les intercaler. Nous obtenons alors un systeme composé
d’équations lincarres.

La solution obtenue est constituée de la valeur nodale de la propricte ¢.
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Commentaires :

» L'équation (II-11) est de la forme standard que nous adopterons pour I'écriture
d'une équation discréusée. La variable gpau pomt P apparait 2 gauche de
'équation, tandis que la vartable des nceuds voisins et la constante b
apparaissent a droite. Le nombre de voisins augmente avec la complexité de la
géométrie du probleme. Nous noterons de fagon générale une équation
discrétisée sous la forme [9] :
apPp =D AP + b (II-15)

nb
oy, l'indice nb désigne un voism du point P, la sommation portant sur tous les
vosins de P.

Y

La liberté de choix en ce qui concerne les lots de varaton locale montre qu'dl
est possible d'obtenir un grand nombre de forme d'équations discrétis¢es pour
une méme équation aux dérivées partielles et un méme maillage. Il est
cependant important de respecter deux regles.

a) Le choix de la lot de vanation locale d'une grandeur doit avoir un sens

physique.

b) Il faut toujours s'assurer que la conservation globale est vérifiée.

Solution exucte

Pas de sens physique

— S
t  Solution approchee,

| avant un sens physique |
P )

\ 4

Pas de sens

Figure 11.3 : Exemple de lots de vartation locale avec ou sans sens physique
Principes d’une bonne discrétisation

o DPositivité des coeffrcients ay, et a,,

Sachant que la valeur de la variable ¢ au point P est essentiellement influencée par
celle de ses voisins immédiats, on comprend que s1 on perturbe la variable en un
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point voisin de P, la variable au point P devra stre modifiée dans le méme sens
que celui de la perturbation. Les signes de ap et a,, dotvent donc étre identiques
(équation 11-15).

Par convention, on choisit que ap et a,, toujours de signe positif [9].

o Somme des coefficients POLSIIS.

Les équations différentielles gouvernantes conticnnent uniquement les dérmvées
de la variable dépendante ¢. St (' est unc constante arbitraire, la foncton
@+C vérifie aussi les équations différenticlles. Cette propriété est aussi valable
pour les équations discrétisées. Ceci conduit a [91

ap =Z3«nb (11-16)
nb

o Choisc di_maillage

La distance entre deux points du maillage n'est pas obligatoirement constante. St
cette distance est constante, on parle de maillage régulier, smon de maillage est
irtégulier. Le choix du maillage dépend du probleme posé ; dans une zone ou ¢
varie fortement, il sera néccssaire d'employer des mailles fines, tandis que des
mailles plus larges pourront atre utilisées dans des zones de variations plus faibles.
Bien qu'll n'existe pas de régle stricte, il ne faut pas passcr brusquement dune
maille trés fine 2 une maille beaucoup plus large. En pratique, le rapport des
dimensions entre deux mailles voisines doit étre compris entre 1/3 et 3.

o [ indarisation du terme soirce

Quand le terme source dépend de o, la meilleure méthode consiste a

exprimerS , dans chaque volume de conirdle, sous la forme :

S = SC + Sp(pp al-l7)
Le choix d’une telle approximaton se justific par le fait que nous conscrvons la
linéarité du systeme discrétsé ; c’est a dire que la discrétisation conduit a un
systéme lincaire.

Quand S est une fonction non linéaire de @, il est nécessaire de la linéariser, les

valeurs de S, et §, pouvant dépendre de o¢. Il faut alors travailer avec une
méthode itérative. A chaque itération, les valeurs de S¢ et Sp sont réactualiseées

avec les derniéres valeurs obtenues pour @, que nous NOLETONS P [9].
2. Régime transitoire

Principe d’une discrétisation en espace ct €n [emps

Pour un probléme de diffusion pure sans terme source €n régime transitoire, la
forme générale de Péquation de transport est de la forme sutvante :

Q(B&)z_a_(ra_@} (11-18)

ot ox\ Ox
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L'équation discrétisée est obtenuc par intégration en espace, sur le volume de
contréle de la (Figure I1.1) et en temps, entre deux instants t et t + At. Il vient :

jtTna(p(p)dtd _” ( jdtd (11-19)

Apres intégration de cette équation , on a :

j[(P(P)wm ~(po), Jax= Hjm H Z—B - [F “pj }dt (11-20)

i X o

On définit a Pinstant t les paramctres (pp)’ et a Pinstant t+ At les parametres (p@).

L’intégration spatiale et temporelle de I'équation (IT-20) donne [9] :

00)- (o) Jax= [H ”"] [ a‘pj }dt U-21)

ox

Pour discrétiser ce terme, 1l faut tout d’abord choisir une loi de variation locale

0
de [I" “a%J en foncton du temps.

- Avec une lot de variation locale de type constante, nous obtenons

T+ AL 9 d 0
| (r%)m:m(r afj (11-22)

ou, f( i¢)d1 At[ (f] (11-23)

- Avec une lo1 de variation locale de type linéaire, il vient :

Tlrie)er| (v (rse)]

Ces trots possibilités peuvent s’écrire sous une forme générale :

T ) 0fes

ou, f est un cocfficient de pondération qui varie entre O et 1.

Le trots lois données ci-dessus correspondent respectivement au schéma
explicite (f = 0), schéma de Crank-Nicolson (f = 0,5) et schéma totalement
implicite (f = 1).

Les trois lois de variations locales correspondant A ces tross schémas sont
représentées sur la figure (I11-4) :
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Schéma expljcitcj

Schéma de
Crank-Nicolson

.
7

t

—

\ t‘+ At

Schéma totalement )

implicite

Figure I1.4 : Lois de variation locale pour la discrétisation en temps

Donc équation (II-21) devient:

(o). ~(p0) ]%:= Hl'%fl *(F%U%Pf ) (F%i -(F%%)i (I1-26)

b . . s o
A partir d’une lot de variaton locale, les différents termes de (FT}S()nt
ox

représentés par les relations sutvantes :

ap@p =f ap@p +f 200 +b (I1-27)
¢} 0
avec, dg = rc s ao :_r—o_— 3 32) = rO > a% = rd
AXE AXO AXO AXE
A 0 ( 0 0 0
a?=p°§, b= apep+ (1-F) la%(w% -mp)~ ao(tp% *cpo)l (11-28)

ap = péx—qvfag + fa,
At

Stabilité du schéma de discrétisation tem porelle

Examinons plus en détail les trots principaux schémas : explicite, Crank - Nicolson
et totalement implicite. Dans toute la discussion qui suit, nous considérerons que

I" et p sont constants, et ne distinguerons donc plus az et ag ...

Le schéma explicite est obtenu en posant f =0 dans ’équation (I1-27) soit :

(V%]
9]
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0 0 [}
ap@p =2EQE +a000 +(ap —2E ~a0 )ep (11-29)

La valeur de @r 2 linstant t + At ne dépend pour ce schéma que des valeurs de ¢
i linstant précédent. Ainsi, le calcul de ¢ a chaque pas de temps ne nécessite pas
la résolution d'un systéme linéaire. Cependant le sch¢ma explicite souffre d'une
sérieuse limitaton. En cffet, si 'on perturbe  op, oy doit suivre la perturbation
dans le méme sens. Pour ce faire, 1l faut que :

ap —AE —TaAQ > ()

ce qui signifie, cn considérant un maillage régulier, que le pas de temps ne doit pas
dépasser la valeur limite :

o]

Ax
2T

Si cette condition n’est pas remplie, des solutions sans aucun sens phvsique

At(p (11-30)

peuvent étre obtenues.

I.a condition (II-30) est un critere classique de stabilité du schéma explicite . Ce
critere peut conduire a des temps de calcul longs car plus on veut raffiner le
maillage, plus 1t faut réduire le pas de temps.

Nous allons illustrer la différence entee les trois schémas a partir d'un probleme
simple. Nous considérons dans l'équation (11-27) que ¢y et @, sont bloqués a
zéro. Dans ce cas, pour un maillage régulier, nous déduisons de (I1-27) la relaton :

o T (11-31)

avec, A = oA (11-32)
X

Le fait que @ et @, solent toujours nuls nécessite que  @p tend vers zéro lorsque

¢ tend vers linfini. La raison de la suite géométrique ¢r doit donc étre en valeur
I . . /0 . ) . .
absolue inférieure a 1. Les variations de ¢/ ¢p  ¢n toncuon de 4, pour les tross

schémas, sont représentées sur la (Figure I1.5).

On voit sur cette figure que seul le schéma totalement implicite conduit a des
valeurs positives quelle que soit la valeur de A . Pour des grandes valeurs de 4, le
schéma de Crank - Nicolson donne pour ¢y /l(plil) unc valeur comprisc entre -1 et
0, ce qui signific que les valeurs de g vont osciller entre des valeurs positives ct
négatives en tendant vers 0. Le rapport @p / (p?: devient inférieur a -1 avec le
schéma explicite st A > 2 les oscillations de ¢ ne sont alors plus amortics et la

solution diverge.

(V2]
(V5]
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1,0

o8 *mplm;to ....... -

0,8 : :
¢ e’o(plic}ite%
0,6 rank: Nicplson
0,4 : LS S
1 :
¢P 0,2 [\-i"
$° -0,0
?

-0,2
-0,4

-0,6 {2
_0 ’8 bavenefen ‘ correment

P S

0 2 4 6 8 10 12 14 16 A

-1,0

Figure 11.5 Comparaison des schémas exphcite,
Crank - Nicolson et implicite

Ainsi, le schéma totalement implicite répondant aux criteres de simplicité
et de réalité physique de la solution, nous l'utiliserons de préférence dans
toute la suite de notre travail.

11 est cependant reconnu que le schéma de Crank - Nicolson est plus précis que le
schéma implicite pour des petits pas de temps. Ce résultat est prévisible car pour
de petits pas de temps les variations de @ en foncton du temps sont presque
linéaires, tandis que le schéma implicite décrit des variations exponentielles.

Remarquons enfin que la stabilité " inconditionnelle " du schéma totalement
implicite n'est assurée en toute rigueur que pour un systeme linéaire |9},

II. Méthode de volumes finis pour les problemes de diffusion en deux
dimensions

La méthode de discréusation utilisée en une dimension est étendue a celle de
deux dimensions. Pour illustrer ceci, nous considérons Péquation de diffuston en
deux dimensions :

o) _ 3 [ 90|, 9% s (I1-33)
ot ox\ o0x ) oy\ Oy

Le maillage est donné dans la figure 11.0.
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YA N

Figure I1.6 : Matllage bidimensionnel

I’équation discrétisée est obtenue par mtégration en espace et en temps :

t+At e n

‘[J‘J‘a(p(p)dvdxdt H'[Atj[:][ ( ]d}d dt+t+ftﬁaa}[ ?;dedxdt

t oS t os t os

t+At e n
+ | [[Sdydxdr (11-34)

t os

La discrétisation de 'équation de diffusion sur le volume de controle est :

[00), —(po) JAxay = KF %EJC - (F Z(pl }Ayﬂt

X

(I1-35)
O o
2] 22| jaxAr +SAxAy
%), \ %)
En choisissant d’utiliser le schéma totalement implicite, on obtient :
apPp = 2pPrt+ 20Po tan@y TasPs+b
[, ;
avec, ap= ag+ aop+tay+ag, ag=——Ay, ap= L Ay , ag= L, Ax,
Axyg Axo Avg
[T ! Ax Ay
=L Ax | b=S. AxAy —apgo 2y =p XA (11-36)
Ayx At

1II. Etude de probléme de convection diffusion

Les effets de convection diffusion ont une influence importante, sur I'étude des
écoulements a surface libre.

Dans cette partie, on suppose que le champ de la vitesse est constant, et on
cherche a trouver un champ scalaire ¢ dont 'évolution en temps et en espace
est régie par Péquation suivante :
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3 — -
—52 + div(p(pV)= div(rgrad (p) + S (11-37)
t

Le processus de diffusion affecte la distribution du transport de la propriéte @
dans toutes les directions, alors que celui de la convection est influé que dans le
sens de ’écoulement.

La superposition d’'un probleme convectif et dun probleme diffusif condutt
donc 2 la simulation d’interactions entre un transport a la vitesse V et une
diffusion du champ scalaire ¢.

Pour étudier le comportement de la solution de ce systeme, on doit faire une
comparaison qui sera définie par expression qui représente I¢c rapport entre le
terme de convection et le terme de diffusion.

1. Etude d’un probleme de convection diffusion pour un écoulement
unidirectionnel

En absence du terme $SOuice, Péquation de convection  diffusion
unidimensionnelle pour un régime permanent st régit par le systeme d’équations
sutvant :

e Equation de quanuté de mouvement

e Equation de continuité

4 (pu)=0 (11-39)
dx
ou, U : représente la vitesse dans la direction x et I ¢ représente le coefficient de

diffusion.

avec, o(0)=o, (11.40)
o(L)= oL (IL.41)

2. Solution exacte du probléme de convection diffusion unidimensionnelle

La solution exacte d’une équation de convection diffusion sur le domaine
[O,L] est donnée par la relation sutvante :

exp(Pe}—j-—l

plx)-ol0) _ L (11-42)
o(L)-0(0)  exp(Pe)-1 | .

ou, Pe: représente le nombre de Peclet, qui sera définit par Pexpression

pUL
1.43
= (I1.43)

Le résultat de cette interpolation dépend donc de la nature de P’écoulement
caractérisé par le nombre de Peclet qui indique Pimportance de la convection et
de la diffusion.
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En effet, si Pe = 0, on se trouve dans le cas de la diffusion pure. La solutton de
ce systéme est lincaire.

Si le nombre de Peclet est grand, on se trouve dans le cas ou la convecton est
fortement dominante, Iinterpolation se fait en adoptant la valeur de la cellule
amont. (La valeur de ¢ en x=0 scra la méme dans tout le domaine, donc

o(x)= o).

Si le nombre de Peclet est faible, dans ce cas la diffusion est fortement
dominante, c'est la valeur de la cellule aval qu’est adoptée. (On prend la valeur de
¢ en x=L dans tout le domaine d’¢tude, donc o(x)= o).

Ces résultats peuvent étre résumés dans la figure (11.7)

®

N ’

I T AR :

Pc - |

Pc>1

>y

4
'
«
'
)
'
'
‘
|
[
1
1
1
«
«
'
'
'
'
'
'
.

0(0)

X
0 L

Figure 11.7 : Interpolanon de @ sur [0,L]selon la valeur du
nombre de Peclet

3. Application de la méthode des volumes finis sur Péquation de
convection diffusion unidimensionnelle

e Discrétisation spatiale

On définit un domaine de calcul qui sera représenté par une grille, le volume de
controle est délimité par les faces I3 dans la direction des X croissants et O dans

la direction des X décroissants.
Ax

Axy;

\11 h
AN Ll

Figure 11.8 : Discrétisation
unidirectionnelle
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Lintégration de 'équation de convection diffusion (I1-37) sur le volume de
controle représenté par la figure (1I-8) cst donnée par lexpression suivante :

(pAU9), ~(pAU9), = (FA%) ~(FA %{") (11.44)

et I’équation de continuité (11-39) scra définit par
(pUA), ~(pUA), =0 avec, A, = A, = A (11.45)

On ne peut pas résoudre cette ¢quation directement, cat clle est foncton des
termes de @, et @, qui ne sont pas définis.

Dong, il est nécessaire d’avoir recours a une interpolation pour se ramenct a unce
équation ou la seule valeur de ¢ correspond au centre du volume de controle qui

intervient.
1l existe plusieurs schémas d’interpolation de précision variable.

IV. Schémas d’interpolation

On peut présenter les différents schémas d’interpolation par la figure sutvante :

Schém'a‘ de
QUICK

Figure I1.9 : Schémas d’interpolations

1. Propriété des schémas de discrétisation

Les propriétés des schémas de discrétsation les plus importantes sont liées a
112], 113] :

s La conservation ;
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s La fronuere ;
¢ Au transport].

* Propriété de conservation

L’intégration de I’équation de convection diffusion a donn¢ des équatons
discrétisées conservatrices faisant intervenir le flux de la propriété ¢ a travers les
faces de volume de controle.

Pour assurer la conservation de ¢ pour toute la solution du domame, le flux
sortant d’'un volume de contrdle doit étre égal a celur rentrant au volume de
controle a travers la méme face.

» Propriété de frontiére

Pour résoudre des problémes correspondant a des ¢quations complexes, on doit
utiliser la technique qui commence par le processus de résolution a partir d’une
distribution supposée ou devinée dec la varable ¢ puis exécuter des ajouts
successifs jusqu’a ce que la solution converge.

Scarborough a montré pour quune méthode itérative converge, 1l est nécessaire
que la relation sutvante soit vérifice.

2l (<1 pour tous les noeuds
m{ (1 pour au moins un noeud (11-46)

Si le schéma satisfait ce critere alors la matrice des coefficients résultante est a
diagonale dominante.

Pour cette raison, le dénominateur de (1I-46) doit ¢tre suffisamment important
ou encore la linéarisation des termes de source doit fournir un terme de source
Sp toujours négatif.

La dominance diagonale est un critére utiliser pour satisfaire la propriéte de
fronnere.

De plus, tous les coefficients des équations discrétisées doivent avoir le méme
signe (positif).

Ce qui veut dire physiquement qu’unc augmentation de la varrable ¢ a un nceud
donné doit résulter de "augmentation de ¢ en tout nceud voisin a ce dernzer.

¢ Propriété de transport

Cette propriété nous renseigne sur Peffet de la direction de ’écoulement et de la
tendance relative de la convection par rapport a la diffusion.
2. Schéma aux différences centrées

Ce schéma propose 'hypothése que la varianon de ¢ est linéaire d’'un nceud a
son voisin immédiat, en considérant que les mterfaces des volumes de controles
sont a mut distance entre les neeuds.

we:%(wpwf:) (I1-47)
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_1
0o = 2(<pp +00)

= [@} _9r ~®o
dx /, (Ax)o

on a l’expression suivante :

1 1 1 1 |
- ] 4+ — U J— U - U — —
2(PU)C(PP 2(9 )C‘PE Z(P )O(PP 2(@ )O(PO e Pe

(11-48)

(11-49)

(I1-500)
Si on injecte les relations (11-47), (11-48), (11-49) et (1-50) dans Péquation (11-44),

L.

AXE

(O3

Pa

X0

(11-51)

Par approximation, on définit les variables F et D représentant respectivement le
flux massique convectif par unité de surface et la conductance de la diffusion :

F=pU
D=1
Ax

(11-52)

(11.53)

En remplagant les expresstons (I1-52) et (11-53) dans la relation (11-51), et apres

réarrangement de cette équaﬁon on trouve :

F F, F. F, )
D, += |+ Do —— =D, - lpg +| Do +—-
K 2] ( ° Zﬂ(’)" ( 2](“ [ 0T e

(11-54)

L’intégratton de I’équation de continuité sur le volume de controle est :

F.—F, =0

(11-55)

S on injecte et en soustrayant I’équation de continuité (11-55) du membre de
] ) q

droite de ’équation (I11-54), on obttent :

F F F. F
D, +-% Do -— F. -F, )—{F. - F, =|D.—-— |0E D =
[( + 5 )*[ 0~ )‘*( ) ( )}PP [ > j(PF ‘{ o+ 5 j(Do

En arrangeant Péquation (I1-56), il en résulte :

KDC —F2° }{DO +£2°—j+(F¢ ‘FO)}pp :(m %ﬁ)m +(DO +%’)<po (11-57)

(11-56)

On définit les coefficients de ’équation de convection diffusion par les relations

suivantes : |
ao ag ap \
D0+F~° De_fﬁ_ ao +ag +(F. - F,) \
2 2 |
Tableau 3
Donc Péquation (I1-57) se transforme a :
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apPp=agPg +apPo 01*58)

e Evaluation du schéma aux différences centrées pour les problémes de

convection diffusion

* DPropriété de conservation

Puisque ce schéma utilise des expressions consistantes pour ¢valuer les flux de
convection et de diffusion, donc on peut dire que ce schéma est conservauf.

* Propriété des frontieres

On remplace les paramétres de Péquation de convectnon diffusion pat leurs
relations dans expression du critere de fronticre, on trouve :

Ylavor] _ lotae| _ (11-59)
‘a}3+ao+0l

zlp—Sp
Ce qui mmplique que les coefficients de ce schéma satisfont le critere de
Scarborough.

Les coefficients a,et a, peuvent devenir négatifs selon le signe du nombre de

Peclet.

Fn effets, si Pe >2, la convection domine, a, sera négatf.
SiPe < -2, a,sera négatif.

Ces résultats sont en contradiction avec la regle de positvité des coefficientsa, ,

a,ctag.

* DPropriété de transport

Le schéma de différenciation centrale introduit Pinfluence au nceud Pode la
direction de tous les voisins pour le calcul des flux de convection et celut de
diffusion.
Ce schéma ne reconnait pas la direction de I'écoulement nit la distance relative de
la convection par rapport a la diffusion. Il ne possede pas la propricté de
transport.

= Dropriete de précision

Puisque le critere de frontiere exige que les coefficients de I’¢quatnon de
convection diffusion doivent étre positfs.

Donc la stabilité et 1a précision de ce schéma ne scront pas vérifiées.

Pour satisfaire ces conditions nous avons deux possibilités :

e Soit diminuer la vitesse ce qui veut dire favoriser la diminution de la diffusion

et aussi diminuer le nombre de Reynolds.
e Diminuer le pas de la grille ou c¢ncore affiner davantage le matllage.

Avantage et Inconvenient de ce schéma
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Les avantages et les inconvénients de ce schéma sont teprésentés dans le tableau

récapitulatif survant :
Avantage Inconvénients j
conservation conservatf KAk i
transport . Ne posseéde pas la
propriété de transport.
Critére de frontiere oHok N’est pas vérifié
Précision o Les résultats ne sont pas
précis.
Cas réels Horx \ On ne peut pas utiliser ce
' schéma pour le calcul des *
| écoulements en général.

Tableau 4

En résumé, le schéma centré, résultant du choix d’une loi de variation locale de
type linéaire, conduit a des oscillations lorsque le nombre de Peclet local devient
en valeur absolue supérieur a 2.

Donc, ce schéma ne donne pas de bons résultats pour le calcul des ¢coulements
en général,
3. Schéma de différenciation aval

Ce schéma prend en compte le sens de écoulement lors de la détermination des
valeurs aux faces d’un volume de controle.

Le principe de ce schéma exige que la valeur de o aux faces d’'un volume de
contrdle soit prise égale a celle de la valeur située a ’aval du neeud considéré.
Pour discrétiser les termes convectifs et les termes diffusifs, on doit choisir deux

lois de variation locale.

Le choix de ces lois se fait en découplant le phénomene diffusif de celut
convectif. (St le transport est purement diffusif, on doit s’intéresser a unc lot de
variation locale du type linéaire par morccau).

Si on prend en considération les deux équations F. =(pU), etF, =(pU),, on sc

retrouve dans deux cas :

Cas N1

Si Pécoulement est dans le sens positif, Uy > 0,(Fs > 0)etU, > 0,(F. >=0),ona:
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Pe
Po Po Q.
Uy o U
e e & .
6} 1 T
o) P E
Axo | Axl’o ‘ AX pPe I AX,: »l
| >t T —
. Figure 11.11 : Ecoulement dans le sens posiuf
Qo =0, aI-GU)
et P. =Pp (I1-61)

Si on injecte les deux expressions (I1-52) et (11-53) dans I'¢quation (11-44), on
obtient :
Fe(pe_Fo(po :De((pE —(PP)"‘DO((PP_(Po) 0162)

Par conséquent, en remplagant les deux relations (IL-GU) et (11-61) dans
’é¢quation (I1-62), on trouve :

F.op—F,00 =D (0r —@r )-D. (@0 —9a) (11.63)
Aprés réarrangement de cette équation, on aboutita:

[(F, +D,)+D. +(F. =1 oo = (F, + D, Jpo + D@ (11.64)
Cas N2

Quand ’écoulement est dans le sens négauf, ona:

U, <0, U. <0,(F, <0, F, <0)

Po @ PE
Po ?,

Figure [1.12: Ecoulement dans le sens négatf
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Le schéma de différenciation aval prend la forme :

Po =0@r (I1-65)
et P. =Py (I['é6>
En remplacant ¢, patr @pct @.par ¢g dans Péquation (11-61), on obtient :

Fepe ~Foop = De(<PE *(PP)—Do((PP —&PO) (I1-67)

En arrangement cette ¢quation, on aboutit a :

[(De —F.)+ D, +(Fe —F,)]op =(De —Fe)oe +Dogo (11-68)
Par conséquent, les deux équations (I1-64) ct (11-68) peuvent étre ¢crites de la
forme générale, qui sera présentée par Pexpression (I1-58)

Les expressions a,,a,, @, sont présentées dans le tableau récapitulatif qui suit :

do asg dp
Cas N'1 F, >0 F. >0 D, +F, D, ap +ag +(F. -F)
Cas N2 | F, <0 Fe <0 D, D, -F. ag+ag +(F. —F,)
Tableau 5

Une autre écriture plus simple donne les expressions de a,et a,dans les deux
cas qu’on a cité précédemment. Cette ceriture st ilustrée par le schéma suivant :

es parametres

Sachant que F. -F, =0, donc:
ap =ap tag (11-69)

e Evaluation des schémas de différentiation aval pour les problémes de
convection diffusion

= Propriété de conservation

Ce schéma est conservateur, puisque il utilise des expressions consistantes pour
évaluer le flux de convection.
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®  Propriété de frontiére
D’aprés le tableau précédent et léquation (II-69), on voit que tous les
coefficients de Péquation de convection diffusion sont positifs, donc la stabilite
des itérations est bien vérifice.
Par conséquent, tous les coefficients du schéma de differentation aval, satisfont
le critére de Scarborough.

Ce critére nous permet de dire que la matrice est a diagonale dommante, ce qut
nous permet d’éviter d’avoir des oscillations.

" Dropriété de transport

L’'un des avantages de ce schéma, c’est de vérifier la propriéte de transport,
puisqu’ il permet de suivre la dircction de 'écoulement.

* Précsion
Le schéma de différenciation aval est basé sur les résultats d’arriere, ce qut ne
permet pas de donnée des résultats plus efficaces.

Avantage et inconvenient de ce schéwa

L’étude des différences principales de ce schéma nous permet de détecter les
avantages et les inconvénients du schéma de différenciation aval.

Avantage Inconvénient
conservation | Conservatrice Ao
Frontiére Vérifie le critére de fronteres Hokok
Transport Permet de suivre le sens de Forox
I’écoulement
Précision Il produit des résultats erronés |

pour un écoulement non aligne de !
la grille, 1 induit de faux résultats |

de diffusion. \|

4. Schéma hybride

Tableau 6

Ce schéma est proposé par Spalding, il est basé sur la combinaison des deux
schémas, différenciation centrale et différenciation aval p [12], [13].

Le schéma de différenciation centrale est employé lotsque le nombre de Peclet
est inférieur 2 2, alors que le schéma de différenciation aval est employe dans le
cas ou le nombre de Peclet est supérieur a 2.

On définit dans cette partie le nombre de Peclet local par la relation survante :

(pU)

&)

Pe=

(T1-70)
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Par conséquent, on a deux cas a respecter :

e Casnl1:Pe<?2

Les coefficients a, ,a, ,a, sont définis par les relations sutvantes :

a0 =Dy, +%° L-71)
ag =D, 2 (I1-72)
ap=ao +ag +(F ~F,) I1-73)

e Casn2:Pc>2

Les parametres a,,d, ,dp SONt représentés par les expressions suivantes :

. ap =D, +max(F.,,0) (A1-74)
ag :De+max(0,—Fo) (11-75)

Par conséquent, ces résultas sont résumés dans le tableau ci-dessus :

af ao

max[f FN[ , = ELJ,O] max{Fl, ,(D o+ E"—j 0}
2 2

Tableau 7

On constate que les deux cas nous permettent d’aboutir a 'équation (I1-58)

o Evaluation des schémas de différentiation hybride pour les problémes
de Convection Diffusion

Le schéma de différentiation Hybride utilise les propriétés avantageuses des
schémas de différentiation aval et différentation centré.

Le principe de ce schéma bascule entre le schéma différentiation centré et le
schéma différentiation aval. Quand le schéma de différentiation centrée produit
des résultats erronés pour des nombres de Peclet élevés il passe au schéma de
différentiation aval.

w Conservation

D’aprés Panalyse des études qut ont été faites, on a constaté que ce schema est

conservateur.
s Fyontiére

Les coefficients internes de P’équation de convection diffusion sont toujours
positifs, ce qui veut dire que la matrice est 4 dominance diagonale.

» Transport
On constate d’apres le schéma différentiation aval que le schéma hybride satisfait
les critéres de transport pour des grandes valeurs du nombre de Peclet
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®  Drécision

Il donne de bons résultats qui sont semblables 2 la réalité et avec une trés bonne

précision

Avantages et inconvénzent de ce schéma

Sott le tableau récapitulatf qui résume les avantages ct les inconvénients de ce

schéma :
Avantage Inconvéntent
Conservatton Conservatrice koK
Frontiére Le critere de fronuere est vérifié rokox
Transport Le critere de frontére est vérifice rork
pour Pe >>1
Kok

. | Précision

Il donne des résultats conformes a la
réalité et avec une bonne précision

Tableau 8

5. Schéma de la loi de puissance

C’est une version approchée du schéma exponentel, i est recommandé

uniquement dans le cas d’un probleme d’écoulement unidimensionnel.

Pour le cas 1D, ce schéma donne des résultats précis et meilleurs que ceux du

schéma hybride.

Les coefficientsag,an,ap sont approchés par une fonction polynomuiale de Pe,

par morceau.

- Quand le nombre de Peclet est supérieur a 10, la diffusion est prise égale a

ZEro.

- 510 < Pe <10, le flux est évalué en utilisant une expression polynomiale.

Pour le coefficienta, , on définit les relations sutvantes :

e Pe <-10,

e (0 <Pe <10,

e De > 10, g
E

Les coefficients de '’équation discrétisée pour la convection et diffusion en une

Ag

=—D¢

E

é_rzz (1+0,5Pe) ~Pe

JE

=0

dimension sont donnés dans le tableau ci- dessous :

D, max(0.(1 - 0.1Pe,

)5 + max(F, 0))

a,
a, D, max(o, (1 -0. 1|Pee‘)5 + max (- [:,O))
a, dg +ag +(FQ—FO) ‘

Tableau 9
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Avantages et inconvénient de schéma de la loi de puissance

Les avantages et les inconvénients de ce schéma sont résumés dans le tableau qui

sutt :
Avantages Inconvénient

Précision II produit des résultats plus 1l n’est pas utilisé pour le
stables pour le cas 1D cas 2D et 3D.

6. Schémas de degré élevé pour les probléemes de convection — diffusion

Comme on a vu précédemment, la différence qui existe entre les différents
schémas présentés est le degré de précision et de la minimisation des erreurs.

" Donc pour cette raison on a pensc a utiliser des discrétisation des degrés éleves.

Le schéma de degré élevé implique plus de points voisins et la réduction de
Perreur de discrétisation par Papport d’unc plus large influence.

De plus, les formulations qui ne tiennent pas compte de la directionnelle des
écoulements ne sont pas demandées en ratson de leurs instabilités.

a. Différenciation quadratique aval : QUICK schéma

L’interpolation quadratique amont a convection cinématique utilise trois points a
poids pour évaluer ¢ aux faces d’une cellule. T.a valeur de ¢ est obtenue par une
fonction quadratique passant par deux nceuds (en chaque face) et un neeud du
cOté amont.

Po (PF-E/

Qo0
“1 Pp O Pe
.-v-'-'-—
Qo
ui-" —t's
| E EE
©° & P R
Abdx Mx/2 © Ax Ax/2 Ax
R s w3 o o 3 ~

Figure 11.13 : Cellules de calcul pour le schéma Quick
On adeuxca
s a considérer :

e Si U,>0 et U,>0: Une fonction quadrature passant par QO, O et P est
utilisée pour calculer ¢, et une autre foncton passant par O, P et E cst
utilisée pour calculer ¢..
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e Lorsque U, <0 et U, <0, les valeurs de ¢ en O, P et E sont utlisées pour le
calcul de ¢, et les valeurs de ¢ en P, E et EE sont utlisées pour le calcul de
Qe

¢ PourU, >0, les nceuds enveloppant la face ouest o sont O et P et le neeud
amont est OO, on a 'expression sutvante :

6 3 i -
=2 0a +20p — - 1-76
?, 8<Do 8<DP 8(000 (I )

e PourU, >0, les nceuds enveloppant la face e sont P et E et le nceud amont est
O ;onalarelaton quilie O, P, L= :

6 3 l -
= 00p +20p -+ 1-77
¢ S(DP 8(DE S(Po ¢ )

Pour une grille uniforme ce phénomene donne une expression qui sera la méme
que pour la différenciation central.

Si F,>0et F,>0 et st on utllise les équations (I1-76, 11-77) pour les termes
convectifs et la différentation centrale pour les termes de diffusion, alors
Péquation correspondant au probleme de convection- diffusion en unc
dimension s’écrit comme suite :

6 6 3 1
[Fe(g(PP +€;‘(PE “é@oj—Fo (g@o +§<PP *‘S‘CPOOJJ =D.(0k _(PP)_DO((PP —<PO)(H-78)

Apres réarrangement de cette équation, on trouve :

apQPp =a0Po TAEPE +300P00 (11-79)
ou:
40 ag aoo ap \
D0+§Fo +%Fe De—%ﬁ_ ~1F0 ap +ag +aco +(F. ~F,) ;

Tableau 11

St F, <0 etF, <0, les flux traversant les faces Ouest et Est sont :

6 3 1 .

=80, +300-Los 1-80

9o = 0P +200 ~ 20 (11-80)
6 3 1

¢« =—O@p +=QF ——Qfk 1-81

Pe =S Op T20E —T0EE (1 )

Substituons ces deux équations, pour les termes de convection, et celles de la
différentiatton centrale, pour les termes de diffusion, dans Péquation (II-62);
aprés réarrangement de cette équation, on obtient la méme expression que
Péquation (II-79) sachant que les termes de cette équation sont illustrés dans le

tableau qui suit :

ao ag 400 ap i
DO +1FO De_éFe —lFo —I'Fe do Tag Tare +(chF0) ‘
8 8 8 8 !
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Si on combine les deux équations des coefficients on obtient P’expression
générale valable pour une direction d’écoulement positive ou négative :

apPp =20Po +AgPE T @00P00 T ALEPEE (11-82)

Les paramétres de cette équation sont donnés par les relations sutvantes :

P ap t+ag +apo T &EE +(F3*F0) J

o D, + 8. F, + LooF, +2(1- oo )F,
8 8 8 _
aO() _laoFo
3
g D, 3oF - 8-a )F ~1(-a ) |
8 8 g

Lo

Tableau 13
avec,
a,=1pour F, >0 et a, =1pour £, ~0

a, =0 pour F, <0 et &, =0pour F, <0
b. Evaluation des Quick schémas pour les problémes de Convection
Diffusion

® Proprieté de conservation
Ce schéma utilise des profils quadratiques consistants.

Par conséquent, ce schéma posséde le critére de conservaton.

= Propriété de transport

Ce schéma est basé sur la relation qui lic les deux naeuds en amont et unc valeur
en aval. D’ou la proptiété de transport est bien vérifiéc.

s Dropriéte de frontiere

Le champ d’écoulement satisfait 'équation de continuité, ce qui implique que le
coefficient a, et égal 4 la somme de tous les coefficients avoisinant le nceud
central. Par conséquent, le Quick schéma posséde la propriété de frontiere.

Les coefficients principaux ag et a5 ne sont pas garanties étre positifs et les
coefficients agg et ag, sont négatifs.

» Pour des faibles nombres de Peclet, (Pec = g° >—§-], etsi U,>0et U, >0,le

€

coefficient Est devient négatif.

Cect peut donner lieu, pour certaines conditions d’écoulements, a des problemes
de stabilité et frontére. Idem pour le coefficient ouest dans le cas ou
Pécoulement est dans le sens négatf. D’ou ce schema est conditionnel.

Proiet de fin d’études 2004 50



Chapitre 11 Présentation de la méthode des volumes finis

Drautres parts, les équations discrétisées font intervenir non seulement les nceuds
mitoyens et les nceuds un peu plus loin ce qui donne une matrice tridiagonale qui
ne se résout pas directement.

c. Stabilité du Quick schéma

Pour enlever le probleme de stabilité du Quick schéma différentes formulations
ont été proposées.

Toutes ces formulations sont proposées pour essayer de mettre les coefficients
négatifs dans le terme de source pour ne retenir que les coefficients positifs.

Hayase et ses collaborateurs ont généralisé Papproche pour le réarrangement du
Quick schéma et ont tiré une variante stable et qui converge rapidement [13]. Le
Quick schéma de Hayase et ses collaborateurs peut étre résumé comme suit :

9o =00 +%[3<pp -290 —3¢o0] pour Fy >0 (11-83)
Pe =@p +é[3(01-: ~2¢p —300] pour F. >0 (11-84)
®o =Pp +%{3®p ~20¢ —3¢ge | pour F, <0 (11-85)
Qe = QF +“;-[3(PP ~2¢% —3¢ge | pour F. <0 (11-86)

I’équation discrétisée prend la forme sutvante :

ap@Pp =apWPo +ap@Pg +S GI'S7>

Les paramettes de cette équation sont présentés dans le tableau sutvant :

ap +ag +(F. —F,)

ap

ag D, —(1~~oce)Fe

ag D, +aoFo |
s %[3(% -2¢0 — oo . F, +é[(Do +20p ~30¢ pt.Fe +%[3(Do -20p — g N1 -, )F,

+'é‘[2@ﬁ +@ge —3¢p [1-0. )F. J

Tableau 14
avec, a,=1 pour F, >0 et o, =1pour F, >0
a,=0 pour F, <0 et ¢, =0pour F, <0

L’avantage de cette approche réside dans le fait que les coefficients sont toujours
posttifs et satisfont les criteres de Conservation, Frontiere et de Transport.

V. Maillage décalé

Dans les équations de quantité de mouvement les composantes de la vitesse
(termes de convection) jouent le role d’'une quanuté transportable.

Par contre, la pression qui intervient sous la forme d'un terme source de types
gradient ne joue pas le role d’une quantité transportable, donc i n’y a pas
d’équation sur la pression.
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D’autre part, dans un probleme d’écoulement unidimensionnel d’un fluide
visqueux, incompressible, et en absence de forces de volumes, I'incrément de

pression AP est proportionnel ApU?. Donc il nexiste pas une relation directe
entre la pression P et la vitesse U mais entre U etAP.

La discrétisation d’'une équation de convection diffusion sur le volume de
controle par la méthode des volumes finis fait intervenur les valeurs des vitesses
aux interfaces des volumes (U,, U,, V,, V).

On doit donc calculer ces vitesses directement sur les interfaces (sans avoir a
effectuer d’interpolation).

On utilise dans le cas de la discréusation de Iéquation de continuité¢ et de
gradient de pression une interpolation linéaire.

Supposons que la réparttion de pression et de vitesse et umforme, donc cette
interpolation peut induire des errcurs importantes.

Donc, on doit localiser chaque composante de 1a vitesse entre deux pressions.
Par conséquent, on utilise un maillage décale « staggered grid ».

Deux grilles décalées I'un vers la droite et 'autre vers le haut respecti\'emcnt sont
utilisées pour le calcul des vitesse horizontale et verticale.

Les équations de quantité de mouvement suivant la direction x et y sont
intégrées sur le volumes de controle entourant la vitesse suivant x ety (U, V) aux
points de localisation o et e pour U et n et s pour V.

R

1 ' 1 N
A —_—

—> U 1\ Y ,..-ri».. - Neeuds associés a P,T,C ...

Figure 11.13: Volume de controle utilisé pour la discrétisanon de
Péquation de la quantité de mouvement dans la direction x
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tern

o

U T v o’ we » Neeuds associés a P.T.C ...
>

igure I1. 14 : Volume de contrdle utilisé pour la discrétisation de ’équation
de la quantit¢ de mouvement dans la direction y

L’équation de continuité est intégrée sur le volume normal P.
q g

| ,l_

0

r ., . Al
X wo - Neeuds associés a P,T.C ...

Figure I1. 15 : Volume de contrdle unlisé pour la discrétisation de
équation de continuité
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I

BOKERS AP L W G P A e

®
Ax
[ 921

MU S S

et £

A

PN

e sarosienriong
[

> X

& Volume de controle associé aux propriétés scalaires (P,...)
Volume de contréle associé a la vitesse U

0 Volume de contrle associé i la vitesse V

o 4 + B =

+ B - &

[ T i S 2

Figure I1.16: Volume de contréle utlisé pour la discrétsaton de
Iéquation de contnuité et les équattons de quantté de
mouvement

Avec ce chotx de maillage décal¢, le calcul des forces de pression pour la
discrétisation de I'équation de conservation de la quantité de mouvement, fat
apparaitre la différence de pression entre deux pomts voisins du maillage. 11 en
est de méme pour l'équation de conservation de la masse. Ceci vient du fait, qu'il n'y
a plus a faire d'interpolation pour calculer 4, et 4, ou pour calculer U et L,

Le Quick schéma a formellement une grande précision par rapport a celui de
schéma de différence centré et celut de schéma hybride.

L’implémentation des schémas de degré élevé, tel que celut d’ordre trois peut
causer des problemes relatifs aux conditions de frontiere. Ajouter a cecy, s
génerent des couts élevés des calculs numériques par rapport aux deux autres
schémas.

Les schémas que nous avons présenté dans ce chapitre décrivent les effets
simultanés de la convection et de la diffusion par le biais d’équations discréusées
formées d’une combinaison linéaire des valeurs nodales et pondérées par des
poids nommés coefficients, composés eux aussi d’une combinaison du flux
convectif par unité de surface F et de la conductance de diffusion D [13].
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Les équatons

discrétsces

d’'un nceud

mnterne

relatfs aux schémas de

différentiations Centrale, Aval, Tlybride et Lot de Puissance pour les problemes
de convection diffusion en une dimension prennent la forme générale suivante :

apQp =a0Po +AEPE

avec, a, =a, +a, +(F, - F))

Les coefficients voisins sont représentés dans le tableau susvant

Schémas a, A

Schéma aux (, F,
différences b+ 2 D, 2
centré
Schéma de | D, +max(F,,0) D, +max(0,~F,)
différenciation
aval
Sché : g
hc crma max| F | D“-i-fi ,0 max(—F, D, r“lo

ybride ° 2 LU 2
Schéma de la D, + maxlO -0 1|pe|) J+ max F,, ,0 D, + max lO, (1 —-0. 1|Pee [} J+ max (- £..0)
lo1 de
puissance

Tablcau 15

Les schémas qui possedent des proprictes de Transport, Conservanon et
Frontiere fournissent des solutions réalistes et des itérations stables :

v" Puisque le schéma aux différences centrées ne vérific pas le critere de
transport et donne des solutions non réalistes, donc ce schéma n’est pas
approprié pour les problemes de convection diffusion

v Les schémas de différenciation aval, hybride, de la loi de puissance possedent
toutes les propriétés de Transport, Frontére, Conservaton et une haute

stabilité unidimensionnelle.

Dans le cas des écoulements multdimensionnels, st le vecteur vitesse n’est pas
2

paralléle a une coordonnée de direction, ces différents schémas qu’on a présenté

donnent des fausses diffusions.

Les équations discrétisées d’un nceud interne relatives au Quick schéma de
Leonard pour les problemes de convection diffusion en une dimension ont la
forme générale sutvante :

A,Q, =20Po tapPe TacoPoo tan:Pre

avec, ap =ag +ag +apo +ap; +(F.

Les coefficients voisins sont :

-F,)
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Quick schéma

2o D+ 8o +iar 2(-a)F,
3 8 8
e Lar
200 3 6
De __aeFe _g(l _ae)Fe - ——(1 - a(} )FU

Agp 1 - )F

Lo, ),

Tableau 16

avec, «,=1pour F, >0 et @, =lpour F, >0
a,=0 pour F, <0 et a, =0pour F, <0

Les schémas de haut degré comme le Quick peuvent réduire les erreurs genéreées
par une fausse diffusion mais ils sont moins stables numériquement. Ceux-c1 sc
manifestent par des sur dépassement ou sous dépassement dans la solution de
certains problémes y compris ceux avec de large gradient de ¢ condutsant a un
comportement non physique ; exemple des propriétés turbulentes & et k
négatives[13].

Si ce schéma est utilisé avec précaution, i peut donner des solutions avec de
bonnes précisions pour les problemes de convection diffusion.

Conclusion

Le schéma hybride est une combinaison entre le schéma de différentration
central et le schéma de différentiation aval. Ce schéma est en fait une approche
moins colteuse en temps de calcul par rapport au schéma de la lo1 puissance ct
le schéma Quick.

Pour la discrétisation spatiale notre choix s’est porté sur le schéma hybride.
Pour la discrétisation temporelle, puisque les schémas explicite et le schema de

Crank-Nicolson ne donnent pas des résultats stables dans le temps, donc le
schéma qu’on va utiliser est le schéma implicite.

On va traiter un probléme de convection diffusion pour une géomeétrie
bidimensionnelle et un régime d’écoulement non permanent.
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Chapitre 111 : Discrétisation des équations de Saint Venant

Nous avons présenté dans le chapitre I, la méthodologie a suivre pour déterminer le
modele mathématique correspondant au probléme physique traité.

La complexité¢ de ce modele mathématque ne permet pas de le tésoudre
analynquement, donc on est amené a la résolution numérique.

Pour notre étude, on s’est imité a la méthode des volumes finis, présentée dans le
chapatre 11

Dans cette partie, nous allons appliquer cette méthode sur notre modéle
mathémanquec.

[.e domatne de calcul est d’abord divisé en un nombre fints de volumes de contrdle
formant un maillage rectangulaire, sur lequel on intégre notre systéme d’équations
différenuelles de Saint Venant. Ce maillage doit étre uniforme et structuré.

Toutes les varables qui nous intéressent sont définies au centre de volumes de
controdles.

Le princtpe de la méthode des volumes finis consiste a proposer un changement de
varable, qui permet de linéariser le systéme d’¢quations différentelles.

Chaque équation de cc modéle mathémauque de Saint Venant est intégrée sur tous
les volumes de contrbles, ce qui donne un systéme d’équations discréusées qui relie
la valeur de la varable au centre de volume de contrdle i la valeur aux point voisins.
Pour avoir une bonne précision et des résultats proche de la réalité, on unlise un
maillage décalé pour la discrénsaton, ce qui permet de calculer les composantes de
la vitesse aux wnterfaces des volumes de contrdle, tendis que la profondeur de
Pécoulement, la pression sont évalués au centre de volume de controle.

Pendant le calcul, les valeurs des vitesses peuvent étre ¢levées, ce qui entraine que fa
solution de notre probleme ne converge pas, pour éviter ce probleme on utlise le
schéma hybride pour évaluer les flux aux interfaces de volume de contrdle.
Comme on I'a vu dans le chapitre 11, le schéma totlement implicite est plus stable
dans’le temps, donc on utilise ce schéma pour la discrénsaton temporelle.
Donc, nous exphquons dans ce chapitre les démarche a sutvre pour discrétiser notre

modele mathématque de Saint Venant

On peut résumer les différentes étapes qu’on va suivre pour résoudre ce probleme
dans le schéma suivant :
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temporelle

T

V
Schéma totalement
implicite

P T

Figure I11.1. Les différentes etapes i suivre pour déterminer le
systéme d’équations algébrique de Saint Venant

I. Maillage
Pour chaque nceud P, on définit un domaine de calcul délimité par les premier
voisins définis par les lettres majuscules (N, E, S, O) tel que:

E est neeud dans la directon des x croissants, et O dans la direction des x
décroissants
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N est nceud dans la direction des y crotssants, et S dans la direction des v
décroissants

On définit le volume de conrrole, sur le quel on intégre le systeme d’¢quations de
Saint Venant. Ce domaine est délimit¢ par les interfaces représentées par les lettres
minuscules (0, ¢) dans la dircction des x, et (n, s) dans la direction des vy, les points
des interfaces (n, o, s, ¢) se situent aux milicux des distances (PN, PO, PS, PIY).

On définit le pas Ax dans la direction des x, et le pas Ay dans la direction des y.

I 3 vy

N

—>
0 E
X
A
J S
Volume de contrdle
Domaine de calcul
Figure 111.2 : Volume de contrdle pour une géométrie bidimensionnelle
II. Discrétisation des équations de Saint Venant
a. Equation de continuité
1. équation de continuité intégrée sur la profondeur est représentée par
oH QHU aHV
4 + =0 (111-1)

ot 8x Oy

On doit intégrer cette ¢quation sur un volume de controle délimité par les interfaces
(0, ¢) dans la direction des x, et (n, s) dans la direction des y, cette intégration sc tait
dans Pintervalle de temps [t, t + At].
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HAlcn t+men t+Aten oH

[ ”—-—dyd di+ | II————-—dydxdt [ ”—-«-dydxdt— (111-2)

t oy t os t os
On décompose cette équation en trois termes et on intégre chacun de ces trois

termes sur le volume de contrdle.

e Intégration du premier terme de I’é équation de continuité sur le volume de
controle

Le premier terme de cette équation peut s’écrire sous la forme suivante :

l+Alen

j”—dydxdt_jdyjdx j —dt—(yn yo)(xe =xo) (Hp), o — Hp]) (T11-3) .

t os
0 -0
On définit a Pinstant t les paramétres suivants :H, Up; et a Pinsmnt t+Atles

paramétres Hp,Up.

I.mntégration spanale et temporelle de ce terme donne :

Tﬁ—dydxdr — (Hp - HO Jaxay (I11-4)

t os

e Intégration du deuxiéme terme de Péquation de continuité sur le volume

de contréle

Le deuxieme terme de Péquation (I11-2) est égal a

+A e n n t+AL CEPS -
| HOHUdydxdtzjdy [ ae [ g (111-5)
ox ax
t o s s t (o]
Pour la discrétisanon temporelle de ce terme, on udlise le schéma totalement
mplicite :
t+At o o
JHU cHU
3 dt=At (111-6)
. X 0 X :
t+Aten aHU t+At ¢ 5HG o _
j J.J.—-———dydxdt—jdy [dtj . dx=(yn—y,)(HUL-HUL)At (I11-7)
X
t os { o
Par la sutte,on a :
t+Aen
[ ] aH—Udydxdt = (H U. ~H, U, JAyAt (111-8)

t os
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e Intégration du troisiéme terme de Iéquation de continuité sur le volume
de contréle
D’intégration du troisiéme terme de P'équation (111-2) donne :

H_fmij SHV ———dydxdt= J.aHV dyufclitjdx = (H,. Vi — H, Vs ch - Xo )At (I11-9)
oy t

t os

Le troisiéme terme mtégré devient :

TlﬁaH—dedxdt_(H Va - HSVS)Ax At (1711-10)

t os

On remplace les termes intégrés sur le volume de contrdle par leurs expressions :

(5, —Hg)AxAy+(HcUe —HoUojAyAt+(HnVn —HsVs]AxAtzo (I11-11)

En muluphant équation (I11-11) par (Lj ,ona
At

(HP - HAgt) AxAy +(HCI_L “HOEOJAY + (Hn;n - HSVSJ Ax=0 (1I-12)
Or: Hp=zp +hp (111-13)
Sachant que la surface du fond est indépendante du temps, c’est a dire :

Zp = 2ZFp (IT1-14)
donc I'équation de contnuité devient :

i "hAgt)AXAy +(H,Ue ~H, Uo Ay +(H, Vo ~H,V, Ax =0 (I11-15)
Sachant que [9], [12]:

F, =H, U.Ay (111-16)
F, =H, U, Ay A11-17)
F, =H, V.Ax (111-18)
F,=H, V.Ax (111-19)
L’équaton (II1-15) se rédut :

)

S MMy +E —F +F, —F =0 (111-2 0)
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En multipliant Péquation (I11-20) par ¢p , on trouve :

0
(hp —hp)

. AxAy@p + F.Qp —F,Qp + F,@p —F @p=0 (I11-21)

Cette équation est équivaut a :

0
(Hp "Hp]

A AxAy@p +F.@p —F.@p +F,@p —Fp =0 (111-22
t

b. Equation de quantité de mouvement

o Swuivant la direction x

L’équation de quantté de mouvement intégrée sur la profondeur est comme suit :

,; T -~
aHUJr_E_(HUU v;H au}uﬁg[HUV VTH—}z U(‘+V )1+gsma z ~z1)
X

ot X oy

5h
— gHcos ot — (111-23)

Ox

On remplace U par @et on obtient Péquation suivante :
P par ¢ q

1
oH % = 15} 2 22
—@+i£HU@uvTH;@)+%(H<pV—vTH pr= gzq{u +V ]
X

. ¢
+gsu1a(zs—zf)— gHcosa —
) Ox
On note J le flux total de convecton et de diffusion, tel que:
Jo =HUgp-viHZ? (I11-25)
0x
- ¢
Jy,=HVe-vrH- (I11-20)
ay
On définit le terme de source par la relaton suivante :
— 1
X g 2 232 . .
SP = _z(pP U+V + gsula(zs— zf): 5Px(pP +Scx 011-27)
C

avec, S_, : partie constante de la linéarisation de terme source ;

Sex : coetficient de @, dans I'expression linéarisée de terme source.
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L’équaton (111-27) se simplific a:

0] h
6H(p+81x+ * =S, —gH coscc§»— (T11-28)
ot ox oy Jx

On intégre cette équation (III-28) sur le volume de contrdle qu’on a défim
précédemment. On décompose le membre de droite en trois termes et le membre
de gauche en deux termes.

1-!:1[& -n[

8

t+At n e —\ t+At n e

i B b dydt+ j ” *dxdydﬁj ” =T Ifsasaya

t+A ne h
+ J ”chosa—dxdydt (111-29)

t 50

o Intégration_du_premier terme du_membre de droite_de léquation (I1I-29) sur le rolunre de
controle dans intervalle de tenips 1, t + At

t+Atn ¢ t+Atn ¢ 5H +At A ¢ n
[ {8 0ggay =T |7 ﬂ diaxdy jﬁﬂ dt o [ oy a1 30)
t so t so p t o p [ s

St on désigne par :
0 0 ~ q2;
H=Hp et p=qp al'instant g

et H=Hp et ¢=¢p a 'instant t + At
Le premier terme est égala :
if
50
o Intéoration du deuxciéme terme dun membre de droite de [égquation (I11-29) sur le rolume de

contrile dans intervalle de temps ‘1, t + At!

+At

I %dtdxdy: [Hp(pp ~Hygp ]AxAy (I11-31)
t

Le deuxiéme terme du membre de droite de Péquation (III-29) s’exprime comme
swit :

l+/ﬁeﬂ t+At e-
j” ~dydxdt = fdtf ‘dedy e =T )y —y At (111-32)
t os

Le deuxiéme terme devient :

t+At e n
]! ij,: dydxdt=(Je —Jo JAYAL (I11-33)

t os
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o [ntégration du troisieme terme du membre de droite de [éguation (I11-29) sur le rolupe de

contréle dans lintervalle de tempsit. t + At
Le trossiéme terme du membre de droite de Péquation (III-29) sera égal a

t+A1cn t+At e

f ”—Ydydxdt— jdtjdxj—ldy (10 =70 )x, =% )t (L11-34)

t os

Alors Intégration de (III—34) donne :

1+AL e n
I jj_ydydxdt o —Jys ) AX A (111-35)

t os

o [ntégration du prepuer ferme di membre de gauche de léguation (III-29) sur le rolume de

controle dans Uintervalle de temps [t t + At/

L’intégration du premier terme de membre de gauche de Péquanon (I11-29) s’écrit
sous la forme suivante :

t+Atn ¢ ~ At

[ ]s.1 d\dx'dt—Sp‘Id\ jd\ jdt_s Ax Ay At (111-36)

Dintégration du deuxieme terme de membre de gauche de I'équation (I11-29) s’écrit
sous la forme survante :

t+Atn ¢ -~ t+at n

I “chosa%dxdydt—ngcoux jdtjdyj——dx =gH, cosa[y —v.][h. —ho]At

t so

t+Atn €
J ”chosoc—hdxdydt—ngcosa [h. - h, ]AtAy (111-37)

t so

D’équation de quantité de mouvement mtégrée sur le volume de contrdle est :

al(Pp - chngAxAy + [JxeAy ~J Ay]At + [J)mAx - J)-SAX]At = (pr(pp + Sex )Ax Ay At

~gH, cosa(h, —h, JAyAt (111-38)
Sachant que [9], [12]:
T =T AX (111-39)
J, =Jyx (I11-40)
Jo = J oAy (TI-41)
Je =JxAy (II1-42)
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L’équavnon de quantité de mouvement sera de la forme sutvante :

0 0
wmaw (Jo = Jo)+ (Ja = 3. ) =(Sextpp +S. ) AxAy — gHp cosa(h, —h,)AyAt

At
(I11-43)
En soustrayant Péquation (I11-22) de I’équation (I11-43), on aboutit a:

o 0 0o
[HP Pp _Hp @p _Hp Qp+ HP (PP]
At

AxAy HJ.—F.0, (. -E0,)+J.—-Eo, -(.-E 0,)

= (pr ¢, +S, )AxAy ~gecosaH (hc_ ~h, )AyAt (TTI-44)

On définit les relanons swvantes [9], [12] :

J. —F.0p =2z (@e — ) (T11-45)
Jo —Fogp =20 (o —¢r) (T1-46)
Jo —Fa@o =an (9o — o) (1147
Js—Fs<PP=’as(<Ps—(PP) (HT-48)

On 1njecte ces relations dans Péquation (111-43), on trouve :
o O o
I:HP(pP - Hp(pp:I ‘ ‘
— A AXAY ﬂE((DP'_(wDE)‘*‘ ao((‘PP_(Po)+aN((pp-‘(DN)+3.S((pp—(pS):(bpx(pp+b(:)AxA}.
—gH, cosa(h.—h,)AyAt (I11-49)

En arrangeant Péquation précédente, on obtient :

0 G 0
[Hp(pp —Hp(ppj|

AXAy_(ElE(pE "i’“ﬂo(po +ﬂ:\1(p:\' +ﬂs(Ps)+(7lE +ﬁ()+ﬂ‘\'+33)pp =

At
= (S, 0, +S. )AxAy —gH, cosafh. —h, JAyAe (111-50)
On pose :
0
o HpAxAy
ap=—— (111-51)
At
0
Apy =4dg +any+as +ap +ap —Sp, Ax Ay (ITI-32)
br=2p @p + S Ax Ay (111-53)

[équation de quantité de mouvement suivant P’axe des x est défini par :
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ApyPp = agPg +apPo +aN(pN +215(P5 'f‘bx +ng cosa(h(, _h{.) (TII-S*I-)

B. Suivant la direction y

Lequamon de quanuté de mouvement suivant la direction y sdexprime de la
maniére suvante :

1

), ——— ! 2 2 é ’Th
YV, o 47— VFHQY— 2l uvv- VTHO\ & V(L’ +\-’] —gHcoso
Ot ax ox ) Oy o ) ¢° i &v

(111-55)

Si on remplace V par ¢ dans I'¢quaton (111-55), on aboutita :

+—(HUcp—vTI{—"ij+fi HoV—v 12 |- & U"+V') ~glicosa
Ox ox/ 0y &) ¢ Oy

tot—

OHoe
Ot

(111-56)
Le flux total de convection et de diffusion est définit par les relations susvantes (I11-
25), (I11-206).
Le terme de source est représenté par la relation sutvante :

1
y g (F PR s
Sp=30p| U +V =Spy0p + S,y (1II-57)
C

avec, S partie constante de la linéarisation de terme source ;

Spy coefficient de ¢, dans Pexpression linéarisée de terme source ;

L’équation (111-56) sera de la forme suitvante :

0 Y cJ, G -
He + o_\Jx + J, =Sp —gHcosa (,\] (IT1-58)
ot cx Oy dx

Pour intégrer cette équanon sur le volume de contrble, on doit décomposer le
membre de droite en trots termes ct le membre de gauche en deux termes.

1+AtneaH(P t+Axnc +\1nc t+At ne
j jj P dxdydt + J I ‘dxdydt+j II——ydxdydt J‘ IJS dxdydt
t s§0O t § O t 5 @
T Tngcosaé—dxdydt (11-59)

t 50

Remarque

On constate que le calcul de membre de droite de Iéquanon de quanuté de
mouvement suivant y est le méme que celui suivant Paxe des x.
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o [ntégration du premuer terme du_membre de ganche de l'équation (111-59) sur le volume de
contrile dans Uintervalle de temps 1t 1+ At ]

“j'mf[fs ], dx dy dt =S} jdx Idy H_[Ac[itws AxAy At (111-60)

t s o

o Intégration du denxiénse ferme du_membre de ganche de [équation (111-59) sur le rolume de
controle dans Uintervalle de temps [t t+ At ]

t+Atn e t+At n ch
I ngHcosaé;—dxdydt—gH cosa jdtj—dyjdx =gHp cosa|x, —x L, —h,]At
t § 0

t s

t+Atn e -~
| IIchosa(i—h-dxdydtngpcosa[h,,—hs]AtAx (111-61)
&y

t so

Par suite, ’équation de quanuté de mouvement intégrée sur le volume de contrdle
est définie par la relation sutvante :

[Hiwg -HQ%}

Ay + ap(Po—r )+ 20(Pr— o) (v —ox) +as(@r— @)= (S, 0,5, ) Axary

At

—ngcosa(hn—hs)AxAt (IT1-62)
En arrangeant Péquation (111-62), on touve :
Ho 0 _Ho(p

= At 2P0 AXAY +ag@E +20@ +an@n +asPs — (ap + a0 +an+as Jop = (Spy @5 +Sey Jaxay
—gH_ cosa (h,—h, JAXAL (T11-63)

On pose :
apy =ap +a\1+a\+ao+ap Spy AxAy (I11-64)

0 0 .

b, =ap@p +ScpAxAy (111-65)

D’apres les relations (I11-51), (111-64) et (IT[-65), on définit 'équation de quantté de
mouvement suivant la direction y par la relation survante :

apy(pp =agPg +ao00Po + anyPn T asPs + by + ng cos (hs - hn) all‘()é)
Le systeme d’équations discrétisée par la méthode des volumes finis est:

e Equation de continuité
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0 — — —_— —
ghpA—thP)AxAy-f-HcU(,Ay—HoUoAy-anVnAx—HSVSAX =0 (111-67)

e L’équation de quantité de mouvement suivant la direction x

apxOp =2EQE +2000 + aNON +as0s + by + gHp cosa (ho —h. ) 111-68)
e I’équation de quantité de mouvement suivant la direction y

ap,Pp =AEQE +20Po + ANPN +as@s + by + gHp cosa (hy ~hy ) (111-69)
ITI. Schéma hybride

Les coefficients des équations (I1I-68), (ITI-69) sont exprimés a partur du schéma
hybride et se présentent sous la forme [9], [12]:

ap =max| I, ,(DO +PTOJ, ()} (III—70)
[ F
ap =max| ~Fe,| Do === |,0 11-71)
Fa
an =ma_x[—- Fn,(Dn ﬁ_?], 0} (I11-72)
- F

ag = max[l-*s ,(DS +-7—J, O} (ITI-73)

On définit les flux massiques par unit¢ de surface sur les interfaces des volumes de

controles :

E, = H. U.Ay (I11-74)

E, = H, UsAy a11-75)

F, = H, V. Ax (111-76)

F, = H, ViAx (111-77)

On définit la conductance de la diffusion sur les interfaces les volumes de controle :

v.H.Ay

D, =— : 11-78

- a1-78)
voHoAy

D, =—=—=-2 {1-79
A (IT1-79)

D, = YaHadx (I11-80)
Ay
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D, = YaH:Ax (T11-81)
by

Conclusion

On a émbli le systtme d’équations algébriques de Samnt Venant a partir de la

méthode des volumes finis.

Pour résoudre ce probléme on doit faire appel 2 un algorithme de résolution. Des
algorithmes sont présentés dans le chapitre IV.
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Chapitre IV : Algorithmes de résolution

Une fois le systtme d’équations algébrique est déterminé, I’étape suivante
consiste a résoudre ce syst¢me a chaque pas de temps pour un ¢coulement non
permanent.

La satisfaction de ’équation de conservation de la massc est 'un des problemes
majeurs que l'on rencontre lors de la résolution numérique des problémes
d’écoulements incompressible. Par conséquent, pour satistaire 'équation de
continuité, le champ de la vitesse doit étre nul.

Comme on I'a vu dans le chapitre III, notre modele mathématique de Saint
Venant teprésente des équations non linéaires. Fit par suite on ne peut pas les
résoudre en une seule fois, et puisque les vitesses apparaissant sous forme de
produit qui empéche la résolution directe de ces équations, et les coefficients de
chaque équation discrétis¢e dépendent des variables du probléme étudié, on doit
donc passer par une méthode itérative.

Partant des valeurs esumées, le processus itératif permet petit a petit d’améhiorer
ces valeurs jusqu'a ce qu'on aboutit a la solution du probleme a unc certaine
valeur prés définie (critere de convergence).

A la premicre itération, on donne des valeurs estimées a la vitesse et a la
profondeur de I'écoulement.

A laide de ces valeurs, on peut calculer les cocfficients des équations de quanuté
de mouvement et de déterminer une nouvelle valcur de la vitesse.

A prés avoir calculer le champ de vitesse, il est nécessaire d’imposer I'équation de
la conservation de la masse pour déterminer la nouvelle valeur de la profondeur
de I'écoulement.

Ces nouvelles valeurs ne satisfont pas 'équation de continuité (divV =0), on doit
donc cotriger la vitesse et la protondeur de 'écoulement de maniére 4 forcer la
conservation de la masse tout le long du processus itératif.

Les différents algorithmes qui existent dans la méthode des volumes finis pour
résoudre ce typce d’équations, et qui conduisent 2 une équation de correction de
la profondeur de Iécoulement, sont largement employces et développées par
Patankar et Spalding

Parmi ces algorithmes, on cite : l'algorithme Simple et ces vanantes (Simpler,
Simplec et Piso, Simplest.), qui sont les plus largement employces ct udlisés.

Ces algorithmes peuvent étre mis en ocuvre sur des grilles décalées ou non
décalées.
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I. Algorithme SIMPLE
Contrairement 2 ce que pourrait penser le lecteur, SIMPLE ne veut pas dire
simple, mais "Semi Implicit Method for Pressure-Linked Equations”, ce qui
change tout, évidemment.

Cet algorithme a ét¢ mis au point par Patankar et Spalding (1972).

1. Principe de algorithme SIMPLE

Le principe cst de partir d’'une profondeur constante h', qui par le biais des
équations de conservation de la quantité de mouvement, conduit 2 un champ de

— —_—
vitesse approchée (U , V j

Des corrections successives sont ensuite apportées 2 'un et a Pautre de fagon a
se rapprocher petit a petit d’'une solution qui satisfasse de mieux en mieux
Péquation de continuité.

Les différentes étapes sont répétées jusqu’a ce que Perreur sur chaque équation
de conservation, sut chaque volume de contrdle, soit inférieure a unce valeur
définie au préalable.

a. Forme générale du systéme d’équations de Saint Venant discrétisées

La discrétisation du systéme d’équations de Saint Venant est :
a pxUp = a[.;Ul'.". +ap Uo + asUS, + aN LTN + bx + ng cos (h“ - h,_)AY (1\/—1)

apy Vp =ay Ve +ao;<) +agVs tanyVn +by+ gHpcos Oc(hS —hn)Ax (IV-2)

On pose :

Sa Un =apUs +a0Uo +agUs +axUx V-3
Zanb_{]-nb = a,f\?E + ao_\;o +ag gs +aN §N (1\7_4)
Ape =gcosa HpAy (IV-5)
Apy =gcosa Hp Ax (IV-0)

On remplace les équations (IV-3), (IV-4), AV-5et (IV-6) dans (IV-1) et (IV-2),
on aboutit a :

apy GP =Zﬂnb an +by +(h(, —hc)A Py Iv-7)

aPY{;P __'Zanbvnb +by +(hs "‘hn)fxl—)y (-[\/I—S)
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b. Correction de Ia vitesse

Dans cette étape, on doit établir une estimation sur la cote de la surface libre. On
pose h=h’", ce qui permet d’estimer la vitesse suivant les directions x et y par les
quantités U etV ,tel que ‘U=UectV=V .

Les équatons (IV-7) et (IV-8) deviennent :

Apx Up :Zanbﬁnb +(h:)"_h:3)APx+bx (IV*())

—_—

—* * *
apy Vp =224 Vab +(hS —hn)Apy +by aV-10)
Les vitesses précédentes ne satisfont pas 'équation de continui¢, on corrige la
cote de la surface libre en écrivanth =h + h'.
Cette correction de la cOte de la surface libre entraine une correction sur la

vitesse qui sera égale a U' suivant la direction x et V'suivant y, ces deux

quantités vérifient les relations suivantes :U=U'+U ¢t V=V'+ V'

Fn soustrayant membre 4 membre équation (IV-9) de (IV-7), il vient :

apeUp = S Unp + [y —ht ) A v
Fn soustrayant membre 4 membre Péquation (IV-10) de (IV-8), on trouve :
apy V'P - Zanl) VT'nb + (hs —hn )A Py (IV—12)

2. Application de P’algorithme SIMPLE

a. Equation de correction de Ia vitesse

L’hypothése de L’algorithme SIMPLE consiste a négliger la contribution des
termes aux points voisins 1 2.an, Unb =0 et 2 Vi =0

D’ou les équatdons (IV-11) et (IV-12) deviennent :

apxUp=(h;—hL)Apx IV-13)

Apy \’TP z(hs _hn )iﬂpy (IV-14)

On établit ainsi les équations des vitesses corrigées :

- ' " YA pg

UP:UP-I-(hO_hC) Fs (IV-].S)
APy

—_ —s . \Ap

Vp :V1’+(hs _hl]H (I\/T_16>
apy

On définit :
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Apy

dpg =—F IV-17)
apx
A

dpy = —> (IV-18)
apy

Si on injecte les expressions dpcet dpy dans les relations (IV-15) et (IV-16), les

équations des vitesses corrigées sont de la forme suivante :

Up = U +{b, —hl o (IV-19)

Vo=V +{ol b, Jdy, (1V-20)

b. Equation_de correction de Ia céte de Ia surface libre
I.a discrétisadon de Péquation de continuité par la méthode des volumes finis

est:
hiﬂ)AXAY elm.0)- 0 | ay -+, v )- (1., Jax =0 IV-21)

Pour calculer les vitesses U, U V. et V,, on udlise le maillage décalé (figure
IV.1).

'™
® - .-
N
- _ _
aw . -H - ne
. ---e- .
W P \\ E
.S {a)
e ee volume de contrdle autour
b d’un noeuden v
Mnoeuds pour la composante v de la vitesse

® )

volume de contrdle autour
d’un noeud en u

@noeuds pour la composante 1 de la vitesse

Figure V.1 : Grilles décalées
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D’aprés les équations de correction des vitesses (IV-19) et (IV-20), on définit les
relations suivantes :

Ue=U. +d.(np hip) IV-22)
Uo =Us +do bl ~p) (aV-23)
V. =Va+da(hr -y (1V-24)
;S =§5 +d5(h;~ ”“‘h'p) av-25)
.\e
avee, de = - (IV-20)
de
A,
do = (Iv-27)
d,
A,
dy =— (TV-28)
as
Ag
do = (IV-29)
2,

Si nous substituons les expressions (IV-22), (IV-23), (IV-24) et (IV-25) dans (TV-
21), nous obtenons une équation discrétisée portant sur les corrections de la cote

de la surface libre :
0 . o B o
£hLA_:1_P)AXAy+|:HeU et dc Hc(hP—hE)]Ay_{HQU o+d(, HO (h() —h]) ):'Ay
J{H“v o +doHao; ‘h'N)JA‘—[HsV c+d,H by~ b )}AX:O (IV-30)

En arrangeant I'équation (IV-30), on aboutita :
[d.H, Ax+d,H,Ax+d . H Ay +d,H, Ay |hp

: | | 1 lhp —h}
=[d5HsAxh5 +d HyAxhy +doHoAyho +d He Ay lllq]—MAxAy

At
~|H.UcAy-H, U, Ay+}ll,§;Ax—Hs{f_§AxJ aIV-31)
On pose :
ap =d,HyAy (1V-32)
ag =d.H.Ay ‘ (TV-33)
as =d,HAx (IV-34)
an =d,H,Ax (IV-35)
ap, =d H,Ax+dHAx+d . H.Ay +d H, Ay (IV-36)
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h _ho — — " J—
b=——EA—-P—AxAy—-Hn ViAx+H, V. Ax—H.UAy+H, Uo Ay (IV-37)
t

A partir de ces étapes, on peut définir Péquation de correction de la cote de la
surface libre qui est égale a :

aphp :aEhE +aNhN +ashs +ﬂ()h()+b (I\’T—:’)8>
¢. Représentation de Ia géométrie du maillage

Dans un repére cartésien bidimensionnel, on définit un maillage rectangulaire.

Le domaine de calcul est délimité par les interfaces I et O qui représentent I'Est
et ’Ouest respectivement, et N et S qui reptésentent le Nord et le Sud.

Ces nceuds sont donnés par les coordonnées suivantes :
E(I+1, J) > O(I-].,_]), N(‘[: J+1)> S(Ia Jfl)

Le volume de controle est délimité par les interfaces e et o qui représentent I'Est
et POuest respectivement, et n et s qui représentent le Nord et le Sud.

Ces nceuds sont donnés par les coordonndes suivantes :

e+ 1,]),0GJ), n(Lj + 1), s(L,)).

. I :
[-1 1 ; i+1 I+1

N J+1
,,,,,, 5 ®n O Rt
— () ® o "p .e E ]

: @ i J
<
S 1-1

. Figure IV.2: Géométre bidimensionnelle

A partit de ce schéma, on peut présenter les équations de quanuté de
mouvement et de correction de la cdte de la surface libre par la forme suivante

¢ Equation de quantité de mouvement

Les équations (IV-7) et (IV-8) s’écrivent :
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aua,] =Zanb6:1b +(h1J _h;l,J )AI,J +br; (IV-39)
QI,J\_/I,J = Zﬂub€72b +(h;i _h;,j+1 )AI,J +by (IV-40)
¢ Egquation de correction de la céte de la surface libre

L’équation (IV-38) s’écrit

apyhry=ary by +ap g hreg +ag jahy o Fag e by +by (IV-41)

¢ Equations des vitesses corrigées et de la cote de la surface libre

U =U I,J—I-(h'i,J —1’1'i+'1, J)dxu (1V-42)
VL=V, +(hl’i - hLJH)dyLJ (IV-43)
hy :h¥,J+hI,j AV-44)

L'algorithme SIMPLE se déroule sutvant les séquences suivantes :
1. Estimation de la profondeur h.

2. Résolution du systeme d’équadons discrétisées de la quantté de
mouvement (1V-39, IV-40) et déterminatdon de la vitesse suivant x et y qui

—— —

serontU , V .

3. Résolution de I'équation de correction de la cote de la surface libre (IV-41),
ct détermination de h.

4. Calcul de la nouvelle profondeur de I'écoulement qui sera donnée par h, tel
que: h=h'+h’

5. Détermination des nouvelles valeurs U et V. a laide de la valeur de la
profondeur h qu'est a ¢été calculée dans I'étape 4 et a partir des équations
(IV-42) et (IV-43).

6. Avec cette nouvelle valeur de la profondeur, on poseh” =h, et on retourne
en 2 jusqu’a convergence.

On pourrait remarquer qu’on a négligé les termes, 2.2 pPyp dans les équations
(IV-17), (IV-18). En fait, cela n'est pas grave. L'algorithme est appelé semi
implicite du fait de devoir itérer entre les équations de conservation de la
quantité de mouvement et celle de la conservation de la masse.

De fait, le critére de convergence dans cet algorithme doit étre choisi avec soin, il
faut s'assurer que les correctons de la profondeur sont négligeables, un bon
indicateur est le terme source b dans I'équation de correction de la céte de la
surface libre (équaton (IV-41)).
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Des problémes de divergence peuvent également survenir, il est donc parfois
nécessaire de relaxer la cote de la surface libre. Dans ce cas, la nouvelle valeur de

la cote de la surface libre dans I'étape 4 cst obtenue par : h=h +a h'

ou, o est un coefficient de relaxation de l'ordre de 0,8. On donne ci-dessous
Porganigramme de I'algorithme SIMPLE[12] :

o L’organigramme de lalgorithme SIMPLE
L’organigramme de lalgorithme SIMPLE est illustré dans la figure ci-
dessous[12] :

ETAPE I: Résoudre les équations de quantité de mouven
discrétisées

a['dy—(jl,] :Zanb Uuh +b[‘./ +(h.r,./ ‘*h*Hl,J )A/,J
' I7J=Za"by nb +b1,.} +(h'l,] ”*h‘l‘jH)A[J

oudre I’équation de la correction de la cote de la surface libre

a, by =ap oy F ey a0t a, uh,, tbi,

1
¢ l'. ..
PE 3 : Corriger les vitesses et lacd
: la surface libre

:v’g'l,‘/ + (h',,./ — Wi )d,

10 T h/,./

NON
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I1. Algorithme SIMPLER

L’algorithme SIMPLER (SIMPLE révisé) de Patankar (1980) est unc vetsion
améliorée de SIMPLE. Dans cet algorithme, /'équation discrétisée de continuite (117
21) est utilisée pour deriver une équation discrétisée pour la cite de la surface libre | au licu
d'une équation de la correction de la cote de la surface libre comme dans
SIMPLE. Donc la la cote de la surface libre intermédiaire est obtenue sans
l'usage d'une correction directement. Cependant, les vitesses sont encore
obtenues a travers les corrections de la vitesse (IV-19, IV-20) de SIMPLE.

La solution numérique est obtenue avec algorithme SIMPLER a chaque ¢rape
de temps.

1. Application de Palgorithme SIMPLER

Les équatons de quantit¢ de mouvement discrétisées (IV-7), (IV-8) sont
réarrangées comme suite :

- Zﬂnbﬁnb +b‘{ Ap .
Up = +(ho _he) - (IV-45)
apx dpg
- Zanb vnb +by Apv
Vo = "+ (hy—h, )— (IV-46)
a Py a Py
S1 on ualise les formules (IV-17), (IV-18), on aboutt a:
_— Z Aab 6_ b + b,
Up = . E = 4+ (ho —h. )d Px (TV-47)
A Py
Vp = 2 ! + (hs - hn )d Py ([V—48)
a Py
On peut présenter les pseudo -vitesses par les relations suivantes :
fj _ Z dnb U ab + b X
P = (IV-49)
a py
iad _ Z A nb V nb + b y
P = (TV-50)
ap y

St on injecte les deux équations (IV-49) et (IV-50) dans les relagons (IV-47), (TV-
48), on obtent les équatons de correction de la vitesse :

Up =U, +(ho —he ) dps (IV-51)
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Vo=Vb+{hs—ha) dpy (IV-52)

D’aprés les équations de correction de la vitesse (IV-51) et IV-52), on définit les
équations de correction de la vitesse a chaque nceud du volume de contrdle (cn
utilisant le maillage décalé):

U =U,+dc(hp-hg) (IV-53)
U, =U,+do(ho—hp) (IV-54)
V. =V, +da(hp—hn) (IV-55)
V. =V,+d,(hg-hp) (IV-56)

En remplacant les relations (IV-53), IV-54), (IV-53), (IV-56) dans I’équation de
continuité (IV-21), Péquation de la cote de la surface libre est exprimée par:

4} ~ ~
K}—‘PT_:IKJAxAy{HeUC +d.He(h, —hE)}Ay—{HOUO +doH,(ho fhp)}Ay
{H n(/,, +d Hy(h, —hy )}Ax -[HS\N/S +d H(hs —hp)}Ax =0 (IV-57)

En arrangeant équation (IV-57), on aboutt a :

AxAy
[danAx+dSHSAx+chcAy+dOH0Ay+ . )}hp :[chcAth: +doHoAyho]

At

[dSHSAth +d,H,Axhy ]+[— H U Ay+Ho U, Ay —H, V, Ax + H,V, Ax}

hp

+Dlaxay =0 (1V-58)

On pose :
hy ~ ~ ~ ~

b:—AﬂtAxAy—HnVn Ax+H,V.Ax—H. U Ay +H,U, Ay (1V-59)
A partir des reladons (IV-32), (IV-33), (IV-34), (IV-35) et (IV.59), on obtent:
aphp =aghg +ayhy +ashs+aoho +b (IV.60)
Remarque

Les coefficients de I'équation (IV-60) sont les mémes que ceux de l'équaton de
la correction de la cote de la surface libre (IV-38), avec la différence que b cst
fonction des termes de pseudo vitesse. Par la suite, les équations discréusées de
la vitesse (IV-7, IV-9) sont uglisées dans la résolution de I'équation de la cote de
la surface libre. Les équations de la correction de la vitesse (IV-19, 1V-20) sont
utilisées dans l'algorithme SIMPLER pour obtenir les vitesses corrigées. Par
conséquent, 'équation (IV-38) doit aussi Ctre résolu pour obtenir les corrections
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de la c6te de la surface libre et pour faire les corrections de la vitesse.

D’aptes le schéma de la figure 1V.2, on peut présenter les équations de la
correction de la vitesse et de la coOte de la surface libre par les formules

suivantes :

— Zanb[_an +b[‘} [\I,]

Uiy = by —hyeny )= IV-61)
ar) ar,]

— Zanb\_fnb +b1, AIJ

Vi) = J +( Lj —hr )— IV-62)
aLJ 211,_;

Les relations des pseudo vitesses sont :

~ 2. anp Unb +by

UI,J = (IV—63)

aw
""r zananb +b['J
Vi) = IV-64)
a 1.]

Les équations de la vitesse sont :

_ - Ar

Uty =Usj +(bic —hive ) (IV-65)

al,_]
_ - A
VI,J =V +(h1,,'—lm,,+1):lIJ (IV-66)

Les séquences de calcul sont les sutvantes :

1. Le champ de vitessc ct la cote de la surface libre sont esttmés en tous les

points du maillage U,V ,h".

[

. A partir des équations (IV-49) et (TV-50), on calcule les champs de pseudo
vitesse U,V .

3. On résout ’équadon de la cote de la surface libre pour déterminer la valeur
de h (équation 1V-60).

4. On résout les deux équations de quantité de mouvement, et on calcule le
—_—r %

champ de vitesse U,V (le terme de la cote de la surface libre est évalué
avec les résultats de étape 3).

5. On résout I'’équation de correction de la cote de la surface libre, ct on
détermine la valcur de la correction de la cote de la surface libre.
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6. On utilise la valeur de la cote de la surface libre de Iétape 5, et on corrige le
champ de vitesse U,V .

7. On retourne a létape 2 et on répéte les opérations 2 2 0 jusqua la
convergence.

8. On vérifie la convergence. Si cette étape est attelnte, on passc a ’étape 9
sinon on retourne a étape 2.

9. On passe au pas de temps suivants = £+Af, puis on retournc a I'étape 2 et
on refait les mémes €tapes.

v Le critere de la convergence mentionné a étape 8 est bas¢ sur le terme
source dans Péquation de cotrection de la profondeur de I’écoulement. 1l est
donné par expression suivante :

> > b;<10”
b

v Par suite, on définit le critére de convergence qu’en utilisant 4 chaque étape
de temps par la formule suivante :

ppITNET I
i
PIPIN
i

ob, ¢ est Pune des variables qui caractérise notre probléme physique U,V,het k

<107°

représente la k° itération.
v Pour éviter le probléme de divergence de programme on utilise la technique
de sous relaxation.

o L’organigramme de l'algorithme SIMPLER
On peut présenter Porganigramme de Palgorithme SIMPLER par le schéma qui

suit {12] :
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ETAPE II : Résoudre 1’équation de la cote de la surface libre™ "
ayhy; = alf],Jhi—l,J +ag g hyy +ag oy tagh g, +byg

ETAPE III : Résoudre les équations discrétisées
quantité de mouvement : '

pom— —_— * *
_ a/,JU 1,4 = ZanU v+ b/,J + ‘41,.1 (h N W
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L@
©

Meittre:

+ ’

h[.,Jf! + bl o

ETAPE V : Corriger les vitesses
Ursy=U 14 +(h',,J —h;+!,J )dl,J

—_— ) .
=V ] +(h j—h [,j+1}iu

WUV

NON

II1. Algorithme SIMPLEC

Lalgorithme SIMPLEC (Simple Logique) de Van Doormal et Raithby (1984)
suit les mémes pas comme l'algorithme SIMPLE, avec la différence que les
équations de la vitesse sont manipulées afin que les SIMPLEC ¢équations des
vitesses corrigées omettent des termes qui sont moins considérables que ceux
omis dans SIMPLE|12].

¢ L’équations de correction de la vitesse pour la composante U est donnée par:

Up =dp, (h'o —h'c) (IV-67)
avec,dy = A (IV-68)
apx —Zﬂ nb

De la méme facon pour la composante? , I'équation de cotrection de la vitesse
modifiée est :

Ve =dpy (h; *h'n) | (IV-69)

Projet de fin d’étude 2004 83



CHAPITRE 1V Algorithmes de résolution

Apy

Apy — 2a ab

dpy = (IV-70)

Les équations discrétsées sont les mémes comme pour SIMPLE, sauf que les
termes de dp, et dp, sont calculées pat les relations (IV-67) et (IV-70)

IV. Algorithme PISO

L’algorithme PISO qui représente la pression implicite, est une procédure
développée pour le calcul non itérative des courants (fluide) compressibles

instables initialement.

Il a ét¢ adapté pour la solution itérative des problemes de I'état stable avec
SUCCEs.

L’algorithme PISO utilise une premiére correction de la cote de la surtace libre
identique 2 cclle de SIMPLL. Une deuxieme étape de correction est effectuée (au
cours de méme itération) en vue de micux satisfaire de I’équation de quantité de
mouvement et 'équation de continuité.

e Le premier pas de correction

¢ Les champs U etV ne satisferont pas la continuité 2 moins que I'intervalle
de la profondeur de I'écoulement h’ est correcte.

¢ le premier pas du correcteur de SIMPLE est introduit pour donner un

champ de la vitesse U V'  lequel satisfait I'équation discrétisée de la
contnuité.

¢ Tl en résulte que les équatons qu’on trouve sont semblables aux équations
de correction de la vitesse (IV-19), (IV-20) de SIMPLE.

¢ A partir de cette érape on utilise un pas de correction supplémentaire dans
Palgorithme PISO, on utilise une notation légeérement différente :

h' =h +h (IV-71)
U =U +U IV-72)
V. =V +V IV-73)

N

Ces formules sont utilisées pour définir les vitesses cotrigées UV

G;: =Gp +dp, (hl, - hL) AV-74)
Vi =Vp+dp (bl -n) v75)

Comme dans les équations de l'algorithme SIMPLE (IV-74), (IV-75) est
substtué dans l'équaton discrétsée de la continuité (IV-21), on obuent
Péquation de la correction de la cote de la surface libre (IV-38) avec ses
coefficients et son terme de la source.
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Cette étape est appelée la premiére équation de la correction de la profondeur de

I’écoulement.
Une fois les corrections de la profondeur de Pécoulement sont obtenues, les

composantes des vitesses U et ¥ peuvent ¢tre obtenues 2 travers les équations

(IV-74), AV-75).

e Le deuxiéme pas de correction

PISO exécute un deuxicme pas de correction.

Les équations discrétisées de la vitesse pour U et ¥, sont:

——

a pyx Ul’ :Zﬁnb an +(h:}* —hz* ){\ s +bl’x (‘[\/’_76>

K

apy Ve =2Zagp vnb + (h:‘ —h, )A by + by (IV-77)

—" 1 —1]

Si on fait la deuxiéme correction de la vitesse(U N ), les ¢quations (IV-76) et
(IV-77), peuvent étre éerites de la manicre suivante :

anGl’ =Zag Ean +(hf,” —h:“ )A px *+brg (IV-78)

— ——

a py V P puuad Z:J. ab vV nb -+ (h:** - h :]‘* )\ py + b Py (TV-79>

Par soustraction de Iéquation (1V-76) de (IV-78) et (IV-77) de (IV-79), on
aboutit a :

—xkk —ax Zanb(G;b ‘_anj
Up =Up + +(h(,*hc}ﬂm (IV—80)

A7y

—_— —

kW R Z"-lnb(\/nb - anJ
Ve =Ve + +(h5 ) Jin (IV-81)

a Py

Ou, h” est la deuxiéme correction de la cote de la surface libre, et h™ est
obtenue par la relation suivante :h” =h"+h

A partir des équations de correction des vitesses (IV.80) et (IV.81), on définit les
expressions de correction de la vitesse a chaque interface de volume de controle :

L ks — Zanb (G;!l) '_anj
U, =U. + +(hl’ ’"hl-‘,)dc (I‘/—SZ)
a(.'
e zanb(an‘b _'ﬁnbj
Uo =Uo + +(h0 _hp o (TV-S?’)

.
‘1()
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p— —_— Zaﬂb(vf]b _an)
o

Vo =V + hl{) _h’:\] )in (IXT—S-]')
aq

— ke —wx Z311[) (an _v.nbj

Vs :Vs + ‘1"(}‘15 *hp )i\ (I\'_S:—))
ay

En substituant les relatdons (IV.82), (IV.83), IV.84) et (IV.85) dans I'équation
discrédsée de la continuité (IV.21), on peut déterminer léquaton de la
correction de la cote de la surface libre, quest définit par :
- Zanb(Unb—Unb} — Zanh(unb“Unb}
HC Uc -+ +(h‘[.)'—h‘§'3}jc Ay-'HFQ U() + - +(h0_h;}iu A}’
de do

. Zanb(an - an\] . Zanb(vnh - vnb}
H,| V. + +(h;',—h',;)dn Ax —H,| Vs + +(h;—h';, Ax
aIl aS

0
ﬁh—f"—hdamy -0 IV".86)

At

En arrangeant I'équation (IV.85), on trouve :

0 — — po— % 3 — %
b“’—‘ﬁ)amw {zanb[Unb U H [H“‘ Ay ~ﬁAy} + {Zan{vnb - vnbﬂ P& Ax -5 g

At a’d aO a‘ﬂ aS

~|H.Ayd by + H JAydoho +H,Axd, hy + HsAxdﬁh;]

+[HodoAy + Hod, Ay + H,ad, Ax + Hod Ax]hy

+| Ue HeAy = Uo HoAy + Vi HyAx = Vs HsAx] =0 (IV.87)
. hp —hi e — ‘
bl) = £_,L_—I—)AXAY +{Zanb (Unb - Unb ]:i[HL Ay — PI() Av}
At A, a, i’
On pose :
+|:23 nb(;;; '-vnl) ]}l:i?_AX— HS A}{}
Aq g
(IV.SS)

On suppose que :

[GC HCAY“El; H()Ay +§;1l‘ I_I;)Ax_vs HNAX}=0 a-\y89)

On remplace les formules (IV.32), (IV.33), IV.34), (IV.35) dans la reladon
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(IV.89), Péquation de correction de la profondeur de I'écoulement cst :

aphp =a[3h13+aNhN +achy +bp (IV()())
L'équation (IV.90) est résolu pour obtenir la deuxieme correction de la
profondeur de 'écoulement h

La profondeur de lécoulement deux fois corrigé est obtenue a partir de la
relation suivante :

h™"=h"+h"=h"+h+h’ 1V.91)

e L’6quation de la deuxiéme correction de la profondeur de l’écoulement

apjhi=aijhigy Fangheg Fag-h- +ayjsthije +biyy (IV-92)

e Les équations de correction du champ de vitesse

— %

2a nb (Unb - Unb

— e ¥ ¥

U 1 :GI,J +dy (h'iJ _hlﬁl‘J )+

vdyy (bl —hley)  @V-93)

p—

. . ’ -‘ﬂnb[ . .,
v L) :VI,J +dl,»] (hl,j "hl\jﬂ )+ +d1,] (h[.i _hl,j+l) a\'1-94)

a1

L’organigramme de Palgorithme PISO

L’organigramme de algorithme PISO est représenté par [12] :
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h*,U ,V

Supposition initial

ajshyy=a by rang hey +agah o +a by g by

profondeur de I’écoulement

= Uy +4d;; (hi,J “‘hi+1,1)“'“ . +dyp by ht;I,J').
LJ
. N T 2 2y N
=Vii+d,, (hf.; —hy )"' . a +d,, (h/.j h/.m)
I,

L)
V e y
NON

Mefttre :
h — h‘.‘

—

CONTROLE
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IV. Résolution matricielle

On a établit dans le chapitre I1I, le systéme d’équations algébriques pour chaque
point P du maillage.

Dans la premiére partic de ce chapitre, on a présenté les méthodes itératives du
type prédiction correction qui conduisent a une équation de correction de la cote
de surface libre (SIMPLL, SIMPLER, SIMPLEC, PISO).

Par conséquent, on peut déterminer les paramétres physiques qui caractérisent
notre probléme pour chaque nceud P du domaine de calcul.

Chaque équation de ce systeme algébrique présente des mnconnucs des nceuds
voisins 4 chaque point P. Ce qui impose la résolution matriciclle. Celle-ci doit
atre effectuée a chaque pas dc temps. '

1l existe deux méthodes pour la résolution matricielle.

e Méthode directe ;
o Méthode indirecte (itérative).
Le choix de la méthode de résolution est foncton de plusicurs parametres :

¢ Performant en terme de temps de caleul ;
¢ Une méthode qu demande moins de stockage mémoire.

1. Les méthodes directes

On peut citer 2 titre d’exemple :
e La regle de Cramer ;
e L’élimination de Gauss.
Pour un systéeme d’équations de N équations a N inconnues, le nombre
. . . . N 2
d’opérations 2 effectuer est évalué A N? | avec un stockage de N” valeurs des
coefficients des équations dans espace mémoire.

2. Les méthodes itératives

Permis les méthodes qui existent :

» Méthode itérative de Jacobi ;

% Méthode itérative de Gauss Seidel ;

> Méthode itérative Pivot maximum.
Ces méthodes sont faciles 2 programmer, mais elles sont trés lentes pout un
systeme d’équations large.

Par conséquent, on a choisit la méthode par blocs.

3. La méthode par bloc, et L’algorithme de TDMA

Cette méthode est trés récente. Le principe de cette méthode est de partager le
domaine en différents sous domaine (bloc). Chaque bloc ou sous domaine
contient un certain nombre de cellules de controle (volume de contrdle).
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La tésolution d’un systeme d’équations algébriques dans un bloc est établie en
supposant que les blocs voisins sont connus, par suite on change de bloc de
calcul, et on continue les itérations sur tout le domaine jusqu'a que le critere de
convergence soit vénfic,

Dans un probléme bidimensionnel en coordonnces cartésiennes. On doir fixer
les x et on établit un balayage sclon y croissantes pour résoudre notre systeme
d’¢quations.

[ utilisant dans Papplication de cette méthode Palgorithme de TIDMA.

4. Algorithme de TDMA

Le TDMA est un algorithme développé par ‘Thomas en 1942, Iint¢rct de cet
algorithme est de résoudre les matrices tri diagonales par une méthode ircratve
dans le cas 21D ou 3D.

Cet algorithme est appelé algorithme de Thomas ou TOMA (I'n Diagonal
Matrix Algorithm).

5. Application de L’algorithme de Tomas (TDMA) pour un probléme
bidimensionnel

Soit le svsteme d’équations algébriques qui constitue une matrice trn diagonale
) ¢ £

suivante :
Dy, — e, =C, (1V-95)
—B29y + D22~z =C» (IV-90)
~B3par + D1y — 30y =C; (1V-97)
_B'1(P5+D4(‘P4 35 =C4 a-\'-98>
_Bu(Pn~1 + L)nq:)n —Ln Pt =Cn (I\!'QQ)
- /Bnﬂ(/)n + Dn+1(/)nvl = Cn-rl (PI\V_lOO}
On peut présenter ces ¢quatons de la forme généralisée survante:
B9 + Do — 0P =C, (TV-101)
Les équations de (IV-96) a (IV-99) peuvent étre exprimées sous la forme
suivante :
Pour le nccud 2 : Pp- = <2 P3 + B_z(p] + Ca (IV'-102)
D, D, D,
o Bs Cs ,
Pour le naeud 3 : -2 + Pr +— 1V-103
P3 D, Py D, P D, ( 3)
Pour le nceud 4 : ol :&@5 +Ei—<p3 +—(~:i (TV-104)
Dy D, D,
Ay Bn (:n .
Pour le nocud n: Qn = —Qut +S—(pn_] + D_ (IV-105)
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En introduisant Pexpression de ¢, (IV-102) dans 'équaton (IV-103), on trouve:

03 = ;‘3—&—— gu 4| —22 Du (IV-106)
Ds—Bsb"; D;-B; D;z

On définit par :

Ay = g et Cp= E O+ ; (IV-107)

En remplagant A, et (.:'2 dans I'équation (IV-106), on obtent :

;Ca +C .
(93 :(___ﬂ__J(P“1 +- _B.)__.LB_ (I\/-lOS)
D3 —BsA» Ds —PsAz
On pose :
. Cr+C
PO - SR L Tk § (IV-109)
Dy B354, Ds-Bs5\2

Si on injecte ces deux relations (IV-109) dans Péquation (IV-108), on aboutit a:

©3 = A3y +Cs (IV-110)

[in continuant le processus de substitution, on a pour le J*™ noeud:

@, =A@ +C; (IV-111)
a . BiCi-r +C,

o: A ’ o PGt G (IV-112

j=———— ¢t (=
Di_Bi‘\}—l ]J]-B;f\)-l
Pour résoudre n’importe quelle systéme d’équations algébriques, on doit les
réarranger sous la forme de Péquadon (IV-111), sachant que les deux
paramétres 4,, €, sont déterminées par Pexpression (IV-112), sur toure la ligne,
en vadant j de 2 jusqu'a n.
Par contre, la connaissance de ¢ 4 (n+1), permet de calculer tous les autres
variables de ¢ en variant j de n jusqu’a 2 a partr de la relanon (IV-112).

6. Application du TDMA pour le systéme d’équations de Saint Venant

(TDMA ligne par ligne)

L’équation générale de notre systeme d’équations de Saint Venant est ¢tablic
comme suit :

apPp =a5Qy +ayn O +apQg +‘d()q)() +b (I\v-li:—))
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Iin udlisant le schéma (IV. 3), en faisant varier i de T jusqua  (n+1) suivant la
direction des x croissants et en faisant varier j de 1 jusqu’a (m+1) suivant la
direction des y croissants.

I’équation (IV-115) est réarrangée sous la forme suivante

—agPs +ap@p —an Py =ap@p taoPo +b (IV-110)

Donc le coté droit de Péquation (IV-116) est supposé connu, on doit
calculer s, 0N, 0p.

St on posc:a;=ayn, B, =a.,D;=apct Ci=apQo +ap@p +b, Péquation (IV-
116) scra équivalente a Péquation (IV-111) 5

Lin utilisant cette équation, on fait le balayage de 'Oucst a ITist pour résoudre ce
systeme d’¢équations sur tout le domaine de calcul.

Nord

Q@
®
®

West {ouest)

Eég E
| L2

>—
— R
=] w
L e N N Ly S
i

e Sud

® Points ou les valeurs sont en cours de calcul
m Points ou les valeurs sont supposées connues

® Valeurs aux limites connues

Conclusion

L’algorithme PISO est utilisé que pour des écoulements stables et des fluides
compressibles.

I’algorithme SIMPLEC et SIMPLER sont des version améliorée de Palgorithme
SIMPLE, I'un est développé en 1984 et Pautre en 1980, puisque il y a plus de

Projet de fin d’étude 2004 92



Chapitre V

Applications

Chapitre V : Application

L’exemple de simulation que nous présentons est celut d'un écoulement non

permanent dans un canal rectangulaire.

Les dimenstons du canal sont :
La largeur est égalc 2 2,4m.
.2 longueur est de 24,5m.

Les données sont :

o e pas d’espace suivant x est égal a: Ax = 0,5m.
e Lc pas d’espace suivant y est egal a : Ay = 0,2m.

o Le pas de temps est de bs.

Les conditions initiales sont :
U, = 0.428m/s

h, = 0.171m

V, = 0m/s

1. Variation de la profondeur d’écoulement

Les ficures V.1+ V.2 donnent la variation de la profondeur d’écoulement le long du
gu % g

canal pour différents temps.

Figure V.1:Varnation du la cote de la surface libre le long du canal a

y=L5m et T=500s
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Chapitre V Applications

Figure V.2 : Variation de la cote de la surface libre le long du canal
ay=12m et T=1000s
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A travers les résultats obtenus, on voit clairement que la profondeur vare tres
lentement.

2. Variation de la vitesse U sur la largeur du canal

Les figures V.3 + V.8 donnent la distribution de la vitesse U sur la largeur du canal
a des distances différentes et pour différents temps.
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Figeur V. 3: Distribution de Ia vitesse U sur la largeur du canal a
x=5m et T=500s
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Figure V. 4: Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal a
x=10m et T=500s
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Figure V.5 : Distribution de 1a vitesse U sur la largeur du canala
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Figure V.6 : Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal a
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Figure V.7: Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal a
x=10m et T=1000s
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Figure V.8:Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal a
x=15m et T=1000s
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3. Variation de la vitesse V sur la largeur du canal
Les figures V.9 + V.14 donnent la répartition de la vitesse V a différentes distances
et a différents temps.
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Figure V.9 : Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal a
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Figure V.10: Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal a
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Figure V.11: Distribution de la vitesse Vsur la largeur du canal 2
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Figure V.12: Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal a
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Figure V.13:Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal a
x=10m et T=1000s
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Figure V.14 :Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal a
x=15m et T=1000s
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4. Interprétation des résultats
A travers ces résultats nous pouvons dire que 'écoulement correspond bien a celut
que nous nous attendions a obtentr :

e Présence d’'une bonne symétrie par rapport a 'axe longitudinale ;

e Les vitesses diminuent au niveau des rives le long du canal.
Une bonne analyse des résultats se fera plus tard, vu que d’autres essais numériques
sont programmeés.
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CONCLUSION

L’objectif de ce mémoire a été de développer un outil de simulation numérique
d’écoulement a surface libre.

Le modele mathématque utilisé est cclui de Saint Venant. La méthode numérique
de résolution est la méthode des volumes finis.

La discrétisation spatiale est faite & I'aide du schéma hybride ct la discrétisation
temportelle par le schéma implicite.

Plusieurs algorithmes de résolution ont été présentés, notre chots s’est porté sur
Palgorithme Simpler.

Un programme de calcul a été élaboré pour la résolution des équations algébriques
de Saint Venant.

Aprés maints  essats numériques, nous pouvons dire  que le programme
actucllement est fonctionnel.

Au vu des difficultés rencontrées lors de Pélaboration du programme de caleul, 1l
scrait judicieux de tester d’autres algorithmes de résolution et d’autres schémas de
discrétisdtion spatiale.
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