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SO Résumé G8
Jv'objectif de ce mémoire est de contribuer à l'élaboration d'un modèle numérique

permettant de simuler les écoulements à surface libre.

Nous avons simulé les écoulements à surface libre pour une géométrie
bidimensionnellc à partir du modèle réduit de Saint Venant.

Concernant la résolution numérique, nous avons utilisé pour la discrétisation du
modèle mathématique de Saint Venant la méthode des volumes finis, et l'algorithme
que nous avons choisit était l'algorithme de Simplcr modifié, proposé par Patankar et
Spalding.

Mots clés
Ecoulement à surface libre, modèle réduit de Saint Venant, méthode des volumes finis,
algorithme Smpler.

2*O Summary C-8
The objective of this memory is to contribute to thé devclopment of a digital model

that makes it possible to simulate thé flows on free face.

We simulated thé flows on free face for a two -dimension al geometry starting from thé
rcduced model of Saint Venant.

Conccrning thé numerical resolution, we used for thé discrétisation of thé
mathematical model of Saint Venant thé finite volumes method, and thé algorithm
chosen was thé revised Simpler algorithm, proposed by Patankar and Spalding.

Ke^words
Flow on free surface, thé reduced model of Saint Venant, thé finite volumes method,
Simpler algorithm.
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h : Côte de la surface libre, m
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h ' ; Hauteur d'écoulement corrigée, m
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J x > Jv J0> Je» Jn> Js '• 'e ^ux ^e convection et de diffusion
P : Pression, bar
Pntm: Pression atmosphérique, bar
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Introduction générale

Introduction générale

Pour n'importe quel problème scientifique en hydraulique fluviale ou maritime, on doit
passer par une représentation mathématique des phénomènes physique mis en jeu.

Cette étude va consister à établir un modèle mathématique des écoulements à surface
libre peu profonds qui est représenté en général par des équations différentielles.

Mais, même avec des hypothèses simplificatrices les équations obtenues sont difficiles à
résoudre par des méthodes analytiques, donc il est nécessaire d'avoir recours aux
méthodes numériques.

Les écoulements à surface libre sont régis par des modèles mathématiques complexes

Plusieurs modèles mathématiques ont été développés dans le domaine des écoulements à
surface-libre, on cite :

*•* Modèle de Navier Stokes tridimensionnel

Ce modèle traite les écoulements à surface libre pour des géométries tridimensionnelles,
ce modèle permet d'étudier le phénomène naturel tel qu'il est, sans tenir compte des
hypothèses des simplifications.

Les modèles tridimensionnels sont rarement utilisés, parce que ce type de modèle
demande des outils de calcul de stockage mémoire important et de temps de calcul
important

*î* Modèle de Saint Venant bidimensfonnels

Ce type de modèle est utilisé pour étudier les écoulements à surface libre dans le cas ou
la profondeur de l'écoulement est négligeable devant la largeur du canal.

*•* Modèle mathématique de Saint Venant unidimensionnel

Ce modèle est utilisé pour traiter les problèmes d'écoulement ayant une direction
privilégiée.

Ces équations sont employées dans les domaines de la protection de l'environnement,
calcul des marées et des ondes de tempête, la stabilité des ouvrages, l'étude des crues.

En général, la résolution analytique est limitée pour des géométries très simples, et avec
un nombre du Reynolds moins élevée.

Donc, la simulation numérique est imposée comme un outil vital pour résoudre ce type
de modèle

Pour résoudre n'importe quel modèle mathématique, on doit transformer le problème
continue en un problème discrétisé, qui sera représenté par un système d'équations
algébriques.

Pour ce faire, on utilise l'une des trois méthodes :

*î* Méthode des différences finies ;

*î* Méthodes des éléments finis ;

Proiet de fin d'éludé 2004 1



Introduction générale

*** Méthodes des volumes finis.

Le choix de la méthode numérique est fonction du type de problèmes physique à
étudier et de la complexité de la géométrie.

L'objectif de ce mémoire est de contribuer à l'élaboration d'un modèle numérique
permettant de simuler les écoulements à surface libre.

Dans le chapitre I, on établit le modèle mathématique de Saint Venant 2.5D et ceci à
partir des équations fondamentales de Navier Stokes, intégrées sur la profondeur de
récoulement, en introduisant les termes de la turbulence, et en tenant compte des
hypothèses simplificatrices.

Dans le chapitre II, on donne un aperçu de la méthode numérique qu'on va utiliser pour
discrétiser notre modèle mathématique de Saint Venant.

On présente dans le chapitre III, les différentes étapes à suivre pour discrétiser le modèle
mathématique de Saint Venant par la méthode des volumes finis.

On établit dans le chapitre IV, les algorithmes les plus utilisés par la méthode des
volumes finis pour résoudre le système d'équations algébrique de Saint Venant, et
l'algorithme de la résolution matricielle.

On présente dans le chapitre V, quelques applications.

On termine enfin par une conclusion.

Proiet de fin d'étude 2004



Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

Chapitre I : Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

Les équations de Saint Venant, publiées en 1871, sont encore aujourd'hui d'une
extrême importance en hydraulique maritime ou fluviale, elles régissent les
écoulements à surface libre en eaux peu profondes, d'où leur appellation anglaise
«shallow water équations».

Ce modèle de Saint-Venant est également appelé «modèle des eaux peu profondes»,
«équations d'ondes longues».

Le- modèle madiématique de Saint-Venant à deux dimensionnel (2D) dans le plan
horizontal découle de l'intégration verticale des équations de Navier-Stokes à trois
dimensions (3D) en posant différentes hypothèses fondamentales dont Tune est
celle de la pression hydrostatique.

Il est à noter que l'hypothèse de pression hydrostatique limite l'applicabilité du
modèle de Saint-Venant aux situations exemptes de ruptures de la topographie ou
du niveau d'eau (chutes, ressauts hydrauliques), l'étude des crues.

Le problème physique consiste à étudier les écoulements à surface libre dans le cas
où la longueur d'onde est grande par rapport à la profondeur de Técoulement

On présente dans ce chapitre le système d'équations de Saint Venant et leurs
différentes formulations qui sont résumés dans le schéma suivant :

Projet de fin d'étude 2004



Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

Système d'équations fondamental de Navier Stokes 3D

^-,.^««8,^^,^^^ :j '.;#>•,.**•»••. : -;>;. . - 'Y - " •' "<">• »«..™.™^W-M«!fe:..: Ï!««S *̂,

• Hypothèse 1 : fluide incompressible
• Hypothèse 2 : Ecoulement turbulent

;..,„.. ,v,.f ........ .,.,,.,„„,...,...,..,..,-,„„„•, ......... • . \s sont moyennées dans le temps

ÉaÉàÉi«feîaMîSiiB«»'.s.!«a!!'™, T *——.— , . . . *

Système d'équations de Reynolds

Introduire les hypothèses de

es termes fluctuants

oyennées dons 1 espace

Système d'équations de Saint Venant

Introduire les hypothèses de
simplification

Elaboration de modèle mathémattqt
Venant

Figure.1.1 : Elaboration de modèle mathématique de Saint Venant
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

I. Equations base

Dans un problème d'écoulement à surface libre, le fluide s'écoule entre le fond du

canal et la surface libre de l'eau. L'écoulement du fluide est régit par les équations
de Navier - Stokes et de continuité.

1. Hypothèses

Les hypothèses qu'on introduit pour l'étude de l'écoulement à surface libre sont les
suivantes:

• Fluide incompressible;

• Ecoulement turbulent

2. Equation de continuité

L'équation de continuité pour un fluide incompressible est donnée par :

d\J cV ôW „ ,.—+—+—=o ri-i)
ôx dy dz ^ !

3. Equation de quantité de mouvement

L'équation dynamique suivant x est [7|:

I T

U
<?U _ . r U ...5U 1 cP , i c3U c<2U

et d\ oz pcx P\^ox cy cz

L'équation dynamique suivant y est [7]:

dV dV dV dV ] dP u r'V d"V c"V*J V ^ Y « - L ' Y ,, , L> V 1 **S L. s* LA (̂  V L / V L , V / T * ^ \ U + V + W = + f y + — + —- + —~ (1-3)
ôt dx dy dz p dy p \^cx" cy" dz" j

L'équation dynamique suivant z est [7]:

/ .-> -, \W
T T A r ,,. c n „

+ U— +V +W = + fz + — r + ~~T + —2~ P v
et 3x ôy 5z p dz. p ( ^ d x dy dz j

où, U, V et W : sont les composantes de îa vitesse dans les directions x, y, z ; P : est

la pression; f^ , fv et fz sont les composantes des forces de volume dans les

directions x, y, z.

forces de volume

Les forces de volume sont décomposées en forces de pesanteur (forces de gravité),
et en forces qui sont dues à la rotation de la terre sur elle-même (force de Coriolis).

f ='f + fi — ig -i- ic

* Forces de pesanteur

Projet de fin d'étude 2004 5



Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

*• Force de Corioîis

En un point de latitude <p, on choisit un repère avec (ox) orienté vers l'est, (oy) vers
le Nord et (oz) vers la verticale de lieu.

CÙ,

CÛ,

(

COS(p

- sin <p j

On décompose la force de Corioîis suivant les trois directions (ox), (oy) et (02), on
trouve :

'Vsinip- Wcoscp"
f, - -Usintp

Ucoscp

L'étude de l'écoulement turbulent dans un canal pourrait se faire, du moins en

principe, par la résolution directe des équations (1-1) -r- (1-4).

Cette approche directe nécessite de puissants moyens informatiques. Elle ne peut
être conduite actuellement que sur des écoulements en géométrie relativement
simple et pour des nombres de Reynolds peu élevés.

Les équations du mouvement présentent des fluctuations irrégulières dans l'espace
et dans le temps. Devant cet aspect désordonné des évaluations turbulentes et cette
apparente complexité du phénomène, l'attitude naturelle et la plus utilisée a été
d'introduite des méthodes statistiques.

4. Approche statistique de l'écoulement

Les écoulements turbulents présentent un caractère aléatoire. Pour cette raison, leur
étude se rapproche de celle des gaz de particules en mécanique statistique.

On ne cherche pas à décrire la vitesse en tout point M de coordonnées (x, y, z) et à
tout instant t, on s'intéresse à la probabilité d'obtenir certaines vitesses en un certain
nombre de points bien choisis.

Pour déterminer les valeurs moyennes, il faudrait produire un grand nombre de
réalisations du même écoulement pour des conditions initiales et des géométries
identiques, et effectuer une moyenne d'ensemble sur des valeurs obtenues sur
toutes ces réalisations.

Cela n'est évidemment guère réalisable en pratique, et on supposera donc souvent
que la turbulence vérifie l'hypothèse d'ergodicité : si on attend un temps assez long,

Projet de fin d'étude 2004



Chapitre ï Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

l'écoulement passe par tous ses états possibles, et le temps passé dans chacun d'eux

est proportionnel à sa probabilité.

On en déduit la définition suivante des composantes de la vitesse moyenne de la

vitesse d'écoulement en un point M donné :

- T - T — T

U(x,y,z) = -Ju(x,y,z,t)dl,V(x,y,z) = -Jv(x,y,z,t)dt, W(x,y,z)=-JW(x,y,z, t ) dt
^ 0 0 0

, T

et P(x,y,z) = -Jp(x,y,z,t) dt (1-5)
o

avec, T : la durée d'observation.

II. Equation du mouvement moyen

Vitesse et pression sont traitées comme des fonctions aléatoires de l'espace et du
temps, dont on décompose les valeurs instantanées en [4] :

U i (x j , t )=U i (x j l t )+Ui (x j I t ) (1-6)

P(x j,t) = P(x j,t) + p(xJ,t) (1-7)

Le symbole ( ) représente l'opérateur de moyenne statique ou moyenne d'ensemble
et les lettres minuscules, les fluctuations ou écarts par rapport à la moyenne,

Par définition, les fluctuations sont centrées, de sorte que l'on a identiquement :

U i ( x j , t ) = 0 et p ( x j , t ) - 0 (1.8)

1. Equation de continuité

L'équation de continuité s'exprime comme suit :

^U+£V + ̂  = 0 (1-9)
ex ôy cz

Si on désigne par U, V et Wles grandeurs hydrodynamiques caractérisant
l'écoulement moyen, nous avons la décomposition suivante :

U = U + u , V = V + v et W = W + w (1-10)

Sachant que:

U7 V, W : Composantes de la vitesse moyenne suivant x, y, z ;

u, v, w : Composantes de la vitesse fluctuante suivant x, y, z;

Alors l'équation de continuité s'écrit :

Projet de fin d'étude 2(X)4 7



Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

ôx ôy dz

En arrangeant cette équation, on trouve :

au av aw au av ... „__+____+—+—+—+__=()
ax dv Ôz d\v d'zj j

En moyennant l'équation (1-12), on obtient :

au av aw au av aw au av aw au av aw n n ...
-^— + + -^— + — + -^— + -—- = —— + -^— + ——+ T— + -7— •+• ^— = 0 (1-13)
ax cy dz dx cy dz dx cy dz c\y dz

Comme : ̂ - = 0, ~ = 0, ̂ - = 0 (ï-14)
ox oy Ôz

^ au av aw n A n , ,On a: + —+ —— = 0 (1-13)
dx a y ôz

L'équation (1-15) est l'équation de continuité pour l'écoulement moyen.

En remplaçant cette équation dans l'équation (1-12), on obtient :

du dv
— H -- + - = 0
ax <3y dz

L'équation (1-16) est l'équation de continuité du mouvement fluctuant

2. Equations de quantité de mouvement

L'équation de quantité de mouvement suivant la direction x peut s'exprimer de la
manière suivante :

au au2 auv auw i ap „ u fa2u a2u
- _|_ - J_ _ -1_ - =r - __ _j_ J- _ _j_ S— ~ _ — -|- _

at ax ay dz pax x p ^ox 2 ay2
-L-

En appliquant les équations (1-5), qui définit les grandeurs moyennes aux dérivées
spatiales de la vitesse et en échangeant l'ordre des opérations d'intégration par
rapport au temps, et de dérivation par rapport aux variables spatiales, on trouve que

dt + -j^dt + -LJ^-^dt + -j^-^dt = ---J^-dt + - | fxdt
T Q ox T 0 ay T O cz p T 0 o x T Q

T ^ 2 " - T a 2 u iTc- 2 u1-' '-V i . 1 J ̂  ^^u. 1 r c? U . l r c U , I f
— — —7-dt + — —rdt + —
p i T ^ a x 2 Tiay2 T J 0 a 2

dt
Z

(1-18)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

En décomposant le membre de droite de cette équation en trois termes et en
calculant la moyenne de chacun de ces trois termes, nous avons :

Adt
ôx Ti ex ex

l (~~ Y
-f U + u dt
TJA

- I I 2 1c\J d

dx

2

dx

dx

d
dx

1 f j — > 1

- f TT i u2 t T T T u Mt 1- 6'
T J, o V

Lû2 + 7+ 2Uu

J J ôx

d ,2

i?4

T — 2

T "

d'où :

SU'

ax
T T 2 2U + u

Nous avons ensuite:

a u + u H v + v

cy

cUV

c: y

c-y cy T

auv

~\\ + u 11 V + v |dt
TA A J

cy

auv
dy dy

-f UV + Vu + Uv + uv dt
TJA J

- f ( UV |dt + - f f Vu |d t + -
T JA ) T JA J T

- Z U u d t
T

T

oy cy

UV + uv + Uv+ uV

f r
+ u v + b v + u

oUV

oy cy
U V + u v

(M9)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

De la même manière, on trouve:

auw
dz

a u+u w + w

dz dz

dz

i j f u + u
T JT

auw
z

dt

i|l UW dt

dz dz

dz dz
UW-t-u w+ Uw

3UW d
dz dz

UW+ uw +Uw + uW

U W + u w

En moyennant le membre de droite de l'équation (1-17), et en prenant les
simplifications représentées par les équations (1-19), (1-20), (1-21), on aboutit à

l'équation suivante;

au . T T a u . au _au au ^
y h W — +

T T 2 2U + u + , T WUV + uv U W + u w
dt dx dy dz et

En moyennant le second membre de l'équation (1-17), nous obtenons :

i api ap u

pax ' p
a2 u d2 u a2 u

2 -, 2 ~. ~>
f^ Y / > \ ri ~?~_cx cy c z _

+ f * + -p a1
+

o 2 U
2 ' -, 2 ~ 2: c y c z

0-22)

D'où l'équation (1-2) devient:

au au
at ax f- vôuay

r W5U

az tx v ^ i -, ^ ^ -•
p CTC 1 ex" c'y" cz"

^ T

eu"

ex
^

êuv auw
^ =ey az

(1-23)

Projet de fin d'étude 2004 10



Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

Un moyennant chaque terme de l'équation (1-3), il en résulte :

-av -av — av iap— + U — -t-V — + W — = - —
et ex ôy cz pêy

"^ X Tc V

ey' cz ex y ez

On moyenne chaque terme de l'équation (1-4) et on trouve :

aw -aw -aw -aw iap -+U — +V - H- W ,f - f - v
f t •>— i \w arw "

ey z poz

(1-24)

ow

a\ dz

Par conséquent, le système d'équations de Reynolds et de continuité est :

au av rt
- 0

ex c y 6' z

_^+v— +w- -t- f„ 4- V

ôt ex cy dz p <vx

•Oc' U CU CUV COJW
"~z— + ~—'ex cy cz

*)

+ U—+ V —+ W—=--—+fv+v
(TV (TV a V a vu ev" êvw

et ex ey ez pey ex ry ez ex ey ez

,, ,,
+U - +V

c w u r w u cw'

et ex cy rz p cz ex c'y cz rx t.'v cz

On peut voir que ces équations ne forment plus un système fermé, car on a quatre
équations, dix inconnues : les trois composantes de la vitesse moyenne(U,V,WJ, la

pression moyenne (pj et les contraintes de Reynolds u", uv, u\v, v~. v\v, \v* .

f 'u" cuv cuw

tenseur de Reynolds est : T = p

c x c y c z

-V "* —C U V C V' CVVV

ex dy cz

cuvv cvw cw"

ex c y ez

(1-26)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathémanque de Saint Venant

III. Equations de Saint Venant

Pour établir le modèle de Saint Venant, il y a lieu de moyenner les équations de
Reynolds sur la verticale, par intégration depuis le fond jusqu'à la surface libre.

1. Hypothèses de Saint Venant

Les hypothèses adoptées par Saint Venant sont [5], [8] et [11] :

a. Les équations de Saint Venant se déduisent du modèle de Navicr Stokes dans
le cas où la profondeur est faible devant l'échelle horizontale de variation de la

surface libre et de la vitesse ;

b. La pression est hydrostatique sur la profondeur car l'accélération verticale est

négligeable devant l'accélération de la pesanteur ;

C. La variation de la masse volumique de l'eau est négligeable ;

d. La composante verticale de la vitesse W ainsi que ces variations (spatiales et

temporelles) sont faibles, ceci implique :

dx dy dz fît

e. Les variations verticales des deux composantes horizontales UetV sont

faibles ;

f. Les pertes de charge générales sont celles du mouvement permanent et

uniforme de même profondeur ;

g. Faible pente du fond du canal.

En se basant sur l'hypothèse (d), l'équation du mouvement suivant la verticale se

réduit à: ±-— = fT (1-28)
p dz

A partir de cette hypothèse de Saint Venant, on obtient le système suivant :

SU -5Û -5Û -SU icP - (VU c^Û #U N ~~ ~~
+V — +W — - --- — + f + v

fît dx cy dz p c\ oC cy" dz"

C U CUV C'UW
+

êx cy
y

(1-29)

__ /- —- ^

av -av -av r-av iap - f c f v a2v a 2 v] <?v u av2 cvw j
+ U +V + W - = + fy + V —-y + —=- + r- - -4- — +'

at ax a y cz pry ' \d\y dz j 1 ax cy cz I

(1-30)

2. Les conditions cinématiques

Les conditions cinématiques sont posées comme suit :
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

Surface libre

Fond du canal

Fitrure 1.2 : Domaine de calcul

En notant ^5 la coordonnée verticale d'un point M appartenant à la surface libre ;
celle-ci est définie, à l'instant t, par le point M de coordonnées (x, y, ?,) vérifiant
l'équation :

c t c x cy

Cette équation représente l'équation de la surface libre.

De même, en notant zt, la coordonnée verticale d'un point N appartenant à la
surface du fond ; celle-ci est définie, à tout instant t, par :

a -32)/ -, . *% <•>et ex cy

Cette équation représente l'équation du fond.

On suppose que la surface du fond est indépendante du temps :

et
(1-33;

Ceci implique que :

et
x

aH
at

.dzf

a-34)
a-35)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

3. Règle d'intégration de Leibnitz

Pour faire intégrer ces équations aux dérivées partielles, on utilise la règle de
Leibnitz [5], [8] et [11] :

. c< \ ô z f ./ \<^z s ôHf ./ \G2-f c( \C 'z s

' ôt

(1-36)

« ô f , _Hôf __ô_
ôt ôt ôt

Zf Z,
01 Ct

ezs eHf -TT f oi , TTet o f-, -/ \ezt- ,,/ \ezs eut c( \ozf ,/ vozs
H —dz= H— =— f dz + f (,x, y, zt- J f (x, y, zs )— =—— -f t (x, y, zc }̂  1 (x, y, zs }^-~

J ôx ex ôx J ' ex ex ôx ex ex
zf Zf

(ï-37)

Xôz s ôHf ./ \
H

ôv̂
u cj r-H— =— fdz+f(x,y,

5v ôv

oz f

0\ oy

/
-fl,x,y,z3

.C'Zj

f7V

ôf
- f(x ,y ,z a ) - f (x ,y ,Zf)

(1-38)

(1-39)

4. Intégration de l'équation de continuité sur la profondeur

L'intégration sur la verticale de l'équation (1-15) conduit à :

II cU ÔV fîW+ +
ex dy dz

dz -0 (1-40)

En utilisant la règle de Leibnitz, il vient :

au
fîx ôv cz (7V

oy

En arrangeant cette équation, on trouve :

Zf '
J

Z f fcU | eV

zf \
"Tex

U(x, y, z,- )—- 4- V(x, y, zt- }-̂ —
c?x rv

; ,y ,z s )V--W(x,y ,z , )
ev

(Wl)

- W(x,y,z r

(1-42)
ex ey J

On définit les vitesses rnoyennées sur la profondeur comme suit :

I f — . -. i r
U = — f Û d z et V=— f Vdztr J H J (1-43)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

En tenant compte des conditions aux limites à la surface libre (1-31) et sur le fond

(1-35) et de la relation (1-34), l'équation intégrée devient :

an CHU ÔHV n_L -_. . _ ..__ _i_ — — ni ï -— V

dt dx ôy

5. Intégration de la première équation de Reynolds sur la profondeur

(1-44)

i,

1

L'intégration du membre de gauche de l'équation de quantité de
mouvement (1-29) sur la profondeur est comme suit :

/ ~— ______

au au2 auv auw •au 2 , z /euv , z rauwr , f . ,
-^-dz + -^— dz+ dz +

J et J rx J dyat ex c y dz

Et en utilisant la règle de Leibnitz, on peut écrire :

-dz + \-

,
dz

cz

,
dz +

Zf
t

,
dz+

ex
Z f

et
Zf

et

,dz-

ôt d\x

y

-U(x1y,z f)w(x1y,2 f)

Après réarrangement de l'équation précédente, on aboutit à :

au au- auv
____ _j _ j _

et dx dy

-, t-, —

dz - — fudz
e t J

z.

-U(x,y,z,)

• - W(x,y,z f)
_„ -]

- W(x,y ,z s )
c t e x e y

En utilisant les conditions cmématiques et la définition de TJ , on obtient :

z,

I
au air suv a u w
ôt dy dz

dz -
dHV a H U V
_ _L ̂  _

et ex

r:x

(1-46)

(1-4-

(1-48)

Intégration du premier terme du membre de droite de l'équation de
quantité de mouvement (1-29) sur la profondeur de l'écoulement
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

La pression étant hydrostatique, on a :

\dP

p dz
gcosa = a-49)

Surface libre

Fond du canal

L'intégration de cette équation suivant l'axe des (z) donne:

P(x,y,z) = -pg cosa z + c 0~5t))

avec, c = constante.

L.a constante est choisie de telle sorte que : P(x,y,z s) = Palm,

où zs est la côte de la surface libre et Pjtni la pression atmosphérique qui règne à la
surface libre.

En remplaçant ces termes dans l'équation précédente, on obtient :

P(x, y, z) = p g cosa (zs - z) + Patm

On a en particulier au fond:

P(x,y,z)=pgcosct(zs -zf )+Pu U n = pgcosaH + pa[ra

La dérivée partielle de la pression par rapport à x est :

(1-5 1)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

c? dh _ _„ ,
— = pgcosa (l~3-v
ex ex

La dérivée partielle de la pression par rapport à y est :

ÔP dh<^ i !_• 11 "•

cy dy

Les deux équations précédentes sont indépendantes de z, donc :

( ~\ ~\ dP <3h ( 1 cP \
H —— -Hgcosa — et H| — -^— |= Hgcosa

p d\ ) ex p ty y

4 Intégration du deuxième terme du membre de droite de l'équation de
quantité de mouvement (1-29) sur la profondeur de l'écoulement

En faisant la moyenne du terme des forces de Conolis et de force de pression sur la
profondeur :

ifxdz- l 2 a > Vsinq>— Wcostp dz+ gs inadz -

2co sintp J Vdz-concp I Udz -i-gsina(zs - Z f )

sincpHV-cos(pHW -t-gsina(zs -z f) (1-56)

D'après l'hypothèse (2) de Saint Venant, la valeur moyenne W de la composante

verticale W est négligeable devant la valeur moyenne V de la composante
horizontale V, alors l'équation précédente devient:

W
j f x dz=2cùs in (pHV 1--=- +gsina(z s -Zf )= 2cosin(pH V +gsintx(z s - z f )

f f s dz - nHV + gsina(zs -z r) (î-57)

avec, Q-2(osincp

II en est de même pour l'axe des y, il en résulte:

Z-

|fydz-OHU (1-58)

* Intégration du troisième terme du membre de droite de l'équation de
quantité de mouvement (1-29) sur la profondeur de l'écoulement
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

En intégrant les termes de vitesse moyenne sur la profondeur, on a :

d2 U a 2 U a2U 1 . zrê 2U , 'rê2U , zrê2U
J ^ 2 + a 2 + -, 22^ dx cy oz

èd U , r ê 'U , f c U ,
dz = -—^-dz+ ——-dz + —r-dz

z ox' 7J c'y2 ,J êz2
Zr /, •/ i f

En utilisant la règle de Leibnitz, on trouve:

eU OU SU

dx" dy" dz
A c f c u jdz = — -—dz^ I •>/--v ** f \

U(x,y,zf) ez,' au(x,y,zs)
ex v exif

y

d U(x,y,zs) ôzs ô U(x,y,zs) o U(x,y,Zf

d y dy cy dy o z dz

En utilisant la relation définit par l'équation (1-43), on aboutit à:

(1-59)

-t- az = — Jrl - +
<5xi dx ôy ox ex

c'y cy

au(x,y.z.)az,
dy dy

c?u(x,y,zf)
C' Z 6'Z

4 Intégration du quatrième terme du membre du droit de l'équation de
quantité de mouvement (1-29) sur la profondeur de l'écoulement

L'intégration des termes de vitesse fluctuant sur la profondeur est

du duv (3uw
+ 4-

ex ôy dz
, C f 2 , 2f \CZf 21 \C-ZS

dz = — u dz + u (x,y,zrj u ^x,y,zs)——
ex J c?x ex

i-, —, ^

f J / \C'Zf ~ / \*^ZS -/ \
u vdz + u v^x, y, zf )—— - u v^x, y, zs J-^~ + u w(x, y, zs J - u w^x, y, zf

J s3 -v f •*&•Oy J dx
J zf

En utilisant les relations définies par l'équation (1-43), on trouve:
/• — -^

du duv duw
+ oz = -^— + —^ +u <x,y,zFjh^-ii , , _ , , ,

ex c'y ex exdx dy dz

/ \<3z t

, cHu c'Huv
uz = 1- h u •-, y , z f ) CZf

ex
J

- u v(x, y, zs )—- + u w(x, y, z, ) - u w(x, y, zf )
dx

Si on prend v(l-61)-(l -63), on obtient:

d" u a" u a- u-^-+—=- +
— N

Ô ^ U

Ôz2

/ \u r u v a u w

o x (? y d z
' V y

r
a

] ex

/ —
d\J
dx

L l.
d
dy

C —\
-,

ê y

( J.
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Chapitre I Elaboration du modèle mil thématique de Saint Venant

+ v
i, y, z f ) l [ f5U(x. y . z s ) o z 8 ôU(x .y ,z g ) czs cU(x.y.z s)

ox ox ex ex o v t3v

3Huv

ox

-u w x(*,yszs

•uv(x,y,z f)^--u\v(x,v.7.J U U2(x,y,z s)^-+uv(x.y.z s)^( I ox £x

(1-63)

En arrangeant l'équation (1-63), on aboutit à:

/-3 V V ^ 'a2 u a zu 5-u
ôy~ dz~

f
O U " . 6'UV 3UW

5 x o y d z

j_

ox
H

V * y

5Hu

dz

DHu\f ; - / \ —-pu ( x , y , z , J

ôU(x,y,zf)
-pvu(x,y,

cU(x,y,z f)
-pwu(x,y ,z r )

-pu (x,y ,x s ) ——+ (a ^-^-pvu(x,y5zs)
l pv. \s t-, ,

d
-pwu(x ,y ,x s )

Or, en représentant les contraintes tangcntiellcs par les relations suivantes :

d\J ~7

p.

ex.

OU
—

oy

Ô V T -

M-" -- P V " = T y y
oy

d W ~ —
U- -- p VW -

L'équation (1-63) devient :

(1-64)

(1-65)

(1-66)

(1-67)

(1-68)

(1-69)
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Chapitre ï Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

Zs ' a2u a2u a" u
V

dz

au" auv auw
—_ !_ ... L-j- ^

a x a y a z
dz

<V Z f OZ{ /
(x ,y , z f

O Zs — ' / \ C ' Z S ~
-^—+TXV (x ,y ,z s )~ Ta
ax c1 y

Pour simplifier récnture, on définit les contraintes de fond et de vent:

' - - / \<3z f / \^x,y,zt-)-— - t^^x^.Zf J

ox c'y

ex cy

En tenant compte de ces simplifications, on a :

a-72)

~

a" u e" u o" u
2 2 2

v 5x SY 5z ,

/ ~~~ \u c uv d u\

C X C V C z
v ' y

~i

j. '
P

5 H T „ 5 H T „•
-% -^
ex Cy

+ T, - T

a-73)
L'intégration de l'équation (1-29) donne finalement :

dt

anuv OIJ= . / N „ ah+ — QHV + gsina^z, -zf}- Hgcosa -^—
a y ax (1-74)

V
x oy

Si on suit la même démarche pour la deuxième équation de Reynolds (1-30), on
trouve;

5HV 5HUV 5HV'- + +
ôt C'Y

^ 1 1

~ + -
d y p dx dv

a-75)

On a donc construit le modèle 2D de Saint Venant qui s'écrit:

ahaau OHU ai-iuv
Ot Os

_
=QH \ N T T̂z, -xs- j-Hgccosa

OK p i
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Chapitre I F-laboration du modèle mathématique de Saint \'enant

f ? H V a i l U V a i - i v " r r r ,7T r f ch 1
.

\ I IT.~ cl It,v f >

1 - ' T y T V

Hypothèse de simplification

Pour simplifier notre étude, on suit les étapes suivantes :

*t* On néglige l'effet de force de Conoits devant les autres paramètres.

Le système d'équations de Saint Venant à 2D devient :

T
f?HL* cHU cHL'V_t-_ _ ^ }. / A i r r h 1- = + gsma\x s — x, j — 1 IgcosCt — H—

p

CJ_U^ f

c I I V cHL'V c1! IV T T rh 1
— 1- —— h — = - llecosa —- + —

c t c x c y

*î* Modélisation de la mrbulence

cy p rx -• v

En 1973,J. Kuiperd etC. Bvreugdenhll (1973), ont proposé l'hypothèse suivante :

Dans un régime d'écoulements turbulent, pour une profondeur d'eau constante les
contraintes effectives des équations (T-78), (T-70), sont données par les relations
suivantes [1 j:

1
pH

1
pH

rH T
c\V

r'V r"V

(7V t'\V

avec, VT - v0 -t- v t où V0 : viscosité cinématique de l'eau et vt ; viscosité turbulente-

donnée par l'expression : vt =C uHu. avec u, : vitesse de frottement, C^ : coefficient

semi empirique (0,2<C )1 <0,4) [11].

A partir de ces simplifications, on aboutit à:
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

6HU <3HU 6HUV

oy

\n 1 f ' 1
z? — z, j — Hgcosa — H T x + VT H

ôIIV 5HUV dHV oh i1 .—. -| — _ i îp-cosa -—--\
~, ~. -^ o ~>
Cl Ox Oy oy p

4 On définit la contrainte de fond par :

c

ox p

c" U c " U

ex cv

V T H
V c 7 x cy j

(1-82)

(1-83)

(1-84)

C
(1-85)

On injecte les équations (1-84), (1-85), dans les équations (1-82), (1-83), on obtient :

ÔHU c3HU"
_!. _1_

dt Sx
/ \h g — f : :

+ gsmct(zs -/ t - j - Hgcosa-^—+ —7- L M U + \

v T I I
*^ r T **• T "r L r; L

oHV Ô H U V oHV oh
h h ~ Hg cos a —

-^dt ^o
U + V

a

(I-H6)

(1-8'

v T H
^
5 V

Remarque

On est dans le cas où l'écoulement est peu profond, c'est à dire que la profondeur
d'eau est faible devant l'échelle horizontale.

Donc l'accélération verticale est faible devant celle de la pesanteur, ce qui entraîne
une faible variation de la profondeur de l'écoulement devant les autres directions (x,
y), ce qui donne :

(1-88)
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Chapitre I Elaboration du modèle mathématique de Saint Venant

cH

oy
= 0 (1-89)

3HU SHU 5HUV

On remplace ces deux relations dans les équations (1-86) et (î-87), on obtient :

:+gSUlCt(zs — Z t - ) —

H

~ f-

6". _L ._&- r • T *~4~ vT -- ? L- '—' T^ V

ex c^ ^

vt

^ f ~^^"* / ^ t " l

_^lM£k

V x ex y

0 r r O Uv,i —1 I-ï
an au

/
ey ^ r;y ) \c\cj ex ex

anv anuv Ô H V ah g -f~ ~~
= -Hscosa 1—;- \ + Vo -^ ^

H
av

r̂i
a\

A partir de ces simplifications, le modèle mathématique de Saint Venant s'écrit ;

anu dfTTTrn ^aû^ a f — T T a u ^ . / \ ah——-H H L; U-vTH— +— Hu V — vTII-^— = + gsina(z, -z,-J-Hgcosa -—a t ax i a x j a y i C H - J ex

u +V
c

v
ot a x

T T
-vTH

av a a\ ] I T ch
-̂ - = -Hgcosa -^~

k

, , .,L + \n

Le système d'équations obtenu contient des termes non linéaires.

La complexité de ces équations ne permet pas la résolution analytiquement On doit
alors avoir recours à des méthodes expérimentales ou à des méthodes numériques.

Projet de fin d'étude 2004 23



Chapitre II Présentation de la méthode des volumes finis

Chapitre II : Présentation de la méthode des volumes finis

Les équations aux dérivées partielles régissant le mouvement d'un fluide sont
dans le cas général non linéaire. Par conséquent, elles ne peuvent être résolues
analytiquemenL Des méthodes numériques sont donc utilisées, principalement
les méthodes des éléments finis, des volumes finis et des différences finies.

• Méthode des éléments finis

La technique des éléments finis discrétise l'espace à l'aide d'éléments
géométriques simples (triangles ou quadratiques en général). Comme elle permet
de modéliser des géométries très complexes.

Les équations sont simplifiées en utilisant une combinaison linéaire de fonctions
de base dans le support est un des éléments.

La méthode des éléments finis est une méthode de calcul numérique adaptée à la
résolution des équations aux dérivées partielles (EDP), pour des problèmes
stationnaires ou transitoires, linéaires ou non linéaires, et d'une équation à trois
variables d'espace indépendantes. L'espace de travail est découpé en sous
domaines, les éléments finis, délimités par des noeuds sur lesquels est discrétisée
l'inconnue.

• Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est un outil numérique basé sur l'équation
locale qui est discrétisée et résolue de proche en proche : on exprime l'opérateur
différentiel en un point en fonction de l'inconnue aux points voisins, en
effectuant un développement en série de Taylor de système d'équations qui
représente le problème qu'on va traiter.

Le « maillage » est réalisé avec des carrés en 2D ou des cubes en 3D.

• Méthodes de Volumes finis

La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation pour les lois de
conservation. Elle résulte d'un choix au sens physique, basé sur l'écriture des
bilans.

Cette méthode consiste à discrétiser sur chaque cellule, appelée volume de
contrôle, la forme intégrale du problème à résoudre à la place de sa forme
différentielle considérée; en différences finies.

La méthode de volumes finis est une méthode de discrétisation bien adaptée à la
simulation numérique de différents types de lois de conservation (elliptiques,
hyperboliques et paraboliques). Elle est beaucoup utilisée dans plusieurs
domaines d'ingénierie, comme la mécanique des fluides, le transfert de chaleur et
de masse.
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Avantage de la méthode des volumes finis

• L'avantage la méthode des volumes finis sur la méthode des différences
finies est qu'elle s'adapte facilement à des gcométries complexes comme
c'est le cas dans de nombreux problèmes industriels. De plus, elle permet
de prendre en compte la présence d'obstacles (dans un domaine) et de
traiter de façon naturelle les conditions aux limites. La difficulté essentielle
qui peut être rencontrée est l'estimation des flux aux frontières de chaque
volume de contrôle lors de la mise en oeuvre de cette technique.

• L'avantage la méthode des volumes finis sur les méthodes des différences
fîmes et les éléments finis est qu'elle est conservaDve ; en bref, tout ce qui
sort d'un volume de contrôle entre dans un autre.

Les avantages et inconvénients de chaque méthode sont présentés dans le
tableau 1

Méthodes numériques

Méthode des différences
finies (MDF)

Méthode des éléments

finis (MEF)
Méthode des volumes
finis (MVF)

Avantages
v"

Simplicité dans les calculs

Adaptés aux domaines
complexes

Mise en œuvre relativement
simple et bien adaptée aux
domaines et à la physique
étudies.

Inconvénients

Difficulté de traitement
des géométries
complexes

Difficultés de mise en
œuvre et coût élevé

Tableau 1

La comparaison entre les trois méthodes est présentée dans le tableau 2.

Méthodes numériques
Formulation

Rapidité de calcul
Géométnes complexes
Mise en oeuvre rapide

Précision

Fluides incompressibles
Fluides compressibles

Elliptique
Conservative
Hyperbolique

MDF
Forte

4-
-
-r

+

-r

T~

4-

+

+

MEF
Faible

-
+
—

+ +

+ +

-
+ -r

-
+

\[YF
Faible

-

+
-
+

' + +

-
+ +
4. 4-

Tableau 2

Un des objectifs de notre travail est de discrétiser les équations de Saint
Venant en utilisant la méthode des volumes finis.
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I Méthode des volumes finis pour les problèmes de diffusion en une
dimension

1. Régime permanent

Ici nous allons développer la méthode des volumes finis pour le plus simple des
problèmes de transport qui est la diffusion pure en régime permanent.
L'équation qui gouverne ce phénomène s'écrit :

div(rgradcp)+S = 0 (II-l)

La diffusion pure en régime permanent unidimensionnel phénomène est
gouverné par l'équation :

JL( 1-̂ 1 + 3 = 0 (1I_2)
.dxl d xJ
où, F est le coefficient de diffusion et S est le terme de source. Les valeurs de </?

aux frontières sont données constantes. Un exemple d'un tel processus est celui

de la conduction dans une barre.

On applique cette méthode pour le volume de contrôle construit autour de
point P (fiure II.1)

Figure II. 1 : Maillage
monodirectionnel

Ax0

< .̂>

Ax0

< >̂

AxE

4 ^^ -^

Axe

4 Y
^ ^

Etape 1 : Génération du maillage

Les symboles E et O désignent respectivement le point Est et le point Ouest des
nœuds voisins par rapport à P, l'un est dans la direction des x croissants et l'autre
dans la direction des x décroissants.

Les deux traits verticaux en pointillé délimitent le volume de contrôle associé à
P.

On appelle e et o les frontières qui délimitent le volume de contrôle.

On note par Ax0et AXE les distances entre O et P et entre E et P
respectivement.

Et de la même manière, on appelle Ax0 et Axules distances entre e et p et o et p.

Etape 2 : Discrétisation.

L'étape clé de la méthode des volumes finis est l'intégration de l'équation (II-2)
régissant le transport à travers le volume de contrôle. Pour le volume de contrôle
tel qu'il est défini, on a :
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r JL
J A,- (

+ f sav =
J

d(p

AV

- TA-
L dx

SAV = (II-3)

où, A est la section droite du volume de contrôle, AVest son volume, S est la
moyenne de la source S tout le long du volume de contrôle.

Pour poursuivre la discrétisation de l'équation, il est nécessaire de choisir une loi
de variation locale pour <p . Deux lois possibles sont représentées sur la (Figure II-

2) [9].

<P

00 (b)

Figure II.2 : Lois de variation locales.

(a) cp constante dans chaque volume de contrôle.

(b) variation linéaire de Centre deux points du maillaee.

Pour la loi de la figure II.2.a, où l'on suppose que q> est constante dans chaque
volume de contrôle, dtp/dx n'est pas définie aux points frontières du volume de

contrôle (p et *), tandis que la loi de la figure II.2.b où l'on suppose une variation
linéaire de ç entre deux points du maillage, permet le calcul de d(p/dx.

Afin que nous puissions aboutir à des formes d'équations discrétisées utiles,
nous allons avoir besoin de l'interface de diffusion L et du gradient d(p/dx à

l'Est "e" comme à l'Ouest "o". Ce qui nous amène à évaluer f c t (p aux points
nodaux.

Pour le calcul du gradient aux facettes du volume de contrôle, il va falloir utiliser
une distribution approximative des propriétés mises en jeu entre les nœuds.

Pour commencer, nous choisissons la plus simple des approximations qui est
l'approximation linéaire. Cette pratique est dénommée « différentiation centrale »
(Central diffère ncin£).

Les termes de flux de diffusion sont évalués comme suit :
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AxE

V dx;o ^ Ax0 )

où, Cet H. sont les valeurs du coefficient de diffusion sur les faces e et a du
volume de contrôle, tel que :

re=Ii±lE_ (ii -6)

La source est approchée linéairement par la relation suivante :

SG + Sp <pP (11-8)

En remplaçant les équations (11-4), (ILS) et (II -8) dans l'équation (IL3), on
trouve :

V AxE J l Ax0

Après réarrangement de l'équation (11-9), on trouve :

AxE Ax0

On définit par a E , ao et ap les coefficients associés aux nœuds

respectivement, et par suite l'équation devient :

b

avec, b = Se

a0=»^-A0 (11-12)
Ax0

Etape 3 : Solution des équations

Les équations discrétisées données par (11-11) sont formulées pour chaque nœud
en vue de résoudre le problème de diffusion pure en 1D. Pour les, volumes de
contrôle qui sont adjacents aux frontières, l'équation (11-11) est modifiée afin
qu'elle puisse aussi les intercaler. Nous obtenons alors un système composé
d'équations linéaires.

La solution obtenue est constituée de la valeur nodale de la propriété cp .
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Commentaires :

L'équation (11-11) est de la forme standard que nous adopterons pour l'écriture

d'une équation discrétisée. La variable <pau point P apparaît à gauche de

l'équation, tandis que la variable des nœuds voisins et la constante b
apparaissent à droite. Le nombre de voisins augmente avec la complexité de la
géométrie du problème. Nous noterons de façon générale une équation
discrétisée sous la forme [9] :

aP(pP = (11-15)
nb

où, l'indice nb désigne un voisin du point P, la sommation portant sur tous les

voisins de P.

La liberté de choix en ce qui concerne les lois de variation locale montre qu'il
est possible d'obtenir un grand nombre de forme d'équations discrétisécs pour
une même équation aux dérivées partielles et un même maillage. Il est
cependant important de respecter deux règles.

a) Le choix de la loi de variation locale d'une grandeur doit avoir un sens

physique.

b) II faut toujours s'assurer que la conservation globale est vérifiée.

Solution exacte

Pas de sens physique

Solution approchée,
ayant un sens physique

Pas de sens

Figure II.3 : Exemple de lois de variation locale avec ou sans sens physique

Principes d'une bonne discrétisation

Posïtïvïté des coefftàents ar et anb

Sachant que la valeur de la variable q> au point P est essentiellement influencée par

celle de ses voisins immédiats, on comprend que si on perturbe la variable en un
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point voisin de P, la variable au point P devra être modifiée dans le même sens
que celui de la perturbation. Les signes de ap et anb doivent donc être identiques
(équation 11-15).

Par convention, on choisit que ap et allb toujours de signe positif [9].

• Somme des coefficients voisins,

Les équations différentielles gouvernantes contiennent uniquement les dérivées
de la variable dépendante (p . Si C est une constante arbitraire, la fonction
(pH-C vérifie aussi les équations différentielles. Cette propriété est aussi valable
pour les équations dis creusé es. Ceci conduit à [9] :

nb

• Choix du mai lia Qt

La distance entre deux points du maillage n'est pas obligatoirement constante. Si
cette distance est constante, on parle de maillage régulier, sinon de maillage est
irrégulier. Le choix du maillage dépend du problème posé ; dans une zone où ç
varie fortement, il sera nécessaire d'employer des mailles fines, tandis que des
mailles plus larges pourront être utilisées dans des zones de variations plus faibles.
Bien qu'il n'existe pas de règle stricte, il ne faut pas passer brusquement d'une
maille très fine à une maille beaucoup plus large. En pratique, le rapport des
dimensions entre deux mailles voisines doit être compris entre 1/3 et 3.

• linéarisation dit terme source

Quand le terme source dépend de (p , la meilleure méthode consiste à

exprimer,S , dans chaque volume de contrôle, sous la forme :

S - Sc -H SPq>p (11-17)

Le choix d'une telle approximaUon se justifie par le fait que nous conservons la
linéarité du système discrétisé ; c'est à dire que la discrétisation conduit à un
système linéaire.

Quand S est une fonction non linéaire de (p, il est nécessaire de la linéariser, les
valeurs de Sf et Sf pouvant dépendre de (p. Il faut alors travailler avec une
méthode itérative. A chaque itération, les valeurs de Sc et Sp sont réactualisées

avec les dernières valeurs obtenues pour (p, que nous noterons (p [9].

2. Régime transitoire

Principe d'une discrétisation en espace et en temps

Pour un problème de diffus-ion pure sans terme source en régime transitoire, la
forme générale de l'équation de transport est de la forme suivante :

(IL 18)
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L'équation discrétisée est obtenue par intégration en espace, sur le volume de
contrôle de la (Figure II. 1) et en temps, entre deux instants t et t + At. II vient :

e t+Al

f
J Ôt

e t+AI

I I (7X
(11-19)

o t o t

Après intégration de cette équation , on a :

e I+A1

•£î, _ | r
CX ox

dt (II-20)

On définit à l'instant t les paramètres (p<p)° et à l'instant t-i- At les paramètres (ptp).

L'intégration spatiale et temporelle de l'équation (11-20) donne [9] :

t-f-Atr/ ->. A, ,

Kpcp)-(p<p)0]Ax = J - r 5ïp dt (11-21)

Pour discrétiser ce terme, il faut tout d'abord choisir une loi de variation locale

de
dx

en fonction du temps.

- Avec une loi de variation locale de type constante, nous obtenons :
+ Ar
J

T-F—
ex

ou,

- Avec une loi de variation locale de type linéaire, il vient :

d
ex

dt = r C (p

Ô X
r d<p

(11-22)

(11-23)

(11-24)

Ces trois possibilités peuvent s'écrire sous une forme générale

t + AtJ dt = (11-25)

où, f est un coefficient de pondération qui varie entre 0 et 1.

Le trois lois données ci-dessus correspondent respectivement au schéma
explicite (f = 0), schéma de Crank-Nicolson (f — 0,5) et schéma totalement
implicite (f = 1).

Les trois lois de variations locales correspondant à ces trois schémas sont
représentées sur la figure (II-4) :
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r-

Schéma de
Crank-Nicolson

Schéma totalement
implicite

Figure IL4 : Lois de variation locale pour la discrétisation en temps

Donc l'équation (11-21) devient :

Ax
At

r - r ôcp r - r dcp
(11-26)

A partir d'une loi de variation locale, les différents termes de | F—[sont

représentés par les relations suivantes :

ap(pp = f ajv<pE 4-f ao<po + b

avec, a£ -

o _ o Ax
a?~P Â^

Ax

F1
' --

Ax Ax0

-ol-.
, at;

A x E

o / o )J (11-28)

aP = p
At

.,
aE + fa0

Stabilité du schéma de discrétisation temporelle

Examinons plus en détail les trois principaux schémas : explicite, Crank - Nicolson
et totalement implicite. Dans toute la discussion qui suit, nous considérerons que

F et p sont constants, et ne distinguerons donc plus as et a£ ,...

Le schéma explicite est obtenu en posant / = 0 dans l'équation (II -27) soit :
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aP<pP = aE<pE+a 0<po+(ap -aE -ao)tpp (\\-2V)

La valeur de (pp à l'instant t + At ne dépend pour ce schéma que des valeurs de ç

à l'instant précédent. Ainsi, le calcul de cp à chaque pas de temps ne nécessite pas
la résolution d'un système linéaire. Cependant le schéma explicite souffre d'une

sérieuse limitation. En effet, si l'on perturbe <pp , <pP doit suivre la perturbation
dans le même sens. Pour ce faire, il faut que :

aP -aE -a0 >0

ce qui signifie, en considérant un maillage régulier, que le pas de temps ne doit pas
dépasser la valeur limite :

A t < p (11-30)

Si cette condition n'est pas remplie, des solutions sans aucun sens physique
peuvent être obtenues.

La condition (11-30) est un critère classique de stabilité du schéma explicite . Ce
critère peut conduire à des temps de calcul longs car plus on veut raffiner le
maillage, plus il faut réduire le pas de temps.

Nous allons illustrer la différence entre les trois schémas à partir d'un problème
simple. Nous considérons dans l'équation (11-27) que (pK et cp0, sont bloqués à

zéro. Dans ce cas, pour un maillage régulier, nous déduisons de (11-27) la relation :

<Pp I-A.(I-O

avec, A. = - (11-32)
pAx"

Le fait que cpE et <p0, soient tou]ours nuls nécessite que (pp tend vers zéro lorsque

t tend vers l'infini. La raison de la suite géométrique (pp doit donc être en valeur
/ n

absolue inférieure à 1. Les variations de < p F / (pp en fonction de /., pour les trois

schémas, sont représentées sur la (Figure II.5).

On voit sur cette figure que seul le schéma totalement implicite conduit à des

valeurs positives quelle que soit la valeur de À . Pour des grandes valeurs de À , le
/ u

schéma de Crank - Nicolson donne pour cp,./cpp une valeur comprise entre -1 et

0, ce qui signifie que les valeurs de çyvont osciller encre des valeurs positives et
/ 0

négatives en tendant vers I*. Le rapport tp,./(pp devient inférieur à -1 avec le

schéma explicite si X, > 2 ; les oscillations de cp ne sont alors plus amorties et la
solution diverge.
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8 10 12 14 16 X

Figure II.5 : Comparaison des schémas explicite,
Crank - Nicolson et implicite

Ainsi, le schéma totalement implicite répondant aux critères de simplicité
et de réalité physique de la solution, nous l'utiliserons de préférence dans
toute la suite de notre travail.

Il est cependant reconnu que le schéma de Crank - Nicolson est plus précis que le
schéma implicite pour des petits pas de temps. Ce résultat est prévisible car pour
de petits pas de temps les variations de cp en fonction du temps sont presque
linéaires, tandis que le schéma implicite décrit des variations exponentielles.

Remarquons enfin que la stabilité " inconditionnelle " du schéma totalement
implicite n'est assurée en toute rigueur que pour un système linéaire |9|.

II. Méthode de volumes finis pour les problèmes de diffusion en deux
dimensions

La méthode de discrétisation utilisée en une dimension est étendue à celle de
deux dimensions. Pour illustrer ceci, nous considérons l'équation de diffusion en
deux dimensions :

(U-33)
dt x x j

Le maillage est donné dans la figure II.6.
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Figure II. 6 : Maillagc bidimensionnel

L'équation discrétisée est obtenue par intégration en espace et en temps :
t+At e n -3/ ___ \ r r d ( p ( p j . __ , r

v dvdxdt -
J J J • - J

t+At e r+At e n,. ,
^ C X p l , , , , f f f C r-<*P j j jF— - dydxdt + — F— - dydxdt

J J J ^ ,5y
t+Ac e n

+ J jJSdydxdt (11-34)
t o s

La discrétisation de l'équation de diffusion sur le volume de contrôle est :

[(P(p)p-(p<p)pjAxAy = F - F .

F - F

AyAt

AxAt + SAxAy

(11-35)

En choisissant d'utiliser le schéma totalement implicite, on obtient :

aP(pP = aE<pE+

avec, aP = a E +

aN ——"—Ax j b = SC AxAy — a p <p p

A y N

a E =
FO rsAy , a0 = — a— Ay , a s = — ̂ -

' Ax 0 Av s

'j AxAy
o — t-\_ap — p

At
(11-36)

III. Etude de problème de convection diffusion

Les effets de convection diffusion ont une influence importante, sur l'étude des
écoulements à surface libre.

Dans cette partie, on suppose que le champ de la vitesse est constant, et on
cherche à trouver un champ scalaire q> dont l'évolution en temps et en espace
est régie par l'équation suivante :
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dt
+ divpcpv divlFgrad 9 + S (11-37)

'

Le processus de diffusion affecte la distribution du transport de la propriété <p

dans toutes les directions, alors que celui de la convection n'est influé que dans le
sens de l'écoulement.

La superposition d'un problème convectif et d'un problème diffusif conduit
donc à la simulation d'interactions entre un transport à la vitesse V et une
diffusion du champ scalaire cp.

Pour étudier le comportement de la solution de ce système, on doit faire une
comparaison qui sera définie par l'expression qui représente le rapport entre le
terme de convection et le terme de diffusion.

1. Etude d'un problème de convection diffusion pour un écoulement
unidirectionnel

En absence du terme source, l'équation de convection diffusion
unidimensionnelle pour un régime permanent est régit par le système d'équations
suivant :

• Equation de quantité de mouvement

-f (pu«p)= -f f r^l (ii-38)
dx dx V dx y

* Equation de continuité

—(pU)=0 (11-39)
dx
où, U : représente la vitesse dans la direction x et F : représente le coefficient de
diffusion.

avec, <p(o)=(p0 (IL40)

2. Solution exacte du problème de convection diffusion unidimensionnelle

La solution exacte d'une équation de convection diffusion sur le domaine
[0,L]est donnée par la relation suivante :

Pe — — 1
m.42)

cp(L)-<p(o) exp(Pe)-l

où, Pe : représente le nombre de Peclet, qui sera définit par l'expression

suivante : Pe = - - (11.43)

Le résultat de cette interpolation dépend donc de la nature de l'écoulement
caractérisé par le nombre de Peclet qui indique l'importance de la convection et
de la diffusion.
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Hn effet, si Pe — 0, on se trouve dans le cas de la diffusion pure. La solution de
ce système est linéaire.

Si le nombre de Peclct est grand, on se trouve dans le cas où la convection est
fortement dominante, l'interpolation se fait en adoptant la valeur de la cellule
amont (La valeur de <p en x=0 sera la même dans tout le domaine, donc
(p(x) = cp0).

Si le nombre de Peclet est faible, dans ce cas la diffusion est fortement
dominante, c'est la valeur de la cellule aval qu'est adoptée. (On prend la valeur de
</? en x—L dans tout le domaine d'étude, donc <p(x)- cpL).

Ces résultats peuvent être résumés dans la figure (11.7)

<p(û)

o L
Figure 11.7 : Interpolation de g) sur [0,L] selon la valeur du

nombre de Peclct

3. Application de la méthode des volumes finis sur l'équation de
convection diffusion unidimensîonnelle

• Discrétisation spatiale

On définit un domaine de calcul qui sera représenté par une grille, le volume de
contrôle est délimité par les faces R dans la direction des X croissants et () dans

la direction des X décroissants.
Ax(,

Figure ILS : Discrétisation
unidirectionnelle

Ax

0 o
\

Ax = Ax p
r

\ Lf
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L'intégration de l'équation de convection diffusion (11-37) sur le volume de
contrôle représenté par la figure (II-8) est donnée par l'expression suivante :

(11.44)

(11.45)

et l'équation de continuité (ÎI-39) sera définit par :

(PUA)C -(pUA)0 = 0 avec, Ac - AQ = A

On ne peut pas résoudre cette équation directement, car elle est fonction des
termes de cpcet (p0 qui ne sont pas définis.

Donc, il est nécessaire d'avoir recours à une interpolation pour se ramener à une
équation où la seule valeur de cp correspond au centre du volume de contrôle qui
intervient.

Il existe plusieurs schémas d'interpolation de précision variable.

IV. Schémas d'interpolation

On peut présenter les différents schémas d'interpolation par la figure suivante :

Schéma de
diffère ntiation

Figure II.9 : Schémas d'interpolations

1. Propriété des schémas de discrétisation

Les propriétés des schémas de discrétisation les plus importantes sont liées à
[12], [13] :

*î* La conservation ;
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*î* La frontière ;
*t* Au transport].

• Propriété de conservation

L'intégration de l'équation de convection diffusion a donné des équations
discrétisées conservatrices faisant intervenir le flux de la propriété (p à travers les

faces de volume de contrôle.
Pour assurer la conservation de ç pour toute la solution du domaine, le flux

sortant d'un volume de contrôle doit être égal à celui rentrant au volume de
contrôle à travers la même face.

• Propn'été de frontière

Pour résoudre des problèmes correspondant à des équations complexes, on doit
utiliser la technique qui commence par le processus de résolution à partir d'une
distribution supposée ou devinée de la variable cp puis exécuter des ajouts

successifs jusqu'à ce que la solution converge.

Scarborough a montré pour qu'une méthode itérative converge, il est nécessaire
que la relation suivante soit vérifiée.

^avoi f < i pour tous les noeuds (11-46")
a p _ S \1 pour au moins un noeud ^ '

Si le schéma satisfait ce critère alors la matrice des coefficients résultante est à
diagonale dominante.

Pour cette raison, le dénominateur de (11-46) doit être suffisamment important
ou encore la linéarisation des termes de source doit fournir un terme de source
Sp toujours négatif

La dominance diagonale est un critère utiliser pour satisfaire la propriété de
frontière.

De plus, tous les coefficients des équations discrétisées doivent avoir le même
signe (positif).

Ce qui veut dire physiquement qu'une augmentation de la variable ç à un nœud

donné doit résulter de l'augmentation de cp en tout nœud voisin à ce dernier.

• Propriété de transport

Cette propriété nous renseigne sur l'effet de la direction de l'écoulement et de la
tendance relative de la convection par rapport à la diffusion.

2. Schéma aux différences centrées

Ce schéma propose l'hypothèse que la variation de (p est linéaire d'un nœud à

son voisin immédiat, en considérant que les interfaces des volumes de contrôles
sont à mi distance entre les nœuds.
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Et

2
d(p <pp -<po

(Ax)c

TA A(Ax)

(11-48)

(11-49)

(II'50)

Si on injecte les relations (11-47), (11-48), (11-49) et (11-50) dans l'équation (11-44),
on a l'expression suivante :

2 2 2 AxE AxE

; .. , r0
(11-51)

Axc Ax
<Po

o

Par approximation, on définit les variables F et D représentant respectivement le
flux massique convectif par unité de surface et la conductance de la diffusion :

F-pU

« r
Ax

(11-52)

(11.53)

En remplaçant les expressions (11-52) et (11-53) dans la relation (11-51), et après
réarrangement de cette équation on trouve :

FC

9

F« (11-54)
2 J \. 2

L'intégration de l'équation de continuité sur le volume de contrôle est :

F e-F0=0

Si on injecte et en soustrayant l'équation de continuité (11-55) du membre de
droite de l'équation (11-54), on obtient :

f T- N f r \)

(D°+ir) l ° 2 j
fc-Fj-fc -Fo)" q>p =f I

c 2
J9E + DO -t kpo

En arrangeant l'équation (11-56), il en résulte :

De - -
\

(po (11-57)

On définit les coefficients de l'équation de convection diffusion par les relations
suivantes :

ao

D0+-^-
2

as

De-^
2

ap

a 0 + a E + ( F e - F 0 )

Tableau 3

Donc l'équation (11-57) se transforme à :
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ap(pp =a E (pE +ao(po (II-58)

• Evaluation du schéma aux différences centrées pour les problèmes de
convection diffusion

• Propriété de conservation

Puisque ce schéma utilise des expressions consistantes pour évaluer les flux de
convection et de diffusion, donc on peut dire que ce schéma est conservatif.

• Propriété des frontières

On remplace les paramètres de l'équation de convection diffusion par leurs
relations dans l'expression du critère de frontière, on trouve :

(H-59)
a i > -S, a F.

Ce qui implique que les coefficients de ce schéma satisfont le critère de

Scarborough.

Les coefficients ÛK et a0 peuvent devenir négatifs selon le signe du nombre de

Peclet.

En effets, si Pe >2, la convection domine, aK sera négatif

Si Pe < -2, a0 sera négatif.

Ces résultats sont en contradiction avec la règle de positivité des coefficients ap ,

• Propriété de transport

Le schéma de différenciation centrale introduit l'influence au nœud P de la
direction de tous les voisins pour le calcul des flux de convection et celui de
diffusion.

Ce schéma ne reconnaît pas la direction de l'écoulement ni la distance relative de
la convection par rapport à la diffusion. Il ne possède pas la propriété de-

transport.

• Propriété de précision

Puisque le critère de frontière exige que les coefficients de l'équation de
convection diffusion doivent être positifs.

Donc la stabilité et la précision de ce schéma ne seront pas vérifiées.

Pour satisfaire ces conditions nous avons deux possibilités :

• Soit diminuer la vitesse ce qui veut dire favoriser la diminution de la diffusion

et aussi diminuer le nombre de Reynolds.

• Diminuer le pas de la grille ou encore affiner davantage le maillage.

Avantage et inconvénient de ce schéma
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Les avantages et les inconvénients de ce schéma sont représentés dans le tableau
récapitulatif suivant :

conservation
transport

Critère de frontière
Précision

Cas réels

Avantage
conservatif
***

***
*>k*

*^<*

Inconvénients
***

Ne possède pas la
propriété de transport.
N'est pas vérifié
Les résultats ne sont pas
précis.
On ne peut pas utiliser ce
schéma pour le calcul des
écoulements en général.

Tableau 4

En résumé, le schéma centré, résultant du choix d'une loi de variation locale de
type linéaire, conduit à des oscillations lorsque le nombre de Peclet local devient
en valeur absolue supérieur à 2.

Donc, ce schéma ne donne pas de bons résultats pour le calcul des écoulements
en général.

3. Schéma de différenciation aval

Ce schéma prend en compte le sens de l'écoulement lors de la détermination des
valeurs aux faces d'un volume de contrôle.

Le principe de ce schéma exige que la valeur de <p aux faces d'un volume de
contrôle soit prise égale à celle de la valeur située à l'aval du nœud considéré.

Pour discrétiser les termes convectifs et les termes diffusifs, on doit choisir deux
lois de variation locale.

Le choix de ces lois se fait en découplant le phénomène diffusif de celui
convectif. (Si le transport est purement diffusif, on doit s'intéresser à une loi de
variation locale du type linéaire par morceau).

Si on prend en considération les deux équations Fc =(pU)eetF0 =(pLf)0, on se

retrouve dans deux cas :

Cas N°l

Si l'écoulement est dans le sens positif, U0 > 0,(F0 > 0)etUe ^0,(Fe >-0), on a :
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Ax0 AxPo AxPc Axc

Figure 11.11 : écoulement dans le sens positif
<PO = <Po

et cpe = (j

(11-60)

(11-61)

Si on injecte les deux expressions (11-52) et (11-53) dans l'équation (11-44), on
obtient :

Fç(p.-F0cp0 =D c((pE-<pp)-I}0((pp-tPo) (11.62)

Par conséquent, en remplaçant les deux relations (II.-60) et (11-61) dans
l'équation (11-62), on trouve :

Fc<pP-F0<po =D e ( (pE-<pp)-D 0 (<p P -(p0) (11.63)

Après réarrangement de cette équation, on aboutit à :

[(F,, + D0)+D, +(Fe -F0)]cpP =(!•; +00>po +0,(p;, (TI.64)

Cas NC2

Quand l'écoulement est dans le sens négatif, on a :

<po «Pc

t
o E

Axoo Ax0p Axp^ Ax^E

Figure 11.12 : Ecoulement dans le sens négatif
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Le schéma de différenciation aval prend la forme :

et (pe =(p,.: (11-66)

En remplaçant q>0par cpi>et (pepar tp^dans l'équation (11-61), on obtient :

F T~ r\ \ \T /-*1\(pE"~r0(pp=JJeUp[f—(Dp)—tyolVP^H^O/ ( 11-u / I

En arrangement cette équation, on aboutit à :

[(De -F e)+D 0 +(Fe -F(])]<pP =(DC -Fe)(pc +D0(p0 (11-68)

Par conséquent, les deux équations (11-64) et (11-68) peuvent être écrites de la
forme générale, qui sera présentée,par l'expression (11-58) :

Les expressions a,-, a0, a/, sont présentées dans le tableau récapitulatif qui suit :

Cas N'1
Cas N°2

F0 > 0 Fc >- 0

F0 x 0 Fe x 0

a0

DO + FO

Do

a^
D,

De-Fe

aP

a 0 + a 0 + ( F e - F 0 )

a 0 +a E +(Fe-F0)

Tableau 5

Une autre écriture plus simple donne les expressions de a()et o,. dans les deux
cas qu'on a cité précédemment. Cette écriture est illustrée par le schéma suivant :

Sachant que Fe - F0 = 0, donc :

a P = a 0 + a K (11-69)

• Evaluation des schémas de différent!'atîon aval pour les problèmes de
convection diffusion

• Propriété de conservation

Ce schéma est conservateur, puisque il utilise des expressions consistantes pour
évaluer le flux de convection.
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• Propriété de frontière

D'après le tableau précèdent et l'équation (11-69), on voit que tous les
coefficients de l'équation de convection diffusion sont positifs, donc la stabilité
des itérations est bien vérifiée.

Par conséquent, tous les coefficients du schéma de différenciation aval, satisfont
le critère de Scarborough.

Ce critère nous permet de dire que la matrice est à diagonale dominante, ce qui
nous permet d'éviter d'avoir des oscillations.

• Propriété de transport

L'un des avantages de ce schéma, c'est de vérifier la propriété de transport,
puisqu' il permet de suivre la direction de l'écoulement.

" Précision

Le schéma de différenciation aval est basé sur les résultats d'arrière, ce qui ne
permet pas de donnée des résultats plus efficaces.

Avantage et inconvénient de ce schéma

L'étude des différences principales de ce schéma nous permet de détecter les
avantages et les inconvénients du schéma de différenciation aval.

conservation

Frontière

Transport

Précision

Avantage

Conservatrice

Vérifie le critère de frontières

Permet de suivre le sens de

l'écoulement

Inconvénient

***
»**
^£~*3f-

11 produit des résultats erronés
pour un écoulement non aligne de
la grille, il induit de faux résultats

de diffusion.

Tableau 6

4. Schéma hybride

Ce schéma est proposé par Spalding, il est basé sur la combinaison des deux
schémas, différenciation centrale et différenciation aval p [12], [13].

Le schéma de différenciation centrale est employé lorsque le nombre de Peclet
est inférieur à 2, alors que le schéma de différenciation aval est employé dans le

cas ou le nombre de Peclet est supérieur à 2.

On définit dans cette partie le nombre de Peclet local par la relation suivante :

D
Ax

(11-71
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Par conséquent, on a deux cas à respecter :

• Cas n°l : Pe < 2

Les coefficients a£)aQ,ap sont définis parles relations suivantes :

a 0 = D 0 + ^ (11-71)

a E = D e + £ . (11-72)
2 ^ y

-(Fe-F0) (11-73)aP =a

• Cas n2 : Pc > 2

Les paramètres a^,a0,ap sont représentés parles expressions suivantes :

a0 = D0 + max(F0,0) (1

aE =De + max(o,~F0) (

Par conséquent, ces résultas sont résumés dans le tableau ci-dessus :

aE

max
( P\

:F-(D-"î}°.
a0

r ( F ^ ^
max FoJ D 0 + — L O

L V 2 J

Tableau 7

On constate que les deux cas nous permettent d'aboutir à l'équation (11-58)

* Evaluation des schémas de différentiation hybride pour les problèmes
de Convection Diffusion

Le schéma de différenciation Hybride utilise les propriétés avantageuses des
schémas de différentiation aval et différentiation centré.

Le principe de ce schéma bascule entre le schéma différentiation centré et le
schéma différentiation aval. Quand le schéma de différentiation centrée produit
des résultats erronés pour des nombres de Peclet élevés il passe au schéma de
différentiation aval.

• Conservation

D'après l'analyse des études qui ont été faites, on a constaté que ce schéma est
conservateur.

• Frontièrv

Les coefficients internes de l'équation de convection diffusion sont toujours
positifs, ce qui veut dire que la matrice est à dommance diagonale.

• ^Transport

On constate d'après le schéma différentiation aval que le schéma hybride satisfait
les critères de transport pour des grandes valeurs du nombre de Peclet.

Proiet de fin d'études 2004 46



Chapitre II Présentation de la méthode des volumes finis

• Précision

II donne de bons résultats qui sont semblables à la réalité et avec une très bonne
précision

Avantages et inconvénient de ce schéma

Soit le tableau récapitulatif qui résume les avantages et les inconvénients de ce
schéma :

Conservation

Frontière
Transport

Précision

Avantage

Conservatrice

Le critère de frontière est vérifié

Le critère de frontière est vérifiée
pour Pe »1

II donne des résultats conformes à la
réalité et avec une bonne précision

Inconvénient
***

-*-**.

•jf-.-f.-jf.

***

Tableau 8

5. Schéma de la loi de puissance

C'est une version approchée du schéma exponentiel, il est recommandé

uniquement dans le cas d'un problème d'écoulement unidimensionnel.

Pour le cas 1D, ce schéma donne des résultats précis et meilleurs que ceux du

schéma hybride.

Les coefficients aE , a 0 , ap sont approchés par une fonction polynomiale de Pe,

par morceau.

- Quand le nombre de Peclet est supérieur à 10, la diffusion est prise égale à
zéro.

- Si 0 < Pe < 10, le flux est évalué en utilisant une expression polynomiale.

Pour le coefficient^ , on définit les relations suivantes :

• Pe < - 10, -^- = -Pc
DE

• 0 < P e < 10, -̂ - =

• P e > 10, -^- = 0
DE

Les coefficients de l'équation discrétisée pour la convection et diffusion en une
dimension sont donnés dans le tableau ci- dessous :

a0

**

ap

D, maxfpXl-O. l / 3

Demâ\(o,(l-Q.\Pe

ao ~^~ a E ~^~

Tableau 9

e,,)5 +max(/r,,,0))

J+max(-/-.,0))

(F.-FO)
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Avantages et inconvénient de schéma de hi loi de puissance

Les avantages et les inconvénients de ce schéma sont résumés dans le tableau qui
suit :

Précision

Avantages

II produit des résultats plus

stables pour le cas 1D

Inconvénient

II n'est pas utilisé pour le
cas 2D et 3D.

Tableau 10

6. Schémas de degré élevé pour les problèmes de convection — diffusion

Comme on a vu précédemment, la différence qui existe entre les différents
schémas présentés est le degré de précision et de la minimisation des erreurs.

Donc pour cette raison on a pensé à utiliser des discrétisation des degrés élevés.

Le schéma de degré élevé implique plus de points voisins et la réduction de
l'erreur de discrétisation par l'apport d'une plus large influence.

De plus, les formulations qui ne tiennent pas compte de la directionnelle des
écoulements ne sont pas demandées en raison de leurs instabilités.

-d. Différenciation quadratique aval : QUICKschéma

L'interpolation quadratique amont à convection cinématique utilise trois points à

poids pour évaluer <p aux faces d'une cellule. La valeur de cpest obtenue par une

fonction quadratique passant par deux nœuds (en chaque face) et un nœud du
côté amont.

Figure 11.13 : Cellules de calcul pour le schéma Quick

On a deux ça

s à considérer :

* Si U0 x 0 et Ue ^0 : Une fonction quadrature passant par OO, O et P est
utilisée pour calculer cp0 et une autre fonction passant par O, P et E est

utilisée pour calculer q>e •
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• Lorsque U0 -<0 et Ue -<0, les valeurs de cp en O, P et E sont utilisées pour le

calcul de q>0 et les valeurs de 9 en P, E et EË sont utilisées pour le calcul de

< P e -

• PourU0 >-0 , les nœuds enveloppant la face ouest o sont O et P et le nœud

amont est OO, on a l'expression suivante :

/ n j - ^ i - n rn (~\~\ f\ 8 ° 8 P 8 °°

• PourUe ^0, les nœuds enveloppant la face e sont P et E et le nœud amont est
O ; on a la relation qui lie O, P, E :

6 3 1
(pe — — (Dp 4 - — ( p F 1

Ve 8^ 8 8

Pour une grille uniforme ce phénomène donne une expression qui sera la même

que pour la différenciation central.

Si F0^0et F e>-0 et si on utilise les équations (11-76, 11-77) pour les termes

convectifs et la différentiation centrale pour les termes de diffusion, alors
l'équation correspondant au problème de convection- diffusion en une
dimension s'écrit comme suite :

3 1 ^ „ (6 3 16 , 3

-<po +- = De((pE - (pp)-D0(cpr ~cp0)(II-78)

Après réarrangement de cette équation, on trouve

a P cpp =a 0<po + a E (p E +a0o<Poo

ou :

ao

6 I
° + 8 ° + 8 "

aE

j

aoo

1

8 °

aP

ac + aFj + a oc) + (Fc - F0 )

Tableau 11

Si F0 ^0 etFe -<0, les flux traversant les faces Ouest et Est sont :

(Pô =-pp+-q)o--q)E (11-80)
o o o

_ O - 3 _ l /T T & 1 \ P 8 E 8

Substituons ces deux équations, pour les termes de convection, et celles de la
différentiation centrale, pour les termes de diffusion, dans l'équation (11-62);
après réarrangement de cette équation, on obtient la même expression que

l'équation (11-79) sachant que les termes de cette équation sont illustrés dans le
tableau qui suit :

a0

° 8 °

aE

D _ 6 --F•*—* £ •*- C -*• Oo o
o o

aoo

IF
8 c

Tableau 12

aP

a o - H a E + a E E + ( F e - F 0 )
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Si on combine les deux équations des coefficients on obtient l'expression
générale valable pour une direction d'écoulement positive ou négative :

_ \ n. 1 rr\I ft*^aptpp — 3Q(po > aE tpE T aooVoo " • " a E E Y E E ^11-0^

Les paramètres de cette équation sont donnés par les relations suivantes :

aP

ao

aoo

aï

/C" f 1
aO + a E +aOO + «EE + V"e ~ "o /

r» , 6 c 1 ir ^ 3 A ^1 I _l /~/ 1-. _j_ ^rv H J 11 — !"/ IH!_•' ^j i^ ^x o •*• o "̂  *-*' e * e '̂  \  *-*' o /•** o
8 8 8

1 c~-a0F0
s

De -^a.F, -|(l-ae)Fe -i(l-a0)F0
8 8 8

i(i-«>;
Tableau 13

avec,

ao - \r Fo>0 et ae -1 pour Fe>0

a0 - 0 pour Fo -< 0 et ae = 0 pour Fe -< 0

b. Evaluation des Ouick schémas pour les problèmes de Convection
Diffusion

• Propriété de conservation

Ce schéma utilise des profils quadratiques consistants.

Par conséquent, ce schéma possède le critère de conservation.

• Propriété de transport

Ce schéma est basé sur la relation qui lie les deux nccuds en amont et une valeur
en aval. D'où la propriété de transport est bien vérifiée.

• Propriété de frontière

Le champ d'écoulement satisfait l'équation de continuité, ce qui implique que le
coefficient ap et égal à la somme de tous les coefficients avoisinant le nœud
central. Par conséquent, le Quick schéma possède la propriété de frontière.

Les coefficients principaux aE et a0 ne sont pas garanties être positifs et les
coefficients aEE et OQQ sont négatifs.

^ Pour des faibles nombres de Peclet, Pec =— —>- , et si U0 ^Oet Ue > 0, le
\ 'e Jy

coefficient Est devient négatif.

Ceci peut donner lieu, pour certaines conditions d'écoulements, à des problèmes
de stabilité et frontière. Idem pour le coefficient ouest dans le cas où
l'écoulement est dans le sens négatif. D'où ce schéma est conditionnel.
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D'autres parts, les équations discrétisées font intervenir non seulement les nœuds
mitoyens et les nœuds un peu plus loin ce qui donne une matrice tridiagonale qui
ne se résout pas directement

c. Stabilité du Ouick schéma

Pour enlever le problème de stabilité du Quick schéma différentes formulations
ont été proposées.

Toutes ces formulations sont proposées pour essayer de mettre les coefficients
négatifs dans le terme de source pour ne retenir que les coefficients positifs.

Hayase et ses collaborateurs ont généralisé l'approche pour le réarrangement du
Quick schéma et ont tiré une variante stable et qui converge rapidement [13]. Le
Quick schéma de Hayase et ses collaborateurs peut être résumé comme suit :

<po "(po +-[39p -290 -3cpoo] pour F0 >- 0 (11-83)
8

<Pe =<pp+-[3<p E -2<p P -3<p 0 ] pour Fe >0 (11-84)
8

<p0 = <pp +-[3<pP -2cpE -3(pEE] pour F 0 -<0 (11-85)
8

9e =<PE + -[3<pP -2cpE -3cpEE] pour Fe -<0 (11-86)
8

L'équation discrétisée prend la forme suivante :

i i C iTT Q~7\p — a o ( p o i a E ( p £ - r o ^11-o/y

Les paramètres de cette équation sont présentés dans le tableau suivant :

ap

*E
ao

S

a0 +a E +(FC -F0)

D e-( l-a e)F e

D0 + ce0F0

1 1

— 3cpp — 2(Dn — tpoo PtoF,, H — kpo
8 8

+ I[2<pE

+ 2cpP -3(pE)xcFe

+ PEE ~3(ppJ(l — et

f-[3(p0-2<pP
8

.)F.

-cpEXl-a0)F0

Tableau 14

avec, a0 -1 pour F0>-0 et ae - 1 pour Fe>0

&0=0 pour F0 -< 0 et ae = 0 pour Fe -< 0

L'avantage de cette approche réside dans le fait que les coefficients sont toujours
positifs et satisfont les critères de Conservation, Frontière et de Transport.

V. Maillage décalé

Dans les équations de quantité de mouvement les composantes de la vitesse
(termes de convection) jouent le rôle d'une quantité transportable.

Par contre, la pression qui intervient sous la forme d'un terme source de types
gradient ne joue pas le rôle d'une quantité transportable, donc il n'y a pas
d'équation sur la pression.
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Chapitre II Présentation de la méthode des volumes finis

D'autre part, dans un problème d'écoulement unidimensionnel d'un fluide
visqueux, incompressible, et en absence de forces de volumes, l'incrément de

pression APest proportionnel àpU . Donc il n'existe pas une relation directe
entre la pression P et la vitesse U mais entre U et AP .

La discrétisation d'une équation de convection diffusion sur le volume de
contrôle par la méthode des volumes finis fait intervenir les valeurs des vitesses
aux interfaces des volumes (Ue, U0, Vn> Vs).

On doit donc calculer ces vitesses directement sur les interfaces (sans avoir à
effectuer d'interpolation).

On utilise dans le cas de la discrétisation de l'équation de continuité et de
gradient de pression une interpolation linéaire.

Supposons que la répartition de pression et de vitesse et uniforme, donc cette
interpolation peut induire des erreurs importantes.

Donc, on doit localiser chaque composante de la vitesse entre deux pressions.

Par conséquent, on utilise un maillage décalé « staggered grid ».

Deux grilles décalées l'un vers la droite et l'autre vers le haut respectivement sont
utilisées pour le calcul des vitesse horizontale et verticale.

Les équations de quantité de mouvement suivant la direction x et y sont
intégrées sur le volumes de contrôle entourant la vitesse suivant x et y (U, V) aux
points de localisation o et e pour U et n et s pour V.

1 1 I

î

O

î
S

.̂ ; U 41 : V —••%- .' Nœuds associés àP,T,C...

Figure 11.13 : Volume de contrôle utilisé pour la discrétisation de
l'équation de la quantité de mouvement dans la direction x
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o

N

E

s

:U :V . '•-- : Nœuds associés à P, T, C

Figure IL 14 : Volume de contrôle utilisé pour la discrétisation de l'équation
de la quantité de mouvement dans la direction j-*

L'équation de continuité est intégrée sur le volume normal P.

l

S

. ' w. .' Nœuds associés à P, T, C.

Figure II. 15 : Volume de contrôle utilisé pour la discrétisation de
l'équation de continuité
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Ë3 Volume de contrôle associé aux propriétés scalaires (P,.. -)

Volume de contrôle associe à la vitesse U
'-' Volume de contrôle associé à la vitesse V

D + m + EI = si
133 + E3 _ E2

D + E3 _ EU

Figure 11.16 : Volume de contrôle utilisé pour la discrétisation de
l'équation de continuité et les équations de quantité de
mouvement

Avec ce choix de maillagc décalé, le calcul des forces de pression pour la

discrétisation de l'équation de conservation de la quantité de mouvement, fait
apparaître la différence de pression entre deux points voisins du maillagc. Il en
est de même pour l'équation de conservation de la masse. Ceci vient du fait, qu'il n'y

a plus à faire d'interpolation pour calculer he et ha ou pour calculer L'0 et L f

Le Quick schéma a formellement une grande précision par rapport à celui de
schéma de différence centré et celui de schéma hybride.

L'implémentation des schémas de degré élevé, tel que celui d'ordre trois peut
causer des problèmes relatifs aux conditions de frontière. Ajouter à ceci, ils
génèrent des coûts élevés des calculs numériques par rapport aux deux autres
schémas.

Les schémas que nous avons présenté dans ce chapitre décrivent les effets
simultanés de la convection et de la diffusion par le biais d'équations discrétisées
formées d'une combinaison linéaire des valeurs nodales et pondérées par des
poids nommés coefficients, composés eux aussi d'une combinaison du flux
convectif par unité de surface F et de la conductance de diffusion D [13].
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Les équations discrétisées d'un nœud interne relatifs aux schémas de
différentiations Centrale, Aval, T lybndc et Loi de Puissance pour les problèmes

de convection diffusion en une dimension prennent la forme générale suivante :

aPcpP

avec, ap = aF + a0 + (Fe - Fn )

Les coefficients voisins sont représentés dans le tableau suivant :

Schémas

Schéma aux
différences
centré

Schéma de
différenciation
aval

Schéma
hybride

Schéma de la
loi de
puissance

îlo

D.+^
" 2

D0+max(Fa,0)

max FaloH+^-\0

D0 + max|o,(l - 0. 1 Pe\J \ maxfc.o)

a f ,

D - —
e 2

D, + mzx(Q-Fe)

max -F^-^Q

D, + max[o,(l-0.1/Ve J ]+max(-f;,0)

Tableau 15

Les schémas qui possèdent des propriétés de Transport, Conservation et
Frontière fournissent des solutions réalistes et des itérations stables :

S Puisque le schéma aux différences centrées ne vérifie pas le critère de
transport et donne des solutions non réalistes, donc ce schéma n'est pas
approprié pour les problèmes de convection diffusion

^ Les schémas de différenciation aval, hybride, de la lot de puissance possèdent
toutes les propnétés de Transport, Frontière, Conservation et une haute
stabilité unidimensionnelle.

Dans le cas des écoulements multidimensionnels, si le vecteur vitesse n'est pas
parallèle à une coordonnée de direction, ces différents schémas qu'on a présenté
donnent des fausses diffusions.

Les équations discrétisées d'un nœud interne relatives au Quick schéma de
Léonard pour les problèmes de convection diffusion en une dimension ont la
forme générale suivante :

F^ -F0)

ap(pp = a0(po + aE<Pti +a0o<Poo

avec, a P = a 0 + a E + a o o +a K r ,

Les coefficients voisins sont :
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Quick schéma

ao

aE

aoo

aEE

0 +6a F + 1 F +3(i a }Fo g«0 „ 8«, , g v «„; ,
i

D.-|«.F.-|(l-a>.-i(l-a>.

^(l-«>.

Tableau 16

avec, aa = 1 pour /;o >- 0 et at - 1 pour Fe>0

a0 - 0 pour /^ -< 0 et ae = 0 pour 7^ -< 0

Les schémas de haut degré comme le Quick peuvent réduire les erreurs générées
par une fausse diffusion mais ils sont moins stables numériquement. Ceux-ci se
manifestent par des sur dépassement ou sous dépassement dans la solution de
certains problèmes y compris ceux avec de large gradient de ç conduisant à un
comportement non physique ; exemple des propriétés turbulentes E et k
négatives [13].

Si ce schéma est utilisé avec précaution, il peut donner des solutions avec de-
bonnes précisions pour les problèmes de convection diffusion.

Conclusion

Le schéma hybride est une combinaison entre le schéma de différentiation
central et le schéma de différentiation aval. Ce schéma est en fait une approche
moins coûteuse en temps de calcul par rapport au schéma de la loi puissance et
le schéma Quick.

Pour la discrétisation spatiale notre choix s'est porté sur le schéma hybride.

Pour la discrétisation temporelle, puisque les schémas explicite et le schéma de
Crank-Nicolson ne donnent pas des résultats stables dans le temps, donc le
schéma qu'on va utiliser est le schéma implicite.

On va traiter un problème de convection diffusion pour une géométrie
bidimensionnelle et un régime d'écoulement non permanent.

Proiet de fin d'études 2004 56



Chapitre Ilî Discrétisation des équations de Saint Venant

Chapitre III : Discrétisation des équations de Saint Venant

Nous avons présenté dans le chapitre I, la méthodologie à suivre pour déterminer le
modèle mathématique correspondant au problème physique traité.

La complexité de ce modèle mathématique ne permet pas de le résoudre
analytiquement, donc on est amené à la résolution numérique.

Pour notre étude, on s'est limité à la méthode des volumes finis, présentée dans le
chapitre II.

Dans cette partie, nous allons appliquer cette méthode sur notre modèle
mathématique.

I,e domaine de calcul est d'abord divisé en un nombre finis de volumes de contrôle
formant un maillage rectangulaire, sur lequel on intègre notre système d'équations
différentielles de Saint Venant. Ce maillage doit être uniforme et structuré.

Toutes les variables qui nous intéressent sont défîmes au centre de volumes de
contrôles.

Le principe de la méthode des volumes finis consiste à proposer un changement de
variable, qui permet de linéariser le système d'équations différentielles.

Chaque équation de ce modèle mathématique de Saint Venant est intégrée sur tous
les volumes de contrôles, ce qui donne un système d'équations discrétisées qui relie
la valeur de la variable au centre de volume de contrôle à la valeur aux point voisins.

Pour avoir une bonne précision et des résultats proche de la réalité, on utilise un
maillage décalé pour la discrétisation, ce qui permet de calculer les composantes de
la vitesse aux interfaces des volumes de contrôle, tendis que k profondeur de
l'écoulement, la pression sont évalués au centre de volume de contrôle.

Pendant le calcul, les valeurs des vitesses peuvent être élevées, ce qui entraîne que la
solution de notre problème ne converge pas, pour éviter ce problème on utilise le
schéma hybride pour évaluer les flux aux interfaces de volume de contrôle.

Comme on l'a vu dans le chapitre II, le schéma totalement implicite est plus stable
dans le temps, donc on utilise ce schéma pour la discrétisation temporelle.

Donc, nous expliquons dans ce chapitre les démarche à suivre pour discrétiser notre
modèle mathématique de Saint Venant

On peut résumer les différentes étapes qu'on va suivre pour résoudre ce problème
dans le schéma suivant :
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Modèle mathématique de Saint Venant 2D

\

Choix de méthode numérique

Schéma totalement
implicite

Figure III.I. Les différentes étapes à suivre pour déterminer le
système d'équations algébrique de Saint Venant

I. M alliage
Pour chaque nœud P, on définit un domaine de calcul délimité par les premier
voisins définis par les lettres majuscules (N, E, S, O) tel que :

E est nœud dans la direction des x croissants, et O dans la direction des x
décroissants
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N est nœud dans la direction des y croissants, et S dans la direction des y
décroissants

On définit le volume de contrôle, sur le quel on intègre le système d'équations de
Saint Venant. Ce domaine est délimité par les interfaces représentées par les lettres
minuscules (o, e) dans la direction des x, et (n, s) dans la direction des y, les points
des interfaces (n, o, s, e) se situent aux milieux des distances (PN, PO, PS, PK).

On définit le pas Av dans la direction des x, et le pas Av dans la direction des y.

y

Volume de contrôle
Domaine de calcul

Hgure I I 1.2 : Volume de contrôle pour une géométrie tridimensionnelle

II. Discrétisation des équations de Saint Venant

a. Equation de continuité

L'équation de continuité intégrée sur la profondeur est représentée par :

a i l d H U 5HV ( in-i)

On doit intégrer cette équation sur un volume de contrôle délimite par les interfaces
(o, e) dans la direction des x, et (n, s) dans la direction des y, cette intégration se fait
dans l'intervalle de temps [t, t + A t ] .
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t-t-At e n -,,r l + At e n -ITYI-T l+AI e n

On décompose cette équation en trois termes et on intègre chacun de ces trois
termes sur le volume de contrôle.

• Intégration dit premier terme de l'équation de continuité sur le volume de
contrôle

Le premier terme de cette équation peut s'écrire sous la forme suivante :

t+ii e n -,_- n e t+Al

s o t

_ f\n définit à l'instant t les paramètres suivants : H P , Up ; et à l'instant t+At les

paramètres H P ,Up .

L'intégration spatiale et temporelle de ce terme donne :

t-t-At e n -,,,

• Intégration du deuxième terme de l'équation de continuité sur le volume
de contrôle

Le deuxième terme de l'équation (III-2) est égal à :

l+AI e n ^ n l+AI e

J dydxdt = dy J d t j d x (III-5)
S t O

Pour la discrétisation temporelle de ce terme, on utilise le schéma totalement
implicite :

t + At . T T r T 5 H U

f d t = A t
J A vôx

J
t + it c

(III-6)

= Jdy Jdt/^dx - (yn -y.^Hûl -HûDdt (III-7)
t o s *^A s t o

Par la suite, on a :

f f f ̂ Kiydxdt - (HeUe -H0U^")AyAt (II1-8)
J J J rSv
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• Intégration du troisième terme de l'équation de continuité sur le volume
de contrôle

L'intégration du troisième terme de l'équation (111-2) donne :

l+Al c n -VTTV ^TLJ\ _ _-. \ fP^ydxdt=P^-dy f d t [ d x = H n V n - H a V j x c - X o )

•> J •> J J J
At

t o a J s J t o

Le troisième terme intégré devient :

t+Al e n ^TT w / _ — \ ff-^-î-dydxdt- H n V n -H s V s AxAt (111-10)

J J J dy
t o s J

On remplace les termes intégrés sur le volume de contrôle par leurs expressions :

A x A t - 0 (III-ll)

En multipliant l'équation (111-11) par — , on a

_Ho B _

At

At

Or: HP = Z f p +h P (IÎI-13)

Sachant que k surface du fond est indépendante du temps, c'est à dire :

Zfp=z?p (III- 14)

donc l'équation de continuité devient :

\- P^x Ay+(H eûe-.H0U0)\  + ( H n V n - H s V g ) \  =  0  (111-15)

Sachant que [9], [12]:

F 0 = H 0 0 A y

Fn =H n V n Ax (111-18)

Fs =H s V,Ax

L'équation (111-15) se réduit :

AxAy + Fe - F0 + Fn - Fs = 0 (IIL2 0)
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En multipliant l'équation (II1-20) par q>p , on trouve :

Mh p - h P I

-AxAyq>P + Fe<pP -F0(pP +F n (pP -F s<pP=0 (111-21)
At

Cette équation est équivaut à :

ixAvcp p 4- Fe (p p — F0 (p p + Fn (p p — Fs cp p — (")
At

b. Equation de quantité de mouvement

• Suivant la dire cl ion x

L'équation de quantité de mouvement intégrée sur la profondeur est comme suit :

ôt dx dx cy dy c

oh
-gHcosa — (II 1-23)

On remplace C/par ^eton obtient l'équation suivante :

0 — *V %
HUcp~vTH + - H<pV-vTH^ =-^<p U + V

5t 5x1^ CxJ o}\ c (IH-24)

\h— z t - J — gHcosa —

On note J le flux total de convcction et de diffusion, tel que:

Jx-HUcp-vTH^ (III -25)
dx

(1 11-26)
oy

On définit le terme de source par la relation suivante :

_____ i
x o- I 2 2 ^ 2

(-• o -, T T _i_ ~\r _i_ ,' ni' - \ tr\. Q nTT O"7"\~c2 \ gbm

avec, S^ : partie constante de la linéarisation de terme source ;

S : coefficient de <pp dans l'expression linéarisée de terme source.
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L'équation 011-27) se simplifie à :

o H (p ô J o J c? n ^y , _ u >
+ —+ = S x - gH cos a (111-2»)

51 ôx dy dx

On intègre cette équation 011-28) sur le volume de contrôle qu'on a défini
précédemment. On décompose le membre de droite en trois termes et le membre
de gauche en deux termes.

t-t-At n e -yj t+At n e _.- t + At ti e -,»• t+At a e

J II dxdydt + f ]J^Ldxdydt+- J JJ^-^dxdydt" J J |Sxdxdydt
t B r\ « n t <i n -^ I S O

l+At n e

+ f f f gHcoscx^-dxdydt 011-29)J J J r,v

• Intégration du premier terme du membre de droite de l'équation fJII-29) sur le volume de

contrôle dans l'intervalle de tenrps ?. / + Atl

l+At n c __T t+At n e -T, ~| l + At .,-,, ~l c n
r r foH(p , . , r r roHcp r cH(p ,, f , f . C T T T " I V Nndtdxdy = dtdxdy = —L d t x dxx ay ( H L - j U )
I I T ^ j T T i ' ^ , T ^ ^ I I
J J J Ot J J J 6-t J Ot J J
t S O t 3 O Jp t Jp O S

Si on désigne par :

H = Hp et (p-tpp à l'instant t;

et H = HP et cp = cpP à l'instant t + A t

Le premier terme est égal à :

n e l+At -.j r ,n f Crl^P j j * U T T T 0 0 ! A » / T T T " 3 1 \* dt

s o t

• Intégration du deîtxième _terme du membre de droite de l'équation (111-29) sur le volume de

contrôle dans l'intervalle de temps ••'/. / + At'

Le deuxième terme du membre de droite de l'équation 011-29) s'exprime comme
suit :

t+Al e n ^T t+At e -,,

011-32)
. oxt o s t o

Le deuxième terme devient :

l + At e n _T

ai
f f f ̂ dydxdt = (Jxe - Jxo )AyAt 011-33)
J J J /-rv-
t o s
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• Intégration dit troisième terme du membre de droite de l'équation (111-29} S7fr le volume de

contrôle dans l'intervalle de tempsft, t + Ail

Le troisième terme du membre de droite de l'équation (111-29) sera égal à:
t+At e n -3T t+At e n ^ j

f rf_^dydxd t = JdtfdxJ^dy= J^-Jy , (x c-x0)At (IIL34)
J J J C V J J J

J1 o s J t o a

Alors l'intégration de (IIT-34) donne :

t+Al e n -,-r

\— ̂ dydxdt = (jy n-Jv , )AxAt (111-35'
J J J cy
t o s

• Intégration du premier terme du membre de gauche de l'équation (111-29) sur le volume de

contrôle dans ^intervalle de temps [t, t + At]

L'intégration du premier terme de membre de gauche de l'équation (II1-29) s'écrit
sous la forme suivante :

t )- A t n c e n t - A t

J J S x ] p d x d y d t = S P x Jdx Jdy J d t = S p A x A y A t (111-36)
o s

• Intégration du deuxième terme du membre de çamhe de l'équation (111-29) sur le volume de

contrôle dans l'intervalle de temps /?. / + At]

L'intégration du deuxième terme de membre de gauche de l'équation (II1-29) s'écrit
sous la forme suivante :

t + Al n c ~,. t + Al n e -,,

J J fgHcosct—dxdydt =gHFcosa J d t f d y j ^ — dx =gHpcosa[yn -ys][hc - h0JAt
ex v ex

t 3 O t S O

t + At n e
chf f fgHcosa—dxdydt = gH P cosa[h c -h 0 JAtAy (II1-37)

J J J CX
t s o

L'équation de quantité de mouvement intégrée sur le volume de contrôle est :

[Hp(pp - Hpq>?JAxAy + [jxeAy - Jxo AyJAt + [j^Ax - JysAxJAt - (Si>x(pP + Scx )AX Ay At

-gHpcosa(he -hjAyAt (111-38)

Sachant que |9j, [12]:

Jn^J^Ax (111-39)

J. =J^Ax (IIÎ-40)

Jo-JxoAy (IÎI-41)

Jc-Jx cAy (111-42)
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L'équation de quantité de mouvement sera de la forme suivante :

At

En soustrayant l'équation (II 1-22) de l'équation (111-43), on aboutit à:
(II 1-43)

At

= (Sp x(pp+S c) \xAy-gcosaHp(h c-h0)AyAt(îI l-44)

On définit les relations suivantes [9], [12J :

Je -Fe(pP = aE((pP -<pE)

J0 -F0cpP =-a0((p0 -(pP)

J s -F s<pP =-as(<ps -q> P )

On injecte ces relations dans l'équation (111-43), on trouve

(II 1-45)

(IÎI-46)

(II 1-47)

(111-48)

O 0 0

At
-gH pcosct(h e -h 0 )AyAt (111-49)

En arrangeant l'équation précédente, on obtient :

o o o
Hp(pp -HP(pP

At

On pose :

o
o H P Ax Ay

a P = *

AxAy — (a i :<pn +a 0 (p 0 +a N (p x +a s (p s ) '

= (Sp x9p+Sc)AxAy-gHpCosa(he-h0)AyAt

At

~S P x Ax Ay

+SC X AxAy

L'équation de quantité de mouvement suivant Taxe des x est défini par :

(1 11-50)

(111-51)

(111-52)

(111-53)
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=a E (p E +a0q>o +a N <p N + a s<p s + bK 4-gHPcosa(h0 -h e) (111-54)

p. Suivant la direction y

L'équation de quantité de mouvement suivant la direction y s4expnme de la
manire suivante :

u t ™ u „-vTH - + — HVV- v T H— - =-^-V L + \e —« ^ " > " ~> f ^ t> ••>
ôt dx ̂  ox. J oy{ °Y J C \ °y

(111-55)

Si on remplace Vpar cp dans l'équation (111-55), on aboutit à :

dt ÛK\ oy^ cyj c~ v J cy

(111-56)

Ix flux total de convection et de diffusion est définit par les relations suivantes (III-
25), (111-26).

Le terme de source est représenté par la relation suivante :

y s. ( 2 2"V
Sp=-^r(pP U +V -SP y(pP+S c y (111-57)

avec, S : partie constante de la linéarisation de terme source ;
S : coefficient de (pp dans l'expression linéarisée de terme source ;

L'équation (111-56) sera de la forme suivante :

ô H cp ô J * d J T r? h A T T ^ U \ —-— + —-— = S [x. - g H cos a — (inoo;

d - î *̂  ? O -^ '

t ex Oy OK

Pour intégrer cette équation sur le volume de contrôle, on doit décomposer le
membre de droite en trois termes et le membre de gauche en deux termes.

t+At n e ^TT I+A1 n e ^, t+At n e ^T t-t-AI n e
.'ri*

5t
l S U l i U

ah

j- (• (• oj f f f v j f f f
I -—^-dxdydt + —^dxdydt — |Svdxdvdt
J J J Av J J •* £y J J J J

s o -^ ! s o

l+.'M n e -,

- | JjgHcosa—dxdydt (111-59)
t s o J

Remarque

On constate que le calcul de membre de droite de l'équation de quantité de
mouvement suivant y est le même que celui suivant l'axe des x.
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• Intégration du premier ferme du membre de gauche de l'équation (111-59) sur Je volume de

contrôle dans l'intervalle de t,emt>s /?, f+ A/ /

11- At n e e n l-t- At

J | s y ] p d x d y d t = S j Jdx Jdy Jdt-S £ A x A y At (II1-60)
t s o

Intégration du deuxième terme du membre de çaitche de l'équation (111-59) mr le volume de

contrôle dans l'intervalle de temps /?. /+ A/1

t+At n e -., t+Al n -,.oh . . . _ _ r . roh
J J J gHcosa—dxdydt - gHpcosa [dtj —dyj dx =gHPcosa[xe -x0][hn -hs]At

\a — dxdydt = gHPcosa[hn -hs]AtAx (TU-61)
J J J
t s o

Par suite, l'équation de quantité de mouvement intégrée sur le volume de contrôle
est définie par la relation suivante :

o 0

N^At
-gHpcosa(hn-h s)AxAt (IIÏ-62)

En arrangeant l'équation (111-62), on trouve :

—^ AxAy +aE<p£ + ao9 +ENTN + asTs — (&E + ao-*-a>j4- as/pp - (Spy (pp+SCy jAx Ay
At

-gHpcosa(hn-hs)AxAt (IÏI-63)

On pose :

0
apy =a E +a N +a s +a0 +a p -SPy AxAy (II 1-64)

o o
by = a p c p p +SCPAxAy (II1-65)

D'après les relations (111-51), (III-64) et (111-65), on définit l'équation de quantité de
mouvement suivant la direction y par la relation suivante :

aPy(pP = aE(pE + a0<po + aN(p\ + as(ps + by + gHP cos a (hs — hn ) (111-66)

Le système d'équations discrétisée par la méthode des volumes finis est :

• Equation de continuité
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At
-0

• L'équation de quantité de mouvement suivant la direction x

apx<pp = aE(pE + a0<po + aN<pN + as(ps + bx + gHP cosa (h0 - h« )

• L'équation de quantité de mouvement suivant la direction y

apy(pp = aEq>E +a0(po + aNcpN + asq>s + by +gHPcosa(h s -hn)

III. Schéma hbride

(111-67)

(II1-68)

(111-69)

Les coefficients des équations (111-68), (IÏI-69) sont exprimés à partir du schéma
hybride et se présentent sous la forme [9], [12|:

=niax

=max -F e /D e-^-L()

D
F,

as =

(III-70)

(IH-71)

(111-72)

(ITI-73)

On définit les flux massiques par unité de surface sur les interfaces des volumes de
contrôles :

F c =H e Û e Ay (111-74)

F0 = H0UoAy (TIT-75)

F n =H n V ( 1 Ax (111-76)

F s-H sV sAx (111-77)

On définit la conductance de la diffusion sur les interfaces les volumes de contrôle :

veHeAy
D,=

Ax

VoH0Ay

Ax

v.tHuAx

Av

(111-78)

(IIT-79)

(111-80)
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Ay

Conclusion

On a établi le système d'équations algébriques de Saint Venant à partir de la
méthode des volumes finis.

Pour résoudre ce problème on doit faire appel à un algonthme de résolution. Des
algorithmes sont présentés dans le chapitre IV.
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Chapitre IV : Algorithmes de résolution

Une fois le système d'équations algébrique est déterminé, l'étape suivante
consiste à résoudre ce système à chaque pas de temps pour un écoulement non
permanent.

La satisfaction de l'équation de conservation de la masse est l'un des problèmes
majeurs que l'on rencontre lors de la résolution numérique des problèmes
d'écoulements incompressible. Par conséquent, pour satisfaire l'équation de
continuité, le champ de la vitesse doit être nul.

Comme on l'a vu dans le chapitre III, notre modèle mathématique de Saint
Venant représente des équations non linéaires. Pk par suite on ne peut pas les
résoudre en une seule fois, et puisque les vitesses apparaissant sous forme de
produit qui empêche la résolution directe de ces équations, et les coefficients de
chaque équation discrétisce dépendent des variables du problème étudié, on doit
donc passer par une méthode itérative.

Partant des valeurs estimées, le processus itératif permet petit à petit d'améliorer
ces valeurs jusqu'à ce qu'on aboutit à la solution du problème à une certaine
valeur prés définie (critère de convergence).

A la première itération, on donne des valeurs estimées à la vitesse et à la
profondeur de l'écoulement.

A l'aide de ces valeurs, on peut calculer les coefficients des équations de quantité
de mouvement et de déterminer une nouvelle valeur de la vitesse.

A prés avoir calculer le champ de vitesse, il est nécessaire d'imposer l'équation de
la conservation de la masse pour déterminer la nouvelle valeur de la profondeur
de l'écoulement.

Ces nouvelles valeurs ne satisfont pas l'équation de continuité (divV = 0), on doit
donc corriger la vitesse et la profondeur de l'écoulement de manière à forcer la
conservation de la masse tout le long du processus itératif.

Les différents algorithmes qui existent dans la méthode des volumes finis pour
résoudre ce type d'équations, et qui conduisent à une équation de correction de
la profondeur de l'écoulement, sont largement employées et développées par
Patankar et Spalding

Parmi ces algorithmes, on cite : l'algorithme Simple et ces variantes (Simpler,
Simplec et Piso, Simplest.), qui sont les plus largement employées et utilisés.

Ces algorithmes peuvent être mis en oeuvre sur des grilles décalées ou non
décalées.

Projet de fin d'étude 2004 70
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I. Algorithme SIMPLE

Contrairement à ce que pourrait penser le lecteur, SIMPLE ne veut pas dire
simple, mais "Semi Implicit Method for Pressure-Unked Equations", ce qui
change tout, évidemment.

Cet algorithme a été mis au point par Patankar et Spalding (1972).

1. Principe de l'algorithme SIMPLE

Le principe est de partir d'une profondeur constante h , qui par le biais des
équations de conservation de la quantité de mouvement, conduit à un champ de

/_«, _*\e approchée U , V .

Des corrections successives sont ensuite apportées à l'un et à l'autre de façon à
se rapprocher petit à petit d'une solution qui satisfasse de mieux en mieux
l'équation de continuité.

Les différentes étapes sont répétées jusqu'à ce que l'erreur sur chaque équation
de conservation, sur chaque volume de contrôle, soit inférieure à une valeur
définie au préalable.

a. Forme générale du système d'équations de Saint Venant dîscrétisées

La discrétisation du système d'équations de Saint Venant est :

a p x l î i > =aHU|.; +a0Uo +a sUs + a N U N +b x + gH^coscc (h,, -hc)Ay

aP, VF = a K Vi; +a o V o + as Vs +a N VN +b y + g H p cos ct(hs -hn)Ax

On pose :

Za,,b Uni, =ai ; UE + a0Uo +a s Us + a N UN (IV-3)

Ian bVn b = a K V E + a0V0 +a s V s + a N V N (IV-4)

AP x -g cos a HpAy (IV-5)

Ap y = g cos a H p A x (IV-6)

On remplace les équations (IV-3), (IV-4), (IV-5)et (IV-6) dans (IV-1) et (IV-2),
on aboutit à :

apx UP =X anb Unb +b x +(h0 -h e )AP x (IV- 7)

apy VP =Xanh Vnb +by +(hs -hn)APy (IV- 8)
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b. Correction de la vitesse

Dans cette étape, on doit établir une estimation sur la côte de la surface libre. On
pose h=hr, ce qui permet d'estimer la vitesse suivant les directions x et y par les

_ * — + — — * — — *
quantités U et V s tel que : U = U et V = V .

Les équations (IV-7) et (IV-8) deviennent :

a x U p = Ia n bUnb + h 0 -he APx + b

-h APy + b y (TV- 10)

Les vitesses précédentes ne satisfont pas l'équation de continuité, on corrige la
côte de la surface libre en écrivant h — h + h .

Cette correction de la côte de la surface libre entraîne une correction sur la

vitesse qui sera égale à U1 suivant la direction x et V suivant y, ces deux

quantités vérifient les relations suivantes :U = U' + U et V-V ' + V .

Rn soustrayant membre à membre l'équation (IV-9) de (IV-7), il vient :
_ i _ t / \PsUP = Z a n b U n b +(h0 - h e j A P x (IV-11)

Rn soustrayant membre à membre l'équation (IV- 10) de (IV-8), on trouve :
_ _ i \PyV'P = Zan bV t n b + (hs-h'n)Apy (IV- 12)

2. Application de l'algorithme SIMPLE

a. Equation de correction de la vitesse

L'hypothèse de L'algorithme SIMPLE consiste à négliger la contribution des

termes aux points voisins : £anb Unb = 0 et Xa n b V'nh — 0

D'où les équations (IV-11) et (IV- 12) deviennent :

— ' / ! \PxUp-(h0-helAPx (IV- 13)

a p y V p = ( h s - h n j A P y (IV-14)

On établit ainsi les équations des vitesses corrigées :

Up = U P +(ho -hlj^-^- (IV-15)

~ —* / • • \A P y

VP = VP 4-^hs -hn j—— (IV-16)

On définit :
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A Px

dP v =

ap

ap,

(IV- 17)

(IV- 18)

Si on injecte les expressions dPxet di)y dans les relations (IV-15) et (IV-16), les
équations des vitesses corrigées sont de la forme suivante :

h 0 - h c ) d P s t (IV-19)

l'y av-20)
b. Equation de correction de la côte de la surface libre

La discrétisation de l'équation de continuité par la méthode des volumes finis

h p - h p

At
A x A y + l H c U j ~ l H 0 U 0 I Ay+ lHn Vn I-|H8 Vs lAx =

Pour calculer les vitesses U ^ , U0 Vn et V s , on utilise le maillage décalé (figure
IV.l).

»

•
~nw

V

•

•nn

"n

—y*

*s

•ne

N *
voli
d'u
voîume de contrôle autour
d'un noeud en v

(noeuds pour la composante v de la vitesse

-fe

-fc

'volume de contrôle autour
d'un noeud en u

Hnoeuds pour la composante M de la vitesse

Figure IV.l : Grilles décalées
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Ue = U e + d e |h P -h

U0 =U 0 + d0 \ho -hp

V =v l+d n (hp -h ' N

V = V s + d h - h

D'après les équations de correction des vitesses (TV-19) et (IV-20), on définit les
relations suivantes :

(IV-22)

(TV-23)

(IV-24)

(IV-25)

(IV-26)

(IV-27)

(TV-28)

(IV-29)

avec, ci e

dn =

a e

A,

H - AnUn —

a n

Si nous substituons les expressions (IV-22), (IV-23), (IV-24) et (IV-25) dans (IV-
21), nous obtenons une équation discrétisée portant sur les corrections de la côte

de la surface libre :

At
AxAy d e H c h P -h E Ay- H0U 0 +d 0 H 0 lh 0 -hp Ay

H n V n + d n H n h P - h N Ax- H S V s + d s H s l h s -h p Ax = 0 (IV-30)

En arrangeant l'équation (IV-30), on aboutit à :

d 0 H 0 Ay]hP

= d , H , A x h s + d n H n A x h N + d 0 H 0 A y h o A h
- H ,

At
AxAy

On pose :

a0 =d 0 H

aE = d e H e A y

as =d sH sAx

aN = d n H n A x

a p =

(IV-31)

(IV-32)

(TV-33)

(IV-34)

(IV-35)

(IV-36)
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At
AxAy-HnVnAx Ax-H eU cAy + H 0 U 0 Ay (IV-37)

A partir de ces étapes, on peut définir l'équation de correction de la côte de la
surface libre qui est égale à :

a php = a£hE + a N h N +ashs +aoho +b (IV-38)

c. Représentation de là géométrie du maillage

Dans un repère cartésien bidimensionnel, on définit un maillage rectangulaire.

Le domaine de calcul est délimité par les interfaces E et O qui représentent l'Est
et l'Ouest respectivement, et N et S qui représentent le Nord et le Sud.

Ces nœuds sont donnés par les coordonnées suivantes :

E(I+1,J), 0(1-1, J), N(I,J+1), S(l, J-l).

Le volume de contrôle est délimité par les interfaces e et o qui représentent l'Est
et l'Ouest respectivement, et n et s qui représentent le Nord et le Sud.

Ces nœuds sont donnés par les coordonnées suivantes :

t

1-1

0

N

1+1

J+l

T-l

Figure IV.2 : Géométrie bidimensionnelle

A partir de ce schéma, on peut présenter les équations de quantité de
mouvement et de correction de la côte de la surface libre par la forme suivante :

4 Equation de quantité de mouvement

Les équations (IV-7) et (IV-8) s'écrivent :
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A[;J +b>ij (IV-39)

ai,j ij = a n b n b + i , j - i j + i ij 4 - ^ j (TV-40)

4 Equation de correction de la côte de la surface libre

L'équation (IV-38) s'écrit

* Equations des vitesses corrigées et de la côte de la surface libre

! - \, j =U i, j +(hi, j -h, + i, jjdx ij (IV-42)

- -* / , , \j = V y +(hi,j - hi^+ijdyij (IV-43)

H Î J = h î j + h i j (IV-44)

L'algorithme SIMPLE se déroule suivant les séquences suivantes :

1. Estimation de la profondeur h .

2. Résolution du système d'équations discrctisées de la quantité de
mouvement (IV-39, IV-40) et détermination de la vitesse suivant x et y qui

_ * — *
seront U , V .

3. Résolution de l'équation de correction de la côte de la surface libre (IV-41),
et détermination de h .

4. Calcul de la nouvelle profondeur de l'écoulement qui sera donnée par h, tel
que : h~h'+ h'.

5. Détermination des nouvelles valeurs U et V , à l'aide de la valeur de la
profondeur h qu'est a été calculée dans l'étape 4 et à partir des équations
(IV-42) et (IV-43).

6. Avec cette nouvelle valeur de la profondeur, on poseh = h , et on retourne
en 2 jusqu'à convergence.

On pourrait remarquer qu'on a négligé les termes, Z,anb(pnbdans les équations

(TV-17), (IV- 18). En fait, cela n'est pas grave. L'algorithme est appelé scmi
implicite du fait de devoir itérer entre les équations de conservation de la
quantité de mouvement et celle de la conservation de la masse.

De fait, le critère de convergence dans cet algorithme doit être choisi avec soin, il
faut s'assurer que les corrections de la profondeur sont négligeables, un bon
indicateur est le terme source b dans l'équation de correction de la côte de la
surface libre (équation (IV-41)).
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Des problèmes de divergence peuvent également survenir, il est donc parfois
nécessaire de relaxer la côte de la surface libre. Dans ce cas, la nouvelle valeur de

* i
la côte de la surface libre dans l'étape 4 est obtenue par : h — h 4- a h

où, a est un coefficient de relaxation de l'ordre de 0,8. On donne ci-dessous

l'organigramme de l'algorithme SIMPLE[12] :

• L'organigramme de l'algorithme SIMPLE

L'organigramme de l'algorithme SIMPLE est illustré dans la figure ci-
dessous[12] :

Début

s /

Mettre :
T^îT
v* = v
ïï' =û

Supposition initiale h , u ,

ETAPE 1: Résoudre les équations de quantité de"môuronl
discrétisées

\
,V

': Résoudre l'équation de la correction de la côte de la surface libre

"APE 3 : Corriger les vitesses et la côte;
la surface libre

V — U i,.i + (h ,,./ - h , + i , y )df j j

• = F''u + (h/.j - h'f,j-

NON U .V
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II. Algorithme SIMPLER

L'algorithme SIMPLER (SIMPLE révisé) de Patankar (1980) est une version
améliorée de SIMPLE. Dans cet algorithme, l'équation discrétisée de continuité (IV-
21) est utilisée pour dériver une équation discrétisée pour la côte de la surface libre , au lieu
d'une équation de la correction de la côte de la surface libre comme dans
SIMPLE. Donc la la côte de la surface libre intermédiaire est obtenue sans
l'usage d'une correction directement. Cependant, les vitesses sont encore
obtenues à travers les corrections de la vitesse (IV-19, IV-20) de SIMPLE.

La solution numérique est obtenue avec l'algorithme SIMPLER à chaque étape
de temps.

1. Application de l'algorithme SIMPLER

Les équations de quantité de mouvement discrétisées (TV-7), (TV-8) sont
réarrangées comme suite :

- Zan bUnb+bx , ^APx
UP + ̂ h0 -h e) (IV-45)

__ V o V , 4- K AZ—, à. nb v nb T u y / , r\. pv

VP = ^ + ( h s - h n j (IV-46)
aP y ap y

Si on utilise les formules (IV-17), (IV-18), on aboutit à:

(IV-47)
Z a nb U nb + b x /, N

U p = + (h 0 - h e Jd Px

— Z a nb V nb + b y , x
V p = + (h s - h n Jd Py (IV-48)

a PV

On peut présenter les pseudo -vitesses par les relations suivantes :

-TX _ Z- a nb U nb ' D x

U P - - (IV-49)
cl px

ri Z - i a n b V n b ' D y

v P = ~~~~~~ ' (IV-50)

Si on injecte les deux équations (IV-49) et (IV-50) dans les relations (IV-47), (IV-
48), on obtient les équations de correction de la vitesse :

ÛP=ÏJP
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VP = Vp +(hs -hj dPy (IV-52)

D'après les équations de correction de la vitesse (IV-51) et (IV-52), on définit les
équations de correction de la vitesse à chaque nœud du volume de contrôle (en
utilisant le maillage décalé):

(IV-53)

(IV-54)

(TV-55)

(IV-56)

U o = U 0 + d 0 ( h o - h P )

V n = V n + d n ( h P - h N )

V s = V s + d s ( h s - h P )

En remplaçant les relations (IV-53), (IV-54), (IV-55), (IV-56) dans l'équation de
continuité (IV-21), l'équation de la côte de la surface libre est exprimée par:

h p - h
At

AxAy H e U , + d P H e ( h p ~

Ax -

- h E )

H S V

Ay-

s + d

H 0 U 0 + d 0 H 0 ( h 0 - h p ) Ay

H n V n + d n H n ( h p - h N ) A x - H s V s + d s H s ( h s - h p ) A x = 0(lV-57)

En arrangeant l'équation (IV-57), on aboutit à :

At
hp = [ d e H e A y h E + d 0 H 0 A y h 0 ]

[dsHsAxhs + d n H n A x h N ]

A t
= 0 (IV-58)

On pose :

h°
(IV-59)

A partir des relations (IV-32), (IV-33), (IV-34), (IV-35) et (IV.59), on obtient:

Remarque

Les coefficients de l'équation (IV-60) sont les mêmes que ceux de l'équation de
la correction de la côte de la surface libre (IV-38), avec la différence que b est
fonction des termes de pseudo vitesse. Par la suite, les équations discrétisées de
la vitesse (IV-7, IV-9) sont utilisées dans la résolution de l'équation de la côte de
la surface libre. Les équations de la correction de la vitesse (IV-19, 1V-20) sont
utilisées dans l'algorithme SIMPLER pour obtenir les vitesses corrigées. Par
conséquent, l'équation (IV-38) doit aussi être résolu pour obtenir les corrections
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de la côte de la surface libre et pour faire les corrections de la vitesse.

D'après le schéma de la figure IV. 2, on peut présenter les équations de la
correction de la vitesse et de la côte de la surface libre par les formules

suivantes :

j / \ A T i j
+(h,j-n ! + uj— — (IV-61)

— ZanbVnb+bi
(IV-62)

ij U

Les relations des pseudo vitesses sont :

u =

~ Z a n b V n b + bi i
V T , j = (IV-64)

Les équations de la vitesse sont :

" _ ~ ( ïAl 'J,j =Ui t J -f (h^i -hi+ijj (IV-65)
ai,J

— (IV-66)
u i j

Les séquences de calcul sont les suivantes :

1. Le champ de vitesse et la côte de la surface libre sont estimés en tous les
—* —*

points du maillageU ,V ,h .

2. A partir des équations (IV-49) et (TV-50), on calcule les champs de pseudo
vitesse U,V.

3. On résout l'équation de la côte de la surface libre pour déterminer la valeur
de h (équation IV-60).

4. On résout les deux équations de quantité de mouvement, et on calcule le
—* .—.*

champ de vitesse U ,V (le terme de la côte de la surface libre est évalué

avec les résultats de l'étape 3).

5. On résout l'équation de correction de la côte de la surface libre, et on
détermine la valeur de la correction de la côte de la surface libre.
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6. On utilise la valeur de la côte de la surface libre de l'étape 5, et on corrige le
champ de vitesse U,V .

7. On retourne à l'étape 2 et on répète les opérations 2 à 6 jusqu'à la
convergence.

8. On vérifie la convergence. Si cette étape est atteinte, on passe à l'étape 9
sinon on retourne à l'étape 2.

9. On passe au pas de temps suivant/ = / + A f , puis on retourne à l'étape 2 et
on refait les mêmes étapes.

S Le critère de la convergence mentionné à l'étape 8 est basé sur le terme
source dans l'équation de correction de la profondeur de l'écoulement. Il est
donné par l'expression suivante :

Par suite, on définit le critère de convergence qu'en utilisant à chaque étape
de temps par la formule suivante :

1 J

où, (p est l'une des variables qui caractérise notre problème physique U,V,het k
représente la kL' itération.

S Pour éviter le problème de divergence de programme on utilise la technique
de sous relaxation.

• L'organigramme de l'algorithme SIMPLER

On peut présenter l'organigramme de l'algorithme STMPLKR par le schéma qui
suit [12] :
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ETAPE II : Résoudre l'équation de la côte de la surface'Kbrc

\

ETAPE III : Résoudre les équations discrétîséeîr
quantité de mouvement :

a U i,./ = S ayx U v + b} J + Af ; \h lfJ - h ,+i , .

U ,
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CHAPITRE IV Algorithmes de résolution

ETAPE IV : Résoudre l'équation de la

„

ETAPE V: Corriger les vitesses
» / \ = U u + (h',,j -til+{J)du

_* / ( \ +(h[j-h1 i j + i)iu

ÏII. Algorithme SIMPLEC

L'algorithme SIMPLEC (Simple Logique) de Van Doormal et Raithby (1984)
suit les mêmes pas comme l'algorithme SIMPLE, avec la différence que les
équations de la vitesse sont manipulées afin que les SIMPLEC équations des
vitesses corrigées omettent des termes qui sont moins considérables que ceux
omis dans SIMPLE 1 12].

* L'équations de correction de la vitesse pour la composante U est donnée par :

Up =d P x (h 0 -h L . )

A,,,iavec,dnx =

(IV-67)

(IV-68)

De la même façon pour la composante K , l'équation de correction de la vitesse
modifiée est :

(IV-69)VP =dpv !hs -hn
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dpy=—^— (IV-70)
apy -Aanb

Les équations discrétisées sont les mêmes comme pour SIMPLE, sauf que les
termes de dPx et d,,v sont calculées par les relations (IV-67) et (IV-70)

IV. Algorithme PISQ

L'algorithme FISC) qui représente la pression implicite, est une procédure
développée pour le calcul non itérative des courants (fluide) compressibles
instables initialement.

Il a été adapté pour la solution itérative des problèmes de l'état stable avec
succès.

L'algorithme PISO utilise une première correction de la côte de la surface libre
identique à celle de SIMPLE. Une deuxième étape de correction est effectuée (au
cours de même itération) en vue de mieux satisfaire de l'équation de quantité de
mouvement et l'équation de continuité.

• Le premier pas de correction

4 Les champs U etV ne satisferont pas la continuité à moins que l'intervalle
de la profondeur de l'écoulement h est correcte.

4 Le premier pas du correcteur de SIMPLE est introduit pour donner un

champ de la vitesse U ,K lequel satisfait l'équation discrétisée de la

continuité.

* II en résulte que les équations qu'on trouve sont semblables aux équations
de correction de la vitesse (IV-19), (1V-20) de SIMPLE.

4 A partir de cette étape on utilise un pas de correction supplémentaire dans
l'algorithme PISO, on utilise une notation légèrement différente :

r T = r T + h ' (IV-71)

U*+ -U* +U (IV-72)

V** = V * +V (IV-73)

Ces formules sont utilisées pour définir les vitesses corrigées U y

UP* = Up + dPx(h'0 -iv.) (IV-74)

VP" - V p + d p y ^ - h ^ ) (IV-75)

Comme dans les équations de l'algorithme SIMPLE (IV-74), (IV-75) est
substitué dans l'équation discrétisée de la continuité (IV-21), on obtient
l'équation de la correction de la côte de la surface libre (IV-38) avec ses
coefficients et son terme de la source.

Projet de fin d'étude 2004 84



CHAPITRE IV Algorithmes de résolution

Cette étape est appelée la première équation de la correction de la profondeur de
l'écoulement.

Une fois les corrections de la profondeur de l'écoulement sont obtenues, les

composantes des vitesses U et V peuvent être obtenues à travers les équations

(IV-74), (IV-75).

• Le deuxième pas de correction

PISO exécute un deuxième pas de correction.

Les équations discrctisécs de la vitesse pour U et V , sont :
, -, ^ j \Px U p = Z a n b U n b + ( h ( J -h^ J A p x + b ] > x (IV-76)

a ry VP = I a n b V n b + \ h s -hn J A l v + b P y (IV-77)

Si on fait la deuxième correction de la vitesse U ,K , les équations (IV-76) et

(IV-77), peuvent être écrites de la manière suivante :

— *** — ** / ... *,.\Px UP = San bUnb +\h ( J -hc A Pî[ +bPx (IV-78)

Par soustraction de l'équation (IV-76) de (IV-78) et (IV-77) de (IV-79), on
aboutit à :

U n b - U n b

= U P + ^ + ̂ h(, -hc jd1>x (IV-80)

V
Où, h" est la deuxième correction de la côte de la surface libre, et h*** est
obtenue par la relation suivante :h'+*=h r +h

A partir des équations de correction des vitesses (IV.80) et (IV.81), on définit les
expressions de correction de la vitesse à chaque interface de volume de contrôle :

f~** _~*^ f-i'à- nb U nb ~ U r

57 =Ûc.* + - + lhP -h,. :Jdc (IV-82)
a,.

(TV-83)
a,,
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V, = V n

v, =

+ H P -h (IV-84)

(IV-85;

En substituant les relations (IV.82), (IV.83), (IV.84) et (IV.85) dans l'équation
discrétisée de la continuité (IV.21), on peut déterminer l'équation de la
correction de la cote de la surface libre, qu'est définit par :

Sanh Unb -Unb

+ A y - H 0

2an

Uo +

Hn

Vnb -Vn

Vn +

hP -h,

At

an

AxAy = 0

+ h P - h ,
Sanb

Vs
as

En arrangeant l'équation (IV.85), on trouve :

At
AxAy- Sanh Unb -Unb

H
Vnb

K +H0Ayd0h0 +HnAxd,1hN +H s Axd s h s

h 0 - h p Av

Ax

(IV.86)

Ue H0Ay + V n H n Ax-V s HsAx

,,b Unb

On pose :

On suppose que :

n H n A x - V s H sAx =

n A s A
-Ax -Ax

•*• -1- tj A -1- *- M i

—^-Ay -Ay
a c a,,

(IV. 88)

On remplace les formules (IV.32), (IV.33), (IV.34), (IV.35) dans la relation
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(IV.89), l'équation de correction de la profondeur de l'écoulement est :

-ap,hF j + a N - h N +a s h s +b\> (IV. 90)

L'équation (IV.90) est résolu pour obtenir la deuxième correction de la
profondeur de l'écoulement h

La profondeur de l'écoulement deux fois corrigé est obtenue à partir de la
relation suivante :

h*"=lT+h"=h*+h'+h" (1V.91)

• L'équation de la deuxième correction de la profondeur de l'écoulement

a i j h j j = a t _ 1 > jh ! - i j +a i + i , jh I + 1 j +ai , j - !hL j_1 +aij+ 1hij+ 1 +b, j (TV-92)

• Les équations de correction du champ de vitesse

Z a»

U i . j = U i , J + d , j h i J - h 1 + 1 J + - — - + d 1 , J h i J - h i + 1 J J (IV-93)

nb

V i j = V , j + d I J h , j - h I . i + 1 + _ + d I J h [ . i - h j + i (IV-94)
a

L'organigramme de l'algorithme PISO

L'organigramme de Talgonthme PISO est représenté par [12] :
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Supposition initial h ,

ETAPE 3 : Exécuter les étapes de 1 à 3 de l'algorithme SIMPLE
• Résoudre des équations discrétisée de la vitesse,,

• T J, ™I"Wî~.'f,î>'-"S f̂J#iS> .̂>'"?"

r écoulement.
Correction de la profondeur de l'écoulement et des vitesses

^''j^^^yv'&K'&œ'&'ù W^WKS^WK^'.???'?**?™™^ v^*w^^?y*'''"'*^

4: RésoUdreOa deiuxieme^ua
profondeur de l'écoulement

bu

—*** —» / , \ u = U i , j + d u (h u -h 1 + uJ+
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IV. Résolution matricielle

On a établit dans le chapitre III, le système d'équations algébriques pour chaque
point P du maiJlagc.

Dans la première partie de ce chapitre, on a présenté les méthodes itératives du
type prédiction correction qui conduisent à une équation de correction de la côte
de surface libre (SIMPLE, SIMPLER, SIMPLEC, PISO).

Par conséquent, on peut déterminer les paramètres physiques qui caractérisent
notre problème pour chaque nœud P du domaine de calcul.

Chaque équation de ce système algébrique présente des inconnues des nœuds
voisins à chaque point P. Ce qui impose la résolution matricielle. Celle-ci doit
être effectuée à chaque pas de temps.

Il existe deux méthodes pour la résolution matricielle.

• Méthode directe ;
• Méthode indirecte (itérative).

Le choix de la méthode de résolution est fonction de plusieurs paramètres :

* Performant en terme de temps de calcul ;
*• Une méthode qui demande moins de stockage mémoire.

1. Les méthodes directes

On peut citer à titre d'exemple :

• La règle de Cramer ;
• L'élimination de Gauss.

Pour un système d'équations de N équations à N inconnues, le nombre
d'opérations à effectuer est évalué à N3, avec un stockage de N" valeurs des
coefficients des équations dans l'espace mémoire.

2* Les méthodes itératives

Permis les méthodes qui existent :

> Méthode itérative de Jacobi ;
^ Méthode itérative de Gauss Seidel ;
V- Méthode itérative Pivot maximum.

Ces méthodes sont faciles à programmer, mais elles sont très lentes pour un
système d'équations large.

Par conséquent, on a choisit la méthode par blocs.

3. La méthode par bloc» et L'algorithme de TDMA

Cette méthode est très récente. Le principe de cette méthode est de partager le
domaine en différents sous domaine (bloc). Chaque bloc ou sous domaine
contient un certain nombre de cellules de contrôle (volume de contrôle).
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La résolution d'un système d'équations algébriques dans un bloc est établie en
supposant que les blocs voisins sont connus, par suite on change de bloc de
calcul, et on continue les itérations sur tout le domaine jusqu'à que le critère de
convergence soit vérifié.

Dans un problème bidimcnsionnel en coordonnées cartésiennes. On doit fixer
les x et on établit un balayage selon y croissantes pour résoudre notre système

d'équations.

En utilisant dans l'application de cette méthode l'algorithme de TDMA.

4. Algorithme de TDMA

Le TDMA est un algorithme développé par Thomas en 1 942. I /intérêt de cet
algorithme est de résoudre les matrices tri diagonales par une méthode itérative
dans le cas 2D ou 3D.

Cet algorithme est appelé algorithme de Thomas ou TDMA (Tri Diagonal
Ma ttix Algorithm) .

5. Application de L'algorithme de Tomas (TDMA) pour un problème
tridimensionnel

Soit le système d'équations algébriques qui constitue une matrice tri diagonale
suivante :

D^ — ocfê, = C,

~ P2 ( P l+D2<p 2 — Ct 2 1P 3 = C 2

- P ^ < P 2 + D : J < P 3 - < X 3 ( P 4 =C3

-p4(p:> + D4 (p4 -a4 (p5 = C4

(IV-95)
(IV-96)

OV-97)

(IV-98)

- P n f P n - l + D n < P n -(Xn(pn + l =C n (IV-99)

-&.,?»„ + ^+,^,=Q., (TV- 100)
On peut présenter ces équations de la forme généralisée suivante:

- ( - i + D ( - a ( + i = C I

Les équations de (IV-96) à (IV-99) peuvent être exprimées sous la forme
suivante :

Ot 3
93 9 4 '

D3

a4
94 tpi, i

D4

an
9n M^n+l

J-MI

P,

D,'Pl

P 3 œ l
D3 K-

P% l
D/3 '

H- P" (0
Dn P-

C2

C3

D3

C4

D4

+ (:"
- on

fT\n

n\'(L\X

n\IN

r i ̂ o^

1 n^\r IHJ\ 1U4J

•' 1 n ̂
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En introduisant l'expression de <p2 (IV-102) dans l'équation (IV-103), on trouve:

C>2 j

On définit par :

ct->

03-P «
(IV-106)

A-. - et
P 2

D2 D2 D2

En remplaçant A 2 er C2dïins l'équation (1V-106), on obtient :

(iv-107;

- P 3 A 2 D 3 - p 3 A 2

'IV-108

On pose :

\ -3 3 '" - (IV-109)
D 3 - P 3 A 2 D 3 - P 3 A 2

Si on injecte ces deux relations (IV-109) dans l'équation (IV-108), on aboutit à:

En continuant le processus de substitution, on a pour le JcmL' noeud:

iv-ni)

a,
ou (IV-112

DJ-P.AH D,-P,AH

Pour résoudre n'importe quelle système d'équations algébriques, on doit les
réarranger sous la forme de l'équation (IV-111), sachant que les deux
paramètres^, C, sont déterminées par l'expression (IV-112), sur toute la ligne,

en variant j de 2 jusqu'à n.

Par contre, la connaissance de <p à (n+1), permet de calculer tous les autres
variables de (p en variant j de n jusqu'à 2 à partir de la relation (IV-112).

6. Application du TDMA pour le système d'équations de Saint Venant
(TDMA ligne par ligne)

L'équation générale de notre système d'équations de Saint Venant est établie
comme suit :

U M <pN + a K < p H + a 0 ( p ( ) +b (IV-115)
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En utilisant le schéma (IV. 3), en faisant varier i de 1 jusqu'à (n+1) suivant la
direction des x croissants et en faisant varier j de 1 jusqu'à (m+1) suivant la
direction des v croissants.

L'équation (IV-115) est réarrangée sous la forme suivante :

-as9s + £ i ] > 9 i > - a N ( p \; + a o ( p < > +b (IV-116)

Donc le coté droit de l'équation (IV-116) est supposé connu, on doit
calculer 9 s, (p\1-

Si on pose : c t j = a \  p t  =  £ t s  ,D, = ; i i > c t C, = a o < p o + a j . ; ( p | , ; + b , l'équation (IV-

116) sera équivalente à l'équation (IV-111) ;

En utilisant cette équation, on fait le balayage de l'Ouest à PEst pour résoudre ce
système d'équations sur tout le domaine de calcul.

Niort

Est

• Points où les valeurs sont en cours de calcul

• Points où les valeurs sont supposées connues

® Valeurs aux limites connues

Conclusion

L'algorithme FISC") est utilisé que pour des écoulements stables et des fluides
compressibles.

L'algorithme SIMPLEC et S1MPLER sont des version améliorée de l'algorithme
SIMPLE, l'un est développé en 1984 et l'autre en 1980, puisque il y a plus clé
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Chapitre V : Application

L'exemple de simulation que nous présentons est celui d'un écoulement non
permanent dans un canal rectangulaire.

Les dimensions du canal sont :
La largeur est égale à 2,4m.
La longueur est de 24,5m.

Les données sont :

• Le pas d'espace suivant x est égal à : Ax = 0,5m.
• Le pas d'espace suivant y est égal à : Ay = 0,2m.
• Le pas de temps est de 5s.

Les conditions initiales sont :
U(, = 0.428m/s
h0 = 0.171m
V0 = Om/s

1. Variation de la profondeur d'écoulement
Les figures V.14- V.2 donnent la variation de la profondeur d'écoulement le long du
canal pour différents temps.

Figure V.l :Variation du la cote de la surface libre le long du canal à

-l^m etT=500s

lu 15

x(m)
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Figure V. 2 : Variation de la cote de la surface libre le long du canal

ày=l*2metT=1000s

0,18 7

0,16

0,14 -

0,12 -

T 0>1 "
X 0,08

0,06 -

0,04 -

0,02 -

0

0 10 15 20

A travers les résultats obtenus, on voit clairement que la profondeur vane très
lentement

2. Variation de la vitesse U sur la largeur du canal

Les figures V.3 -ï- V.8 donnent la distribution de la vitesse U sur la largeur du canal
à des distances différentes et pour différents temps.
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Figeur V. 3: Distribution de la vitesse U sur la largeur du cana] à
x=5metT=500s

1.2

y(m)

2.4

Figure V. 4: Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal à
x=10m et T=500s

0.4 0.8 1.2

y(m)

2.4
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Figure V.5 : Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal à
x=15metT=500s

0.4 1,6

y(ni)

Figure V.6 : Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal à
x=5m etT^lOOOs

0 0,4 0,8 1,2

y(m)
1.6 2,4
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Figure V.7: Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal à

x=10metT-1000s

1.2 2,4

Figure V.8:Distribution de la vitesse U sur la largeur du canal à

x= 15m et T= 1000s

0,4 0,8 1,2 1.6 2,4

3. Variation de la vitesse V sur la largeur du canal

Les figures V.9 •*- V.14 donnent la répartition de la vitesse V à différentes distances

et à différents temps.
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Figure V.9 : Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal à
x=5m etT=500s

y(m)

Figure V.IO: Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal à
x=10metT=500s

0,08 7
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0,04 -J /
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ï °
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-0,04

-0.06

-0,08

0 0,4 1,2 1,6
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Figure V.ll: Distribution de la vitesse Vsur la largeur du canal à

x=15metT=500s

o

0,04 -

0,02

0 +

-0,02

-0,04 -

-0,06

-0,08 -J
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Figure V.12: Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal à

x=5metT=1000s

0.4 1,6

y(m)
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Figure V.13:Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal à

x=10m etT=1000s

0,4 1,2 1,6

y(m)

Figure V.14 :Distribution de la vitesse V sur la largeur du canal à

x=15metT=1000s

S
> 0,4 1,6 2:4

y(m)

4. Interprétation des résultats

A travers ces résultats nous pouvons dire que l'écoulement correspond bien à celui
que nous nous attendions à obtenir :

• Présence d'une bonne symétrie par rapport à Taxe longitudinale ;
• Les vitesses diminuent au niveau des rives le long du canal.

Une bonne analyse des résultats se fera plus tard, vu que d'autres essais numériques
sont programmés.
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CONCLUSION

L'objectif de ce mémoire a été de développer un outil de simulation numérique
d'écoulement à surface libre.

Le modèle mathématique utilisé est celui de Saint Venant. La méthode numérique
de résolution est la méthode des volumes finis.

La discrétisation spatiale est faite à l'aide du schéma hybride et la discrétisation
temporelle par le schéma implicite.

Plusieurs algorithmes de résolution ont été présentés, notre chois s'est porté sur
l'algorithme Simpler.

Un programme de calcul a été élaboré pour la résolution des équations algébriques
de Saint Venant.

Après maints essais numériques, nous pouvons dire que le programme
actuellement est fonctionnel.

Au vu des difficultés rencontrées lors de l'élaboration du programme de calcul, il
serait judicieux de tester d'autres algorithmes de résolution et d'autres schémas de
discrétisation spatiale.
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