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Sujet : Modélisation des écoulements a surface libre : Approche Navier — Stokes 2D.
Résumé :

L’étude des écoulements a surface libre se fait généralement par les modéles de Saint —
Venant. Les modéles de Navier — Stokes qui sont les plus complets, sont rarement utilisés.
Dans cette these, I’objectif principal est d’approcher ce type d’écoulements par le modéle
Navier — Stokes en bidimensionnel dans le cas permanent. La méthode de résolution utilisée
est la méthode des éléments finis avec fonction de pénalisation. Cette méthode pratique et
efficace, a été utilisée avec succes, et plusieurs tests numériques ont été effectués sur des
problémes pratiques afin de valider ce modéle.

Topic: Free surface flow modelling: Navier -Stokes 2D approach.
Summarized:

The survey free surface flow generally makes by Saint-Venant models. Navier - Stokes
models that is most complete, but rarely used. In this thesis the main, objective is to approach
this type of flow by the Navier - Stokes model in two-dimensional in permanent case. The
method of resolution used, it is the method of finite elements with penalty function. This
convenient and efficient method has been used with success, and several numeric tests have
been done on the concrete problems, in order to validate this model.
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Les écoulements a surface libre sont des écoulements ou la surface libre est en contact avec
Patmosphére. On peut citer quelques écoulements qui entrent dans cette définition: Les
écoulements dans les fleuves et rivieres, mers et océans, ports et estuaires, d’ou I'intérét
pratique d’une bonne connaissance théorique de cette branche de la mécanique des fluides.

Dans notre pays, les phénomeénes naturels qui ont causé et qui peuvent encore causer des
dégats humains et matériels, sont bien les inondations. Ces derniéres sont dues principalement
aux crues exceptionnelles qui peuvent se produire en tout moment. Ce qui rend la simulation
et la prévision de ces crues une alternative obligatoire pour se prémunir contre les risques
d’inondation. Pour faire face a ces problémes du point de vu théorique, plusieurs modéles
d’écoulements a surface libre ont été développés : on peut citer les modéles de Saint — Venant
1D et 2D.

Ces modeéles d’écoulements - qui sont établis pour une faible pente- sont le siége de
propagation d’ondes dites longues. Cette propagation est I’hypothése principale du modéle de
Saint — Venant 2D. L’inconvénient de ces modeles est qu’ils ne sont pas universels et ne sont
utilisés que pour des écoulements graduellements variables. De plus I’opérateur « moyenne »
appliqué a ces équations conduit a une perte d’informations (c'est-a-dire qu’on ne peut pas
calculer toutes les quantités avec ces modeles et les quantités calculées sont des quantités
moyennes).

Les modeéles 3D sont les modéles les plus complets. Cependant, ils sont les plus rares. Ils
regroupent quasiment tous les termes tout en faisant un minimum d’hypothéses sur le
comportement de |’écoulement. Le coilit de ces modeles, ainsi que les difficultés théoriques
qu’ils posent justifient leurs raretés.

Dans ce travail, le modeéle étudi€ est le modele Navier — Stokes 2D qu’on peut utiliser dans les
cas ou la largeur de ’écoulement est plus importante que sa profondeur.

La résolution de ces équations a été faite avec la méthode des éléments finis type Galerkine
(formulation #, p, v). Cependant, pour des valeurs de la viscosité trés petites -cas de 1’eau- le
systéme présente des instabilités et des oscillations (donc non convergence). Ce qui nous a
obligé a reformuler le probléme avec une fonction de pénalisation, afin d’éliminer la variable
pression (qui peut étre a l'origine de ces oscillations). Ceci a permis de retrouver la
convergence et d’éliminer les instabilités numériques déja citées.

Mémoire de PFE 2
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NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans les paragraphes de ce premier chapitre, sont données quelques définitions et notions
élémentaires. Elles sont nécessaires pour les paragraphes ultérieurs. (Réfs. [9], [10], [12] et

[17])

1. Les canaux

On appelle canal, un systeme de transport (naturel ou artificiel) dans lequel I’eau s’écoule et
dont la surface libre est soumise a la pression atmosphérique. La section transversale d’un
canal est une section plane normale a la direction de I’écoulement. La surface mouillée, S,
(Figure 1.1) est la portion de la section occupée par le liquide.

Dh \ h

Figure 1.1 : Eléments géométriques de la section

Un canal dont la section ne varie pas et dont la pente longitudinale et la rugosité restent
constantes — la hauteur d’eau peut cependant varier — est appelé canal prismatique, sinon, on
I’appelle canal non prismatique. Les éléments géométriques -d’une section ou surface
mouillée, S, sont les suivantes :

o Le périmetre mouillé, P, du canal, formé par la longueur de la ligne de contact entre
la surface mouillée et le lit y compris les berges, mais ne comprenant pas la surface
libre ;

o Le rayon hydraulique, R, donné par le quotient de la surface mouillée, S, et du

: 5 S
périmétre mouillé, P, d’o0 . R, = — ¥n.
])

11 est souvent choisi comme longueur de référence |

e La largeur superficielle, B, du canal a sa surface libre ;
S
e La profondeur hydraulique, Dy, du canal définie par: D, = E : (1.2)

e La profondeur, h, ou hauteur d’eau — a moins qu’elle ne soit définie autrement — est
considérée comme la profondeur maximum.

Mémaire de PFE 3
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e [’étude hydraulique des canaux prend é€galement en considération les pentes
longitudinales du canal, dont :

» La pente de fond du canal, J;;
» La pente piézométrique ou pente de la surface libre, J,, .
La valeur de la pente de fond dépend essentiellement de la topographie et de la constitution du

terrain. Cette pente, généralement faible, peut étre exprimée par : ./ ,=lga=a (13)

e Débitance, K, : elle représente la mesure de la capacité du transport d’eau dans une
section transversale

k=2 (1.4)

T

avec, (J : le débit et J : la pente hydraulique

e Nombre de Froude, Fr; c’est le rapport entre les forces d’inerties et de pesanteur :

B (L5)

ou pour un canal trés jarge :

F =

avec, U, H sont respectivement la vitesse et la hauteur de I’écoulement.

(1.6)

» Fr>1:Iécoulement est supercritique ou torrentiel.
» Fr<l :P’écoulement est subcritique ou fluvial.
» Fr=1:1"écoulement est critique.

¢ Nombre de Reynolds, Re : c’est le rapport entre les forces d’inerties et les forces de
frottements :

_UD
N v

Re 1.7)

avec, D : le diamétre hydraulique et v . la viscosité cinématique moléculaire de fluide.
» Re<2000 : écoulement laminaire
» 2000<Re<2300 : écoulement de transition
» Re>2300 : écoulement turbulent

2. Types d’écoulements

Une classification des écoulements peut se faire selon la variation de la profondeur, H ou Dy,
par rapport au temps et a I’espace : Dp=f (t, x) (1.8)

Variabilité dans le temps : le mouvement est permanent si les vitesses, moyenne U, et
ponctuelle u, ainsi que la profondeur H ou Dy, restent invariables dans le temps en grandeur et
en direction. Par conséquent le débit est constant : O=U/S, entre les diverses sections du canal
sans apport latéral.

Mémoire de PFE 4
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Le mouvement est non permanent si la profondeur, Dy, ainsi que les autres parametres varient
avec le temps. Par conséquent le débit n’est pas constant. Dans la plupart des cas I’écoulement
dans les canaux est non permanent, néanmoins, les variations temporelles sont souvent
suffisamment lentes pour que I’écoulement puisse étre considéré comme permanent, du moins
dans un intervalle de temps relativement court.

Variabilité dans ['espace : le mouvement est uniforme, si la profondeur Dy, ainsi que les
autres paramétres, restent invariables dans les différentes sections du canal. La ligne de la
pente de fond est donc parallele a la ligne de la surface libre et Pon a /=J.

Le mouvement est non uniforme ou varié si la profondeur Dy, ainsi que les autres paramétres,
changent dans les diverses sections du canal. La pente de fond différe alors de celle de la
surface libre, £ .J.

L’écoulement non uniforme peut étre permanent ou non permanent. Le mouvement peut étre
accéléré —— > 0 ou décéléré —— < 0 suivant que la vitesse croit ou décroit dans le sens du

mouvement. Lorsque le mouvement est graduellement varié, Dy(x) = Dy, ainsi que les autres
paramétres, ne changent que trés lentement d’une section a une autre. On peut donc admettre
que ’écoulement est quasi uniforme le long d’un petit trongon et que la vitesse, U, reste
quasiment constante. Lorsque le mouvement est rapidement varié, la profondeur Dy,(x), ainsi
que les autres paramétres changent brusquement, parfois avec des discontinuités. Cela se
manifeste en général au voisinage d’une discontinuité, telle qu’un déversoir, un
rétrécissement, un ressaut hydraulique ou une chute brusque.

3. Répartition de la vitesse

Dans un écoulement le long d’une paroi, la vitesse est nulle a la paroi, elle croit rapidement
lorsqu’on s’en éloigne. La distribution de cette derniere dépend de plusieurs facteurs, tels que
la forme de la section, la rugosité du canal trés lisse. La valeur maximale est souvent atteinte
un peu en dessous de la surface libre. Sur une courbure de canal, la vitesse augmente
considérablement sur le coté convexe, di a ’action centrifuge de 1’écoulement. Le profil de
vitesse est approximativement logarithmique. Un écoulement dépend généralement des trois
variables x, y, z il est alors dit tridimensionnel. Si pour ce canal®la largeur B est importante
par rapport a la profondeur H, - on prend habituellement B>5H- P'écoulement est
bidimensionnel, sauf pour une petite distance proche de la paroi (Figure 1.2).

Les calculs hydrauliques sont considérablement facilités si I’on admet que 1’écoulement est
unidimensionnel. On exprime alors la vitesse moyenne (x) par :

U= %Iu(x, z )z

ou

U= %j:lflu(x, z)dzdy
A 0

Mémoire de PFE S
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Figure 1.2 : Répartition de vitesse

-.4. Répartiiion de la pression

Pour un écoulement uniforme, lorsque la vitesse moyenne U, est constante et les lignes de
courant sensiblement rectiligne, la répartition de pression est hydrostatique dans la section
droite du canal. Pour un écoulement & courant courbe, convergent ou divergent, il existe une
accélération qui provoque des forces d’inertie dont I’effet s’ajoute ou se retranche aux forces
de gravité selon la concavité du courant. La répartition n’est donc plus hydrostatique. En cas
de courant convexe, les pressions peuvent méme devenir inférieures a la pression
atmosphérique, provoquant un décollement de la lame d’eau sur la paroi (figure 1.3).

Pression en A=

Pression hydrostatique ac
- perie de pression be
due a la force centrifuge

Figure 1.3 : Répartition de pression en cas

d’un courant convexe

Pression en A=

Pression hydrostatique ab
‘tsupplément de pression be
dii 4 la force centripéte

Figure 1.4 : Répartition de pression en cas

d’un courant concave

Mémoire de PFE
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Chapitre 1

MODELES DES ECOULEMENTS
A SURFACE LIBRE

Dans ce premier chapitre, sont exposés les différents modeles qui existent, concernant la
modélisation des écoulements a surface libre. (Réfs. [S], [9], [10], [12])

1. Modéles de Navier- Stockes

Ces modeles sont les plus complets et les plus réalistes du point de vu théorique que pratique.
Ils ne posent aucune hypothése simplificatrice.

1.1. Equations de base

Le domaine géométrique d’étude est généralement tridimensionnel, borné de frontiére. Cette
derniere est composée de deux parties : le fond de la riviére et la surface libre.

On note X=(x, y, z), les coordonnées d’un point de I’espace et 7 la variable temporelle. On
note Q(t) le domaine détude et r(t ) sa frontiere, composée de T, (¢ ) au fond de la riviére

etde I', (t ) a sa surface libre. En notant,  la vitesse, © la masse volumique, p la pression, T

la température, 7 le tenseur des contraintes et & I'énergie totale, les principes de
conservations de I’énergie et de matiére ainsi que les principes de conservation de mouvement

et les principes de la thermodynamique donnent les équations classiques de la mécanique des
fluides :

o Eguation de conservation de la masse :
0
ET— +V(pu)=M, dans Q (L1)

Mg représente I’apport éventuel de sources extérieures ou de vidange.

s Equation de conservation de la quantité de mouvement :

p@+v(puu):—Vp+Vr+F sur € . (1.2)
ot :

e [iquation de la conservation de ['énergie :

Z&—ps—)+‘7(pe):V("cu)+VkV(T)—V(pu)+pFu dans €2 (1.3)
dt
: u 2
avec, k est la conductivité thermique, & I’énergie totale donnée par: £=¢ + 7 (L4)

ou, e est I’énergie spécifique interne, /' regroupe toutes les forces de volume qui sont les
forces de pesanteur et d’inertie traduisant I'action a distance du milieu extérieur sur le
systéme. Ces forces sont constituées généralement par la force de gravité et la force de
Coriolis qui s’écrivent : ‘

» Force de gravité : [ pﬁ (L5)

e Forcede Coriolis: f, =—2paxd (1.6)

Mémaoire de PFE ) 8
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ou, ® =0 (cos Qy-+sinQ z) désigne le vecteur taux de rotation de la terre, @ la latitude de
Iaire a modeliser (¢ est positive dans I’hémisphére Nord, et négative dans I’hémisphére Sud)

et @ la vitesse de rotation de la terre (oa =7.2710"rad / s)

Dans un systéme d’axes cartésiens (x, y, z) tel que les directions des axes x, y et z coincident
respectivement avec I’Est, le Nord et la verticale radiale. Ces forces volumiques s’expriment :

f =-pgz (1.7)
fc:2p®[(vsinm—wcoscp)i—usin(p%ucoswi] (1.8)

Ce qui conduit, en négligeant, I'accélération de Coriolis suivant z devant celle de la pesanteur
(ce qui est généralement le cas), on a :
f:zpw(vsin(p-wcoscp)i—chousin(pi——pg‘z' (1.9)

Les forces de surface

En hydrodynamique des liquides parfaits, les forces de surface représentent les forces dues a
la pression (tensions normales), auxquelles s’ajoutent en hydrodynamique des liquides réels
les forces dues aux frottements (tensions tangentielles).

Ces tenseurs sont donnés pour un fluide Newtonien :

7 =0 dans Q pour un fluide parfait
2
t=H (Vu +Vu' - (E u— k) (Vu)I] dans €2 pour un fluide réel (1.10)

avec, 44 . viscosité dynamique du fluide et A : viscosité volumique.

1.2. Modéle Navier- Stockes incompressible 3 0 _constante

Pour la plupart des écoulements de fluides incompressibles a surface libre, on a :
Vu=0 1.11)

Les équations générales décrivant ce type d’écoulements se dedulsent directement du systéme
geénéral (1.1) et (1.2) :

0 1
@+u(—ll—+v§~u—+w@+——’2~ u="f,
ot ox oy oz p
ov. v v ov 1
—+u—+v—+w——+—@—vvzv~fy
Jot ox oy - 0z poy (1.12)
ow ow ow ow 10p 3 :
i Ui Wt W = PV =
ot Ox oy oz poz
ou ov ow
—+—+—=0
(Ox Oy Oz

1.3. Modéle Navier- Stockes semi -compressible & 0 variable

La semi -compressibilité veut dire que le fluide est Rompressible V.u =0 avec une masse
volumique o variable. Le systéme général (I.1) et (1.2) devient :

Mémoire de PFE 9
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Chapitre 1 Modeles des écoulements a surface libre
0
@+U§£+Vau+w@~+lﬂ—vvzu=f‘ (a)
at aox oy dz pox :
0 o N

ik uﬁ-kv—v+w§l+lﬂ—vV“v=fy (b)

ot 0x Oy dz paoy -
<

ow dw 0w _aw 1dp _, (1.13)
—+u +v +w =y W e (c)

ot 0Xx oy dz poz '

%)

| Ot ox oy oz

ou, Vv est la viscosité cinématique du fluide.

1.4. Modéle Navier- Stockes 2D

Ce modele suppose que la largeur est trés grande devant la hauteur, de tel sorte, qu’on peut
supposer que : si on prend deux sections paralléles a I’écoulement et perpendiculaire au fond,
les caractéristiques de I’écoulement sont les mémes entre ces deux sections.

C’est le modéle adopté dans notre travail.

CL UL (a)

at ax dz pOox '

8w+L15w+waw+la_p_VV2W:f7 ®) (1.14)
ot Jx 8z poz '

5

98 _BW 4 ©

|0x 0z

2. Modéles de Saint-Venant

Ce sont les modeéles les plus populaires et beaucoup de code sont fait & la base de ce modéle.

En effet, dans la pratique, I’écoulement d’eau dans les riviéres est tridimensionnel; toutefois,
la nature tridimensionnelle de I’écoulement est d’importance secondaire dans beaucoup de cas
reel, particulierement quand le rapport largeur- profondeur est trés grand (au moins plus grand
a cinq) I'écoulement est considéré bidimensionnel sauf, sur une petite distance proche de la
paroi. Les riviéres, les estuaires, etc. constituent des exemples de ce type d’écoulement.

2.1. Modéle Saint- Venant 2.5D

Le modele quasi-tridimensionnel a surface libre est construit sous les hypothéses de longues
ondes et de faible profondeur d’eau (devant les autres dimensions du domaine d’étude).
Les effets dus a la composante verticale de I’accélération sont alors négligeables devant ceux
occasionnés par la gravité, et I’équation du mouvement suivant la verticale se réduit a :

1c 5 . 24
—— =1, et le systéme Navier -Stockes s’écrit :

p Oz

Mémoire de PFE 10



Chapitre 1 Modeéles des écoulements & surface libre

((u & & &) o (on, ot, or,
—+u—+V—FW— |+ —= =+ + +f
ot ox oy 0z ) 0Ox ox oy 0z
ot o, Ot
_+uﬁv_+v@+w_@ A e A 3
J\ae ox oy oz) oy \(oxo oy @z (1.15)
1 dp
T =f,
p oz
fu ov ow
—t—4+—=0
ox Oy 0z
avec, 7 : tenseur des contraintes de Reynolds donné par :
du Qu .
T,‘o;txy & 5 U'_ u'v'
T= =Ml 5y av 7P| — —, {I1.16)
‘nytyy Sy V'U' vl
ox 0y

u’, v’ sont les vitesses des fluctuations turbulentes de I’écoulement.

Aprés une intégration sur la verticale des €quations de Navier- Stockes résultantes, on
obtient les équations de Saint- Venant 2.5D.

Mais avant de passer a I’intégration verticale des €équations du mouvement, il est nécessaire de
compléter le systeme par les conditions aux limites relatives a la surface libre et le fond du
canal.

Ces limites sont définies par deux équations de surface comme suit :

- Surface libre : elle est décrite par une équation traduisant les variations spatiales et
temporelles : S(x, v, z, t)=z — Zs(x, y, t)=0 (L.17)

La condition cinématique pour la surface libre s’obtient en dérivant la fonction Stx, y, z, ¢) par
rapport au temps :

dS dz dz,

= =0 1.18
dt dt dt (L18)
Soit :

Z:
e @
(1.19)
0 Z
dZS:628+u(_ZS+V0 A ®)

dt ot ox oy

Le vecteur normal a la surface libre en un point quelconque se déduit directement a partir du
gradient de la fonction caractérisant la surface libre :

oz, . o7, . .
vs | T ax oy t?
i A y (1.20)

" Ts] azs)z [az j
— |+ = +1

ay

0%

Mémoire de PFE 11



Chapitre 1 Modg¢les des écoulements a surface libre

. 0Z, . . : :
A, = 9— (on voit clairement que la vitesse verticale dans le
ot

régime non- permanent est non nulle).

L’équation (1.19) s’écrit : U

-

- Le fond du canal : on suppose que le fond est immobile (il n y a pas de dép6t) donc le
temps n’intervient pas dans I’équation caractérisant le canal.

F(x,v,2, 1) =2-Z¢g(x,y )=0 (1.21)
La condition cinématique s’obtient donc :
Z W
d_F:_d_z__h:wwu_a&_vgz_{-_—o (1'22)
dt dt dt Ox oy

On construit de méme la normale FEF au fond :

oz, . 07, . .
: - X = V+z
_VF ox dy

i, = = - (1.23)
1 2 Z 2
X Ad

L’équation (1.22) s’écrit 71, =0 ce qui traduit que la composante de la vitesse verticale

au fond est nulle.

- Pour ce qu’est dynamique, on s’intéresse premierement a I’équation de mouvement
suivant la verticale. D’aprés les hypothéses lancées précédemment pour le modéle
2.5D, on obtient sur I’axe des z I’équation classique de I’hydrostatique :

op _

f =-p 1.24
- g (1.24)

Z

Apreés intégration :
p=pg(Z;(x,y,t)-z+p,) (125)
ou, p, est la pression étmosphérique.

Afin de profiter des hypotheses de Saint-Venant 2.5D, une intégration sur la hauteur ou bien
en d’autre terme une moyenne sur la verticale nous permet de simplifier les équations
énormément et de nous débarrasser de la variable z ainsi que la vitesse w.

e Rappels théoriques :
Soit une fonction f{x, ¥, z, 1), la moyenne sur la verticale est définie par :

1

tt(x, Y, Z, t) =

S

- [y t)dz (1.26)
F

Les fluctuations /” de la fonction f autour de sa valeur moyenne sont définies par :

f(xy,2,t)=f(x,y.zt)-f(x,y,2t) 1.27)
Soit g(x, ¥, z 1) une autre fonction, I’opérateur de moyenne (1.26) vérifie les relations
suivantes :

F=7. fg=fg f+g=f+g  [F=0 (1.28)

Mémoire de PFE 12



Chapitre T Modéles des écoulements a surface libre

La régle de Leibniz pour la dérivation sous le signe intégrale :

2 g . B =0T G (e g Y ) 22
o, " Plom; " on; (1.29)
— £a o )y ) 2

on

Pour simplifier, on désigne désormais par h(x, y, t) la position de la surface libre et par H(x, y,
t) la hauteur d’eau :
h=Zs(x,y,t) et H=Zs(x,y,t)-Zi(x, y) (1.30)

=

Référentiel tocal

Figure 11.1 - Notations utilisées pour le modéle de Saint- Venant 2.5D

Les notations précédentes et la régle de Leibniz, conduisent immédiatement aux relations
suivantes :

of OHf oZ.. oh
H*a;:E‘ﬂ“f(X,y,th)"—r"*f(X,y,h,t)é;
of oHf
H—=—+f(x,y,Z,t)——f(x, v,h, t)— 31
g +£( )ay ( ) ” 131)
of oHf oh
= h,
e f(x, y, t)(3t

\

Quant a la dérivée partielle par rapporta z, on a :

Hgf—:f(x, y,h,t)—f(x,y,Z.,t) (1.32)
Z

Commengons les transformations par I’équation la plus simple :

e Eqguation de continuité

% oa  ov and u v ow
I e —+—+—1=0
PAN. S x By oz

En notant U, V et W les valeurs moyennes des composantes u, v, et w de la vitesse, ona :

U= }—IZS udz
H #ar

V:i ZSvdz
H “zr

Mémoire de PFE. 13



Chapitre 1 Modeéles des écoulements a surface libre

W = ljzs wdz
H <&
Et en utilisant la régle de Leibniz, ’équation de continuité devient :
oHU ch oh | OHV .
iz LI (R P T S Lol L BN L B S
o & &y o ox Y

- s
v \

‘w(x. y. h-, ()—-6.2—‘5 [w(x, YTZF. t)]

+w(x_, Y, h,t)—w(x, v, Z%, t) =0
Ce qui donne :

SHU OHV 07,
2=

+
Ox oy ot
oz, HU ¢ _
et comme —=F = 0 (fond immobile), on peut écrire encore : LA iz + s —Zy) _ 0
at oy ot
ce qui donne la forme finale :
JHU oHV ¢H
i PP, (1.33)

x oy ot

o FEquations de la quantité de mouvement

Les mémes transformations sont effectuées aux équations de la quantité de mouvement dans
la direction x puis, dans la direction y.

1. Direction x :

On rajoute a 1’équation du moment (I.15) suivant I’axe x I’équation de continuité multipliée
par u, on obtient pour le terme de variation en temps et de transport convectif :

ou ou  ou ou om0 8} 0
—dU—tV—FW—=—+ —(u.u)+ —(u.v) + —(u.w)
ot ox oy 0z Ot Ox ay oz

L’opérateur de la moyenn[e appliqué a cette équation et, aprés "utilisation des deux équations
(1.19.b) et (1.22) caractérisant la surface libre, on obtient :

% u  fu e GHU oHu® Sy
—+u—+V—+WwW— |= + + (1.34)
a ox oy

oz ot ox oy

2. On obtient dans la direction y :

(1.35)

&, v ov) MV dFuw Y
& o oy

Une écriture plus commode et plus synthétique des deux équations précédentes (1.34) et
(1.35) :

Mémoire de PFE 14



Chapitre 1 Modéles des écoulements & surface libre

N o
A . (W @+—6——(BUl,HUU)+L(BUVHU\/) (1.36.a)
& ox oy oz ot ox By
o v oV HV) @ 3
o L .y :ﬁ——)+~c-(BVl,HUV)+*(BWHVV) (136.b)
ot ox oy 0z ot X oy
avec,
1 %S 5
BUU = H_U7IZF u dZ
1 s
Bo =Bw =5 Jus uvdz 1.37)
] 7S 2
B e e LF vidz

BB B €t B, - sont des termes correctifs qui résultent de I’intégration verticale des

équations de conservation de la quantité de mouvement; ils traduisent les variations verticales
de U er V et ils sont utilisés pour corriger les termes du flux advectif de la vitesse
verticalement intégrée. Ces coefficients de la correction du flux de la vitesse dépendent de la
distribution de la vitesse verticale, et souvent sont supposées égaux a I’unité.

3. Termes de pression

L’équation de la quantité de mouvement suivant z, aprés simplification et dérivation par
rapport a x et y donnent :

op oh op Jdh

PP ol ot —E=pp—— 38
ox re 0x 0x e ay (-38)

Ces deux équations sont indépendantes de la variable z, elles seront donc inchangées par
’opérateur de la moyenne :

10p oh 10p h

gl LOP | 500 o u[l2P|_ g0 (1.39)
p Idx ox paoy oy
4. Forces de Coriolis’

Dans la direction x, on a :
] _

H(— ij = 2Hao (V sin ¢ — W cos ) (1.40.a)
p ,

ou, la valeur moyenne W de la vitesse w peut étre négligée devant la valeur moyenne V de la
vitesse verticale v

1 =
H [— ij = 2Ho (Vsin )= QHV (1.40.b)
p

Et dans la direction y, on a :

H(l?;) = —2Ho (Usin ¢ )= -QHU (1.40.c)
P

avec, Q2 le paramétre de Coriolis égal a 2wsin @, @ la vitesse angulaire de la rotation de la
terre ((u =727x107rd /s et ¢ la latitude de I'aire & modéliser) Pour la plupart des courants ot
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Chapitre 1 Modéles des écoulements a surface libre

la proportion de largeur sur la profondeur est grande (ce qui est le cas de I’écoulement sur
presque toutes les rivieres), I’effet de Coriolis sera petit et donc négligé.

5. Termes de frottements visqueux

Ona:
H(ot, ot or, | 1féHt, &Hr, ) 1 oz, 1
Bl P Py B |1 T P |l i, ) o o, B )
plox oy 0z | p( X ay p ox p
1 oz, 1 ch
+ =ty (x,y. 2 )= - =1 (%, v, ht) — (141)
N oy p " oy
On désigne par T= (Tx, Ty) Je vecteur contrainte défini par : T = ©.fi (1.42)

7 étant un vecteur normal unitaire.
Frottement a la surface :
Pour un point appartenant a la surface libre, le vecteur normal extérieur est donné par :

so L[ ohe o .
”“nvsn( o ay“] 4

De ce qui précéde, les composantes horizontales de 7" pour un point de surface sont données
par :

- Tx(x, vy, h, t]lVSH = T“(X, vy, h, t)—g—)}:- + ’Exy(X, y, h, t)% - TXZ(X, y, h, t)

oh oh (144)
~T,(x v, h, VS| = 1.(x v, b, t)—a—; +1,(x, v, h, t)g ~1,(x,y,h,t)
ou,
Ty = - HY;ISL” Tx(x, v, Z,, t)
P (1.45)
Ty = fMT (x,y, Z, t)
pH T
qui représente les contraintes dues au frottement du vent.
Frottement au fond
Les mémes étapes que le précédemment, nous aménent, pour un point du fond :
- Tx(x, Y, Zg, t]lVS“ = rxx(x, y, h, t) Zy + 'ny(X, Y, L t)% - ‘cxz(x, ¥ L t)
o . (1.46)

_Ty(x, AL thVS” = 'ny(x, Yy Zis t)% + 'cyy(x, Y, Zgs t)%~ tyz(x, Y, Zg, t)

En général, le frottement au fond est supposé proportionnel au carrée de la vitesse. Comme il
s’exerce dans la direction opposée a celle de la vitesse, on peut alors I’exprimer sous la
forme :

’_l:(x, Vil t) = —pc,-“ﬁ (x, Yy, Ze, t)}l ﬁ(x, Yo Ls t) (1.47)
ou, crest le coefficient de frottement, dont I’intensité dépend de la rugosité du fond.
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Chapitre 1 Modéles des écoulements a surface libre

La détermination de ¢y est généralement empirique, basée sur I’étude des écoulements
stationnaires en canal. Le coefficient s’exprime en fonction du coefficient de Chézy C sous la

2
£n
forme :¢; = =

H
n, étant le coefficient de Manning, /7 la hauteur normale et g [’accélération de la pesanteur.
Avec ces définitions, les termes traduisant le frottement au fond dans les équations du
mouvement moyen peuvent se metire sous la forme :

IvE]

(1.48)

TFx == TX(X, Y, ZF> t)
pH
(1.49)
_——MT(X y,Z t)
H VT
ou :
tx—HVF“ g U\/U +V?
h
(1.50)
g VYU + V?
TY_HVF” H
h
Enfin, en regroupant les termes de frottement, on obtient :
E 6txx +&xy +8sz :_1_ aerx +61‘1’ny HVS" X y’h t) “VF" Tx(x,y,ZF,t)
pl &x &y &z ) pl & % p P (L51)
H(E, O, )| 1, aw,) v \ii |
S =— T > ’h’ = ? ’Z’
[ax+ay azJ o( x = oy ]+ P - 5:54) p . Znt)
ou,
H(or, 0ty ot | 1 « _» 8(y—\. 0 (—
;£ ax oy "o }_ P(Tx = T‘“)Jrg(H"%)J
- . ,a (1.52)
H(or T, OT 1( . g fo =% . @ [
R A i )

L’apparition des composantes horizontales du vecteur contrainte sur le fond, dans les
équations moyennes permet de prendre en compte le frottement exercé par le fond sur
I’écoulement. L.a méme remarque s applique aux composantes horizontales du vecteur normal
a la surface libre qui permettent de prendre en compte ’action du vent.

D’aprés tout ce qui précede, les différents termes de quantités de mouvement regroupés
donnent :
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Chapitre 1 Modeles des écoulements & surface libre

JHU 0 %, oZ. 1 oH’

—+—(B,,HUU )+ — (B, HUV )+gH —F+—-g— -~ OQH

1 I S a Y a

E{Ix -, —&(Htxx)—:};(}hw)}:o

oHV 0 3 oz, 1 oH @53
: —(B, HVU)+—(B HVV)+gH —F+ _—g— - -

= 5 B )+ay(BW )+g 5 T35 gy U+

1 # & @ 0

= —g~—{H1, )J-—|\H =0

p|:T.V ’CY (77(( TY") E}y( ’CW):I

2.2. Les équations de Saint-Venant 1D

Le modéle de Saint-Venant 1D est le modéle le plus simple des modéles qui existent, le fait
des hypothéses qu’il génére :

e FEcoulement unidimensionnel,

e Vitesse uniforme sur une section (& =1),

e Pas d’apport latéral de débit, pas de fuite,

e Canal a faible pente.

On peut utiliser la méthode des «bilans en volume finis», pour arriver plus vite au résultat.

Commengons tout d’abord par I’équation de continuité :

Figure I1.2 : Volume élémentaire
de calcul.

Le volume de débit entrant & la section x est Q(x,1)dt .

Le volume de débit sortant a la section x+dx est O(x-+dx,1)dt .

Le volume stocké v(i+dt)-v(1)=(Sdx) ar(Sdx):.

La continuité de milieu exige que : le débit sortant — le débit entrant = le volume emmagasiné.

: y . . . as

Par suite, I’équation de continuité devient : —+@ = (1.54)
o ox

Revenons maintenant a I’équation dynamique :

Les forces extérieures agissant sur notre volume sont :

o La force de gravité f, =pgSdxT avec, I, la pente du canal.
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Chapitre 1 ‘Modéles des écoulements a surface libre

: OH
o La force de pressionf, = —pgSdx e
ox

o La force de frottementf, = —pg SJdx.

: 0H
Le bilan des forces extérieures s’écrit : Zch =pgSdxI-pgSdx (,}—- ~-pgSldx .
ox

Plan de référence

Le théoréme de la conservation de la quantit¢ de mouvement donne :

dmV Qv BQJ oH &
_ +— | = pgSdxl — pgSdx — — pgSldx = —pgS| — +J Kx
dt p[ ox ot y ox -

Finalement, et en regroupant les deux équations précédentes, on obtient le systéme de Saint-
Venant 1D (pour un canal prismatique) :

t
0 BZV oh tL83)
Ll + +gS— = —gSJ
ot 0Ox Ox
Si le débit est constant, le systéme (I11.55) se simplifie :
A ‘]2 (1.56)
ox - BQ
gs’

Cette derniére équation, s’appelle I’équation de remous, elle ne s’applique que dans le cadre
schématique et non utilisable dans les cas pratiques ot une précision est demandée.

Elle peut étre utilisée comme une ligne initiale pour initialiser les calculs (c.2.d on calcule en
premier lieu la ligne d’eau par I'équation (I.56), et la valeur trouvée sera injectée dans le
systéme non linéaire).
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Chapitre II Présentation de la méthode des éléments finis

Chapitre 11

PRESENTATION DE LA METHODE
DES ELEMENTS FINIS

Ces derniéres décennies, la méthode des éléments finis a été considérée comme une méthode
d’une grande valeur. Elle est reconnue comme un outil général de résolution d’équation aux
dérivées partielles. Elle est donc utilisée pour résoudre des problémes non linéaires et non
stationnaires dans de nombreux domaines, mécanique des sols, MDF, thermique...etc.

Ce chapitre est du essentiellement aux Réfs. [1] et [6].

La méthode des éléments finis consiste a utiliser une approximation simple des variables
inconnues pour transformer les équations aux dérivées partielles en équations algébriques.

Elle fait appel aux trois domaines suivants :
- Sciences de I’ingénieur pour construire les équations aux dérivées partielles.
- Méthodes numériques pour construire et résoudre les équations algébriques.
- Programmation et informatique pour exécuter efficacement les calculs sur ordinateur.

Nous commengons par décrire 1’approximation nodale d’une fonctions sur un domaine V,
pour introduire ensuite la notion d’approximation nodale par ses domaines dite approximation
par éléments finis.

1. Approximation nodale

En général un systéme physique est caractérisé par des grandeurs ou fonction dites exactes,
U, (X):T°, vitesse, pression.

Choisir une fonction “ approchée”, clest-a-dire, rendre I’erreur o X)=U(X)— U_(X) aussi
petite que possible, avec U/ (X ) la fonction approchée et Ucx(X) la fonction exacte.

Dans la pratique, on suppose que la fonctionU,(X) est connue en » point
(X, > U_(X,)= U,,, ) et on coincide la fonction approchée avec U,, (X) en ces n points.
Mathématiquement le probléme se pose comme suit :

- Déterminer une fonction {/(X) connue en n points de coordonnées X; ou la fonction
vaut U;:

U(X)=Uex(X) ; i=1,m (IL1)

Les fonctions U(X) sont souvent choisies de maniére a étre facile a évaluer sur ordinateur, a
intégrer ou dériver explicitement. Ainsi I’approximation peut fournir :

- Une expression approchée en tout point x d’une fonction difficile & évaluer ou connue
seulement en certains points |

- Une solution approchée d’une équation différentielle ordinaire ou aux dérivées
partielles.

Remarque :
- Les points (Xi, Uex(Xj)) sont appelés nceuds.
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- La fonction approchée est linéaire en U; -
U,
U
U(X> = N](X)UI + NZ(X)U’Z i Nn(X)Un = <NI(X)N2(X)Nn(X) ! = <N>{Un}

L

n

(11.2)

La relation (I11.2) définit une approximation nodale et les fonctions N(X) sont les fonctions
d’interpolation.

L’approximation nodale possede 02 propriétés fondamentales :

0sii#]
a) comme U(X;)=U;, alors N(X,)= . (11.3)
Si 1= ]
b) L’erreur d’approximation définie par : e(X)=U(X)-Uex(X) s’annule en tout les nceuds :
e(Xi)=O‘

2. Approximation par éiéments finis

La construction de la fonction U(X) devient difficile quand le nombre n des nceuds devient
important.

Le probléme se complique encore si le domaine }” a une forme complexe et si la fonction
U(X) doit satisfaire des conditions aux limites sur la frontiére de V.

Cela justifie I’utilisation d’une approximation nodale par sous domaine ou la méthode
d’approximation par élément finis fait parti. Elle présente les particularités suivantes :

- L’approximation nodale sur chaque sous domaine F* ne fait intervenir que les
variables nodales attachées a des nceuds situées sur }~ et sur sa frontiére.

Les fonctions approchées {/°(X) sur chaque sous domaine V* sont construites de maniére a étre
continues sur V° et elles satisfont les conditions de continuité entre les éléments adjacents.

Définitions
- Les sous domaines V* sont appelés des éléments.

- Les points en lesquels la fonction approchée U°(X) coincide avec la fonction exacte
Ue(X) sont les nceuds d’interpolation ou points nodaux.

- Les valeurs U=UF(X)=U.(X;) sont les variables nodales.
On voit donc que ’approximation par élément finis nécessite deux choses :

- 1l faut définir analytiquement la géométrie de tous les éléments, ce qui est plus au
moins compliqués compliqué selon leurs formes.

- 1l faut ensuite construire les fonctions d’interpolation N;(X) correspondant a chaque
élément.

2.1. Neeuds géométriques

Les points qui sont choisis pour définir la géométrie des éléments sont appelés nceuds
géométriques.

Dans notre cas, les nceuds géométriques sont confondus avec les nceuds d’interpolation.
L’élément est appelé alors : 150 paramétrique.
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La partition du domaine en éléments doit respecter plusieurs régles :

a) Deux éléments distincts ne peuvent avoir en commun que des points situés sur leurs
frontiéres communes, si elles existent.

b) L’ensemble de tous les éléments J* doit constituer un domaine aussi proche que
possible du domaine réel . Nous excluons alors les « trous entre » €léments :

2.2. Elémenis de référence

Pour simplifier la définition analytique des éléments de forme complexe et les calculs
complexes qu’ils induisent, introduisons la notion d’élément de référence : un élément de
référence V7 est un élément de forme trés simple, repérer dans un espace de référence, qui peut

étre transformé en chaque élément réel V° par une transformation géométrique 7°. Pour
I’élément bilinéaire est présenté comme suit :

X,
AT}

JYk

(-1.1)

4

"y

1 2
(-1.-1) (1.-1)

Elément de reel
Flément de référence

Figure 11.1 : Transformation géométrique d’un €élément de référence a un €lément réel

La transformation 7° est la transformation géométrique qui définit les coordonnées X© de
chaque point de I’élément réel a partir des coordonnées & du point correspondant de
I’élément de référence :

T E > X = X%E). (11.4)

On voit que la transformation dépend des coordonnées X* , ce qui implique qu’on a autant de
transformations que d’éléments.

La transformation 7° doit étre :
- Bijective en tout point & situé sur I’élément de référence ou sur sa frontiére.

- Les nceuds de ’élément de référence V' correspondent aux nceuds géométriques de
I’élément réel.
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LD

(1) (1-1) ;
Espace réel (x, y)

Elément réel

Espace (&.7)
Elément de référence

Figure I1.2 : Transformation géométrique du domaine de référence
au domaine réel
2.3, Continuité sur I’élément

Si la fonction approchée U(X) est continue, ainsi que ses dérivées jusqu’a ’ordre s, on doit
avoir des fonctions Nj(x) continues et a dérivées continues jusqu’a I’ordre s.

2.4. Continuité entre éléments

U(X) et ses dérivées jusqu’a l'ordre s sont continues sur une frontiére commune a deux
éléments, il faut que U(X) et ses dérivées jusqu’a I’ordre s dépendent de maniére unique des
seules variables nodales associées aux nceuds de cette frontiére.

3.5. Dérivation

Dans la pratique, les équations différentielles sont écrites sur le domaine réel ; elles font
intervenir des fonctions inconnues uex et leur dérivées en X. Comme 'approximation par
¢léments finis est en général compliqué nous utilisons systématiquement ]’approximation sur
I”élément de référence

U(e)=(NE)H U, } (1.5)
Ona:
9 ox oy || 2
C;f = % % (j;( (11.6)
on an on | oy
ce que nous noterons : {(’J‘é }: [J ]{0x } (I1.7)

ou, [/] est la matrice jacobienne de la transformation géométrique.
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De la méme maniére, les dérivées en X d’une fonction s’obtiennent a partir des dérivées en’ :

L’l % anla

Jx | Ox Ox %
o [T & (’;j P (11.8)
ay) Lo @ jlan

soit {8, }=[ife. §=[i1=D1". (I1.9)

C’est la matrice [j] qui est utilisée en pratique puisque nous devons exprimer les dérivées de
U en x et y a partir des dérivéesde Uen Cetrn.

Comme les dérivées de [j] ne sont pas connues explicitement, nous utilisons donc I’expression
de [J]" pour calculer [f].

Comme 7 est bijective = [.J] existe en tout point de I’élément de référence.

. PRI i 1 Jp =1
o TN o e IR (I1.10)

avec, det([”) =33n =Ty

2.6. Transformation d’une intégrale

L’intégration sur I’élément de référence est treés simple et on a :

[£(x,y)dxdy = [£(€,n)det ([7])d dn (L11)
En2D,ona:
[ 86,y ixdy = [£(&,n)det([1Kedn = [/ (&, n)det([1]}edn (IL.12)

3. Formulation intégrale de la méthode des éléments finis

Le fondement de la MEF repose sur la forme intégrale des équations différentielles qui
régissent le systéme physique.

Soit le systéme physique continu stationnaire dont le comportement est représenté par un
systéeme d’équation aux dérivées partielles linéaire ou non lin€aire d’ordre m :

L(U)+f, =0 surledomaine V (11.13)

Les conditions aux limites s’écrivent : C(U) = f{S) sur la frontiére . (11.14)
La quantité R(U) = L(U) + £, est appelée résidu.

Nous utilisons pour la discrétisation, une méthode dite : méthode des résidus pondérés : elle
consiste a rechercher des fonctions {J qui annulent la forme intégrale :

w(U) = [(w){R(U)} (I1.15)

v

pour toute fonction de pondération y .
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Généralement on fait des intégrations par paire pour diminuer I’ordre maximum de dérivation
et cela pour simplifier d’une fagon considérable les calculs. Cette forme est appelée forme
intégrale faible.

3.1. Conditions aux limites

Il y a deux types connus de conditions aux limites
- Condition sur {/ ou condition de flux :
U=Uj, sur S,. (I1.16)

- Condition sur

: U
ou condition sur le flux : %— +oU=f sur§,. (I1.17)
%, .

Si @ =0, cette condition est dite de Neuman.
Si @ # 0, cette condition est dite de Cauchy.

3.2. Discrétisation des formes intégrales

Choisissons un ensemble de » fonctions de pondérations indépendantes (w,,y,,....¥, ).

Soulignons que le nombre de fonctions de pondération doit €tre égal au nombre de parametres
de P’approximation de la fonction U=U(U,, Us, ..., Uy

Le choix du type de fonction y; conduit & différentes méthodes : collocation par points,
Galerkine (la plus utilisée), moindres carrés. Les relations ( 1L.15) deviennent :

W= [uLU(U, U, U) +£))a

(11.18)
W, = [y, (UU(U, U, U, ) +£,))dvon, U = (NXU, }=NU, +..+ N, U,

En général, on utilise la méthode de Galerkine.

Dans cette méthode I’ensemble des fonctions de pondérations est constitué par I’ensemble des
variations 8U de la fonction U :

y =08U = (N)YoU} (1.19)
L’équation (11.15) devient :

W = jéU(L(U)+ £, )dv = (8U)[ {N JLUN)U})+£, )dv (11.20)

Comme W doit s’annuler pour tout {SU } la relation précédente est équivalente aux n
équations algébriques :

w(v)=] N{(LOv U+ £, p

W (0) = [N (LN U+ £, B

3.3. Miéthode de Galerkine en utilisant une approximation par éléments finis

Soit : W(U) = [8U(L(U)+f, Kv =0.
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Remplagons cette intégrale par une somme d’intégrales sur chaque élément }

W= Lw =5 [su(Lus )+, v =0 (121)

k.lc

Pour calculer chaque terme W dit forme intégrale élémentaire, utilisons une approximation
par éléments finis de I/ et de 81/ sur chaque élément J*:

Ut =(N)Yu,}

11.22
SU* = (N)oU, 122

Comme <N> est nulle en tout point extérieur a J* | et comme /U > ne fait intervenir que les

variables nodales de I’élément }* | chaque terme W‘ se calcule & partir des seules variables
liées a I’élément e.

En utilisant (11.21) et (11.22), W~ devient :
W =(8U,) [{NIL{(N))av{U j }f,dv (I.23)

Souvent, on fait des intégrations par parties pour diminuer I’ordre de dérivation donc le calcul
se simplifie.

Aprés des transformations et arrangements adéquats, on a :
ve = (sU,) (K [{u, }- {£}) (11.24)
avec, K° : matrice élémentaire

Cette expression est la base de la méthode des €léments finis.

La forme intégrale globale (I1.21) se construit par addition des formes élémentaires :

e= Nel
W= W 7<6U Wk fu, - {F})=o0 (11.25)
Cette forme est ensuite organisée sous la forme matricielle suivante :
w ={5U, X[KKu, }-{f})=0. (11.26)
ou: [K]: estla matrice globale indépendante ou non de {Uy,} ;

{f} : est le vecteur global des sollicitations ;
{U,} - est le vecteur global de toutes les variables nodales du probléme.
Comme # doit étre nul pour tout {U,}, nous obtenons le systeme d’équation en {U,} :
(K] {Un} ={F} (n.27)

3.4, Assemblages des formes élémentaires

Aprés avoir calculer les matrices élémentaires de chaque élément, on doit assembler ces
matrices.

Si on localise les nceuds d’un élément dans une table appelée LOCE, I’algorithme de
I’assemblage est illustré comme suit :
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Chaque terme k%; de [k°] est transféré en K ;" de [k°] de maniére 4 ce que :

I=LOCE(G) i=1,....nG (11.28.2)
J=LOCE() j=1,....0a (11.28.b)
Ou encore - K = K{LOCE(i ) LOCE(j)) =k (11.29)

De méme chaque terme f° de {f.} est transféré en /7° de {/°} de maniére a ce que:
Fje = FLocrm = fic (I1.30)
L’algorithme général qui effectue les deux étapes de I"assemblage est le suivant :

- Initialiser les termes de [£] et {f} a zéro.

- Pour chaque élément e :

a. Ajouter chaque terme k;” de sa matrice €lémentaire au terme Ky de la matrice globale :

Ky~ Ky ki Lj=1,. .., Nde

ot, 1=LOCE() et ¥ = LOCE().

b. Ajouter chaque terme f du vecteur élémentaire des sollicitations au terme F; du
vecteur global :

F=F;+ f‘ i'—'l,_...,ndc\
ou:  I=LOCE().

3.5. Introduction des conditions aux limites

Aprés assemblage, la forme intégrale globale s’écrit
w = (U, X[KKU, }-{FDh=0 (I.31)
Soit les conditions aux limites données par : U/, = (7 (11.32)

Le probléme consiste donc de trouver la solution qui annule /¥ en respectant (11.32).
Cette solution est la solution du systéme [K}{U,}={F} en tenant compte de (11,32),

Pour introduire les conditions aux limites au systeme global [K]{U,}={F} on utilise la
méthode du terme unité sur la diagonale.

Cette méthode consiste a modifier, pour chaque relation U, = U, le vecteur {F} puis la
matrice [K] :
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Fy=I=K,U, j=12...n j=i
2

'fy:= ]K'j, = JElduah J#E

%kl[ Ao A’l.i I () }‘\".[Vl . th i (/I {_'/|

K,u]_] Km.m O Ko = K[-Ln U.‘ ' Fp = Kl
0 - 0 I ( s 0 ”, = U‘

Kn Bl e Knx.i 1 Y Ki.n.ul Kill.n U"’ [';.1 - ”uuﬁ:
; ' i [ A7

L ﬁ‘nl An_i<i () An.nr e A’mi J #

11.33)
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Chapitre 111 Modélisation mathématique et numérique

MODELISATION MATHEMATIQUE
ET NUMERIQUE

Les équations de Navier- Stokes telle qu’elles sont posées; n’ont pas des solutions
analytiques ; ce qui rend approche numérique plus que nécessaire.

Le principe général des méthodes numériques est la discrétisation des équations
différentielles, afin de passer d’un systéme continu a un systéme algébrique discret accessible
par les méthodes numériques développées pour la résolution des systémes.

Les méthodes de discrétisations les plus connues sont : différences finies, éléments finis,
volumes finis. Cette derniere est utilisée par des codes trés répondus tel que : Phoenics,
Fluent.

Dans ce travail, la méthode utilisée c’est la méthode des éléments finis (car elle est plus
systématique dans Ja formulation et I’intégration des conditions aux limites ; leur adaptation
aux géométrie complexe). (Réfs. [2], [6], [8], [12], [14] et [18])

1. Modélisation mathématique

Comme il a été mentionné dans les chapitres précédents, le modele Navier — Stokes 2D peut
modéliser les écoulements a surface libre quand la largeur du canal est beaucoup plus
importante que sa profondeur ; ou ; st on change la section longitudinale : la configuration de
I’écoulement ne varie pas.

Les équations gouvernant le probléme (fluide incompressible visqueux) sont:

» [’équation de continuité : a_u +_a(3v_v i) (O1.1)
3z
ou ou ou 0 0
p _+u_+w— T ey ‘L‘(_— ‘(7:f‘(
) . - ( ox oz ox oz
e [L’équation de quantité de mouvement :
- ow ow ow 0 3]
p +u—+W— |-—1, ——0,_=f,
ot Ox 0z Ox 0z
(111.2)
O o ou  ow
avec, 0, = -P+2u (_i” , 0, = -P+ 2,(1i T =7, = ,U[ﬂ +(—] (111.3)
' ax dz = 0z ox

1.1. Conditions aux limites

Par limites, on entend frontieres du domaine physique d’écoulement. Dans notre cas on a
quatre types de conditions aux limites :

1- En amont : on impose un débit. Ce débit est donné sous forme d’un profil de vitesse

parabolique g = ¢,z° + ¢,z .

Si P’écoulement est permanent : le débit est constant, et si, I’écoulement est non
permanent le débit g dépend du temps, donc n’est pas constant.

2- Fond du canal : il existe deux types de conditions aux limites sur une parois solide :
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a. Glissement de la particule fluide sur la parois, traduit par la vitesse normale {/, =0
pour I"imperméabilité et I/, # 0.

b. Adhérence de la particule fluide sur la paroi solide traduite par la vitesse normale
{/, -0 et Ia vitesse tangentielle {/, - 0.

Pour notre cas, c’est le deuxiéme cas qui a été considéré.

3- La surface libre : la surface libre est soumise & la pression atmosphérique, donc elle
n’est souniise a aucune contrainte. Cette condition est traduite par: ¢-n=0  (¥)

Ou, n est la normale & la surface libre et o le tenseur des contraintes en 2D.

En réalité I'égalité (*) est égale aux contraintes dues au vent et plus les contraintes dues
aux radiations solaires, dans notre cas on les néglige ; car on considére que I’écoulement
est du essentiellement par la pesanteur (ce qui est le cas dans les fleuves et les riviéres),
mais si on considére le cas des océans par exemple, la formation des vagues est due
essentiellement au vent, donc leurs contraintes ne peuvent en aucun cas étre négligées.

I.2. Localisation de la surface libre
Cette surface est localisée par la cordonnée z=z(x, t).
_dz, ch chdx ¢ch oh

d
En dérivant cette expression, on a : = w(x, t) = =—+——=—+—u (1IL.4)
dt dt ot oxdt ot Ox

Si P’écoulement est stationnaire cette condition devient : w —Eu =0 (11.5)
C

C’est I’équation de base qui a été considérée pour déterminer la surface libre a chaque

itération.

En plus la condition (I11.4), on a une condition sur la pression :, en chaque point de la
surface libre on a : P=PF,,, .

A T’aval : comme on a dit dans la plupart des problémes d'intérét pratique, on impose a
I'entrée du domaine (et souvent a la sortie) les conditions de Dirichlet pour la vitesse.
Souvent ces conditions aux limites correspondent a des profils de vitesse venus de
problémes expérimentaux. Dans notre cas, on a rien imposé a la section aval de
I”écoulement car la position de la surface libre n’est pas connue.

2, Modélisation numérique

2.1. Discrétisation des égquations

La méthode de discrétisation ¢léments finis est basée sur une formulation intégrale du modéle
mathématique. Nous allons discrétiser ici la vitesse et la pression au moyen de paramétres
indépendants :

0t = <N">{H,, Vow= <N">{wn } po= <N”>{p"} (111.6)
St = <N“>{¢§‘u,, }; Sw' = <N”>{5w,, }; w' = <N”>{&)”} (11.7)

ou I'élément utilisé¢ est un élément quadratique incomplet de 8 nceuds pour la vitesse et a
quatre nceuds pour la pression.

Les fonctions de forme pour les nceuds des coins sont données par :
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] .
N, =+ g Xi+mm Y& + 1)
et pour les nceuds milieux des sommets il sont données par :

1- ”2X1+77/7, ), pour & =0
&E )(l = ),pom n, = 0.

7 e

2 =
|
) | —D |
—~
-

Notons que & etnprend les valeurs (-1, 0, 1) qui dépend des points nodaux (figure ci-
dessous.)

L’ équation de quantité de mouvement est pondérée par les fonctions de forme de la vitesse, et
I"équation de continuité par les fonctions de forme de la pression.

L’application de la démarche exposée au chapitre des Il conduit a :

o[ Ou o Oult\’ [ 0 il @ ;
j N ( U W da—jN’, L, dxd,.—J‘N —r_ Wxdz = jN f.dxdz
Ox o Ox o @ 3%
AT ( V (’\V aw 4 a u C I
J’p/v ! ——k1/T+11'— xdz—jN —o,, |dvdz = [N*| —r., fixdz = [N",f.dxdz
o ‘({?1 (»f”\ Oz o} Ox o 0z o
j.p Nt — idz =
B (.x =z
(111.8)
4 7 3
1y " 3
vy \,Z v3
Py P
& =] w E=1
7] = l 77 = l
)
8 6 7 =1
" - ; L | l{()
vg Y6
5 = -1 o (f =1
=] n=-1
1 5 2
Tf] 1l5 Nz
;.] ‘;5 \;2
P 1

Figure 111.1 : Elément de référence

En remplagant #, w ef p par leur expression (I11.6), on a apres 'utilisation de la régle de
Green
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du. ~ ~
Aij —(;tl- + (Bi_i + C\j )J_I + Duwl + Kljp_; + l.x| = §N|f\dr

I

dw, ( . ‘
Ay —L 4Dy, + (ByrCy v+ Lp +f,, = N dr

K'ij u; -+ L'i_i W = 0

{ <

ot
Ay = !pNidexdz
o
ON, N. JN.
Bii—,( 28 - 5 T lxdz
! (,?x 82 0z
ON, ON, N,
B! = I 2t s B J}(xdz
T oz ('N OX
&N
cij—z uL'[NN s dedz e, j:N N, dxdz
Q 8]
D. = ‘ st dxdz
‘ '[ z o
K, :-j—*N*“,dxdz K=K, (I11.9)
fold Ox
j — N"jdxdz; L, =L,
ol 2
£, = jNigxdxdz
Q°
i = jNig,_dxdz
o

& ' ou du  Ow
f,=n)| -p+2u— [+n W —+— |=n,0, +n,T,,
X oz

aw du  Ow
f =n —p+2u——1 +0, 0 —+— |=0n,0,+n,1T,
1574 dz X

oun_ et n, les composantes du vecteur normal au frontiére de I' élément considéré.

Ces équations représentent les équations des éléments finis standard de Galerkine d’un
¢lément.

Le systéme global est obtenu par assemblage de toutes les matrices élémentaires.

On voit clairement que le systéme obtenu est non — linéatre et non symétrique.

2.2, Formulation avec fonction de « pénalisation »
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La formulation Galerkine des équations de Navier — Stokes conduit a un systéme instable si la
viscosité cinématique v devient trop petite, ce qui est le cas de la viscosité cinématique de
I’eau qui est de 'ordre de 10°m”.s”' (Réf[7] : page 88).

La remede a ce probléme, consiste a utiliser les méthodes dites : les méthodes des éléments
finis stabilisées (Réf.[14]).

Une autre technique est utilisée : c’est la méthode des perturbations. Elle est dite aussi
méthode de pénalisation. C’est la méthode adoptée dans ce travail.

Elle est formulée comme suit :

Afin d’éliminer la wvariable p, écrivons D’¢quation de continuité comme suit :

1
ep+V-V=0, €>0,e2>0 =p=-—-V:-V=-aV:-V (111.10)
€
Soit I’écriture matricielle des équations de quantité de mouvement :
\% ; V-V
% +(V-VV-aV(V.V)-vVW?V = - -(—2—)\/ (I11.11)

Le terme a droite de I’équation (11.11) a été introduit pour des considérations de stabilité.

Remplagons (I11.10) dans les expressions de o et o, les équations (II1.9) deviennent :

7z

du. _
Aij—;+(Bij +C by + (o + Dylw; +agu; +bw, +f, = §Nifxdl"

rc

dw.
A; dtJ +(ot;; +Dju; +(B’U+Cij )W; +au;+by wi+f; = §Nif),dr
rc
ou
Ay = Iledexdz
QC
B. = 2L+ Ly L —24 dxd
i Q[[(“ S

N, ON; N, N,

B = {((Zﬁ‘*‘@) . dz
Q

+ x
oz 0z ox Ox

<

C, = ZL: ;{uk J;N}(Ni —&’ dxdz+w, J;NkN, (’“’_z, dxdz]
Q Q
o; = fo i —L dxdz (111.12)
d ox 0z

Q¢
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i = p-(—'—-—"dxdz
Q° bz
\
a.=» 050 u, | N\N L dxdz
ij ; p k(,_)[ k OX
by =¥ 0.5p u, [ N,N N, dxdz
ij"k 2P kek oy
Q
ON.
aly =Y 0.50"v, INkNi —L dxdz
k a ox
\ Q /
5
ON.
b.=>» 05 N, N. —X dxdz
i Zk: vk ] k* ' 82
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oun, et n, les composantes du vecteur normal au fronti¢re de I' élément considéré.

Les intégrales du contour restent les mémes, sauf la pression p, qui est remplacée par
—aV .V dans les expressions de o_eto, .

Cette formulation (pénalisation) comporte plusieurs avantages :

- Elle permet d’éliminer la variable « p» qui peut causée des instabilités dans les
calculs.

- L’élimination de « p » permet de ne pas tenir compte des conditions aux limites pour
la pression.

- On a un gain de temps de calcul, de fait que la taille de systeme d’équations obtenu par
la formulation de pénalisation est inférieure & la taille de systéme obtenu avec une
formulation (u, v, p).

- L’inconnue qui porte plus de connaissance dans le cas des écoulement a surface libre
est bien.la position de la surface libre c'est-a-dire A, ce qui fait que la connaissance
de la pression est secondaire.

Remarque

Le paramétre de pénalisation ¢, doit étre choisit aussi petit pour que Perreur de
compressibilité et de pression soit négligeable, mais non aussi petit pour éviter le mal
conditionnement de systéme.
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Dans notre cas, le format des nombres est extended (au lieu de real), ce qui permet
d’augmenter les nombres des chiffres,significatifs (19-20) en virgule flottante.

Le paramétre de pénalisation est choisit égal a 1072,
2.3. Initialisation des calculs

Le systéme obtenu est non linéaire, donc la méthode de résolution est forcément itérative, ce
qui veut dire que la solution initiale peut conditionnée la convergence et sa rapidité. Les
calculs sont initialisés automatiquement en résolvant les équations de Stokes, qui sont des
équations linéaires, donc ne nécessitent pas une initialisation. La solution obtenue est injectée
dans la boucle des calculs comme étant une solution initiale.

3. Présentation de la surface libre :- frontiére mobile-

La surface libre constitue & la fois une frontiére du domaine et une inconnue du probléme.
Durant la variation du débit, la surface libre bouge de maniére trés complexe et crée des
parties mouillées et des parties séches dans le canal. Le modéle éléments finis doit représenter
la partie au-dessous de I’eau et introduire correctement les conditions aux limites & chaque
instant (c’est pour ¢a que nous avons limité I’étude au cas stationnaire).

On recense deux méthodes pour aborder la question :

1. Méthode & maillage fixe (Euler) : son principe comme son nom 'indique : le fluide
évolue sur un le maillage fixe.

2. Méithode a maillage adapiatif - le principe de cette méthode et de faire déplacer les
nceuds avec le mouvement de fluide. L’avantage de cetie méthode c’est qu’elle
permet de déterminer avec précision la position de la surface libre. En revanche,
les déplacements des nceuds entrainent une distorsion de maillage qui peut alors
bloquer les calculs. Pour minimiser le probléme de distorsion on a découper
chaque verticale qui passe par un nceud de la surface libre, en des segments égaux.

La méthode utilisée ici, ¢’est la méthode a maillage adaptative.

e T

I

A litération k

A Vitération kv

fig.4.2. L'évolution de la surface libre au cours des

caleuls \pTHODE A MAILLAGE ADAPTATIF )

La relation (IIL.5) physiquement veut dire que la vitesse est tangente a la surface libre et par
conséquent le débit Ia traversant est nul (dans le cas stationnaire).

Comme nous avons signalé auparavant la surface libre est une inconnue, et pour la déterminer
il faut spécifier une surface de départ, d’obtenir une solution en vitesse, et de recalculer la
nouvelle surface par intégration de la relation (IIL5) a partir d’un point connu, qu’est dans
notre cas, le point d’entré. La relation (IIL5) est intégrée suivant un schéma

h. —h W .
decentré = 7B Wiy (x —x ), (IIL.13)
ui

X —X Y
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TS Vecteur vilesse tangent o lo surfoce
TS i1 /ﬁhre """"" - )
e i1 Surface libre

—— [ S/

figg. 4,3, Présentalion du vecteur
vitesse @ lo surface
libre

4, Linéarisation du systéme d’équations non linéaire

La discrétisation des équations de Navier — Stokes par la méthode des éléments finis type
Glerkine, conduit a un systéme non linéaire et non symétrique.

La majorité des algorithmes utilisés conduit & résoudre un systéme d’équations linéaires a
chaque itération. Le choix d’un algorithme de résolution doit tenir compte de plusieurs
facteurs :

e L’unicité de la solution.

¢ La disponibilité¢ d’une méthode de construction d’une bonne solution initiale.

e La précision et la rapidité de la convergence désirée.

e Le risque de divergence.
Dans notre cas, le systéme non linéaire obtenu est du type :

K(U)J{U}=F (II1.14)

Dans le sous paragraphe qui suit, on présente une bréve description de ces trois méthodes :

¢ La méthode itérative directe.

e La méthode de substitution avec un facteur de relaxation @ .

e La méthode de Newton avec un facteur de relaxationw .

4.1. La méthode itérative directe

La méthode de résolution la plus directe et la plus évidente est celle qui consiste a itérer sur le
systéme :

- [K(UHU}=F

Si on fixe une valeur & I’itération -/, on peut obtenir une meilleure approximation {U"™} en
résolvant le systéme :

KU (UY}=F (LIL.15)

Ce processus s’arrétera lorsque ’erreur, définie comme la quantité :
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e = max(U® - U*") (I11.16)

deviendra suffisamment petite.

On a pris la valeur de (U*") ¢gale a la moyenne des deux derniéres itérations. Cette
technique est utilisée dans certains problémes, pour éliminer les oscillations qui peuvent
apparaitre.

4.2. La méthode de substitution avec un facteur de relaxation @

Cette méthode consiste a calculer le résidu {R™} a partir de la solution (U*”} | puis de
; . msap 5 7 » pul
calculer la valeur correctrice (A Uf 91 qu’on doit ajouter au vecteur (U our construire la
7 q 1] p
solution améliorée (U™},

L’algorithme de la méthode est le suivant :

k=1,2, ... (Pour chaque itération)

|

Calculer le résidu { RO‘)}: {F} -[K(U(k' ! ))] {U(k" )}

|

Résoudre le systéme [K(U*")1{ AU 3= (R™)

Corriger la solution {U™}={U*" )+ wf A U™}

|

Calculer l’erreur e
Test de convergence (si oui sortir de la boucle sinon recommencer)

Ou w est un facteur de relaxation varie, entre O et 2 . Elle permet souvent d’accélérer la
convergence.

4.3. La méthode de Newton avec un facteur de relaxation @

Soit le résidu non nul 4 I’étape k-7 : (RUS N =(F}-[KUE D) {u*Dy (111.17).
A T’itération k nous cherchons une approximation {U™} de la solution telle que :
(R ={RU "+ AUM)) (111.18)
L’algorithme est obtenu en développant ce résidu en série de Taylor au voisinage de Ui .
: OR
(REUS D+ AU®Y = {R(UC )+ [‘9—} fau e =0 (IL.19)
OU Jyeylk-1)

D’ou en négligeant les termes d’ordre supérieur a 1 :
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OR ;

2] | o)y
dau yaplk-1)

ou : (111.20)

[k (Ut faut }= {r(ut )}
{U(w }: {U(k-w } " {AU(")}

Dans le cas ou /' est indépendant de U la matrice tangente X, est donnée par :

oK,
K)i=Ki+ > —LU 11.21
t/h i Z oU. 1 ( )

J
L’algorithme correspondant a la méthode est le sujvant :

k=12, ... (Pour chaque itération)

|

Calculer le résidu {R®}={F}-[K(U* D) {U*Dy

|

(k-1)
Construire la matrice langente [Kl(U(k'])];[K(U(k"l))]Jr{G[KL)] {U(k") }:;

l

Résoudre le systeme [K(U*)]{ AU®= (R®}

Corriger la solution {U®}={U* M }+w{ AUY}

1est de convergence (si oui sortir de la boucle sinon recommencer)

Calculer [’erreur e

On voit que I’étape de construction de la matrice tangente rend la méthode coiteuse par
rapport au deux précédentes, mais leur convergence quadratique justifie parfois leur
utilisation.

Le facteur de relaxation @ optimal tourne auteur de 1.0.

Les trois méthodes ont été essayée, et pour un probléme de 146 degrés de libertés les deux
premiéres méthodes sont a peu prés cinq fois plus rapide que la méthode de Newton. Pour la
premiére et la deuxiéme méthode les cofits de calculs sont comparables, de plus la méthode
itérative directe est relativement plus facile & implémenter et moins coliteuse du point de vue
mémoire. C’est donc, la méthode qui a été adopté pour résoudre le systéme non linéaire.

5. Intégration numérique

La méthode d’intégration utilisée, c’est la méthode de Gausse, car elle donne une meilleur
précision que les autres méthodes avec le méme nombre des points d’intégration. Comme
I’élément de référence est un carré, on utilise la méthode produit qui s’exprime par :
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f_‘, fl y(& n)dEdn =iiwiw,»y(&;, n;) (11.21)

i=1 i=l

ou: w; , w; sont les coefficients de pondéragion de Gauss; &,7, sont les coordonnées des

i

points d’intégration correspondants.

Un processus d’intégration numérique doit prouver une précision suffisante pour assurer la
convergence d’une solution de la méthode des éléments finis. D’aprés Strang et Fix la
convergence aura lieu si un processus d’intégration numérique est suffisamment précis pour
calculer la surface d’un élément.

Dans notre cas, il faut 2x2 points pour calculer exactement I’élément de la surface. Cependant
I’évaluation des matrices élémentaires fait apparaitre des fractions rationnelles, donc on doit
utiliser un nombre plus important de points d’intégrations. L’utilisation de 7x7, 6x6 et de
4x4 conduit presque aux mémes résultats avec un temps de calcul pour 4 x4 inférieur au
celuide 7x7, 6x6.

Figure 111.4 : Présentation des points d’intégrations de Gauss

Numéro du { Coordonnées Poids d’intégration
point ; 7 W

let2 +0.861136311594053 | £0.861136311594053 {0.652145154862546
3etd +£0.339981043584856 | £0.339981043584856 |0.347854845137454

Tableau.4.1. : Intégration de Gauss 2*2.

6. Résolution du systéme d’équations linéaire

Comme on a vu, le probléme de résolution du systéme non linéaire devient un probléme de
résolution d’un systéme linéaire a chaque itération, d’ou P’importance des méthodes de
résolution.

Mémoire de PFE ‘ 41



Chapitre I11 Modélisation mathématique et numérique

La méthode de résolution utilisée est la méthode de factorisation LS de Gauss. On écrit le
systéme sous la forme LSU=F, on pose SU=y, on résout Ly=I, puis on fait la résolution du
systéme triangulaire SU=y.

La diagonale de  est égale a 1 ; en intégrant les deux matrices triangulaires L et S dans la
méme matrice K ou la diagonale est égale a celle de U

L’algorithme de décomposition est donné par (Réf. [1]) :
s=2, 3 .., 1

Ksi :.Kr.\'i'Ksme[ /igne de I,
L K=K KinK,s colonne de U

Ki=K/Ki normaliser la ligne de

m=1 2 .. s-1
Kss=Ks-KmKms terme di agor 1al
Aprés cette décomposition, il faut résoudre les deux systémes triangulaires Ly=F et SU=y :

- Etape 1 (systéme triangulaire inférieur)

- Etape 2 (systéeme triangulaire inférieur)
(]n :yn'/Knn
i=n-ln-2 .. 1

Un= (U, = ¥ R Ik, ] Ui

J=i+l
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7. Maillage du domaine d’écoulement

Tout d’abord 1l faut numéroter les nceuds géométriques séquentiellement de 7 a NTNU
(NTNU= nombre total des nceuds pour la composante # = (2*m+1)*(n+1) +n*(m+1) avec, m
et » les nombres des subdivisions suivant I’axe x et y respectivement c'est-a-dire les nombres
des subdivisions du fond et de la limite libre.

On a numéroté les sommets de tout les éléments puis les milieux des sommets. Ce processus
est fait pour la composante u puis v et enfin la pression p (la pression est numérotée que sur
les sommets des éléments).

Ce processus nous a permettre de stoker que les nceuds de la vitesse # et les nceuds pour v et
p sont deéduits par I’ajout d’un nombre constant au numéro des nceuds de » (ce nombre est

égal a NTNU pour v et 2*NTNU pour p)

Les éléments sont numérotés séquentiellement de 1 a m*n. Ensuite chaque élément et défini
par la liste des numéros de ses nceuds et coordonnées géométriques.

loce( j.7]

T

Numérotation locale d'un élément |

X4

X=X+ X )2
Kg=(X4tX )2

X,

Xs=(X+X)/2 X=X+ Xa)2

Xy

Les coordonnées locales d’un ¢léments J
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7 & - n 9
20 8 21

17 mT d 19

15 5 16

Numérotation du domaine pour la composante de la vitesse u.
La numérotation de la composante v se déduit de celle de u en ajoutant 21.
La numérotation de p se déduit de celle de u en ajoutant 42 aux sommets de u.

l Figfire IIL5. Présentation de la procédure de Maillage.
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8. Organigramme de résolution :

L’algorithme général du programme de calcul est donné par I’organigramme suivant :

Lectures des données
(Input)

4

[ Surface libre initiale

A
[ Maillage du domaine ]

y

Résolution du
systeme non linéaire

y

Actualisation de la
surface libre

Non

Convergence de la surface
libre max]hi“‘)—hi(k‘ ’)]<Tol

Ecriture des résultats
(output)
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Chapitre 1V
APPLICATIONS

Dans ce chapitre on va faire quelques applications concernant le test du code.
Les données des applications de ce chapitre sont tirées a partir de cas réels.

Il est évident que pour tout code, fonctionne d’une fagon normale, on doit introduire les
données d’une fagon correcte. Dans notre cas, les données sont lues a partir d’un fichier
nommé « Read ».

On doit spécifier premiérement le nombre de subdivisions du fond (ce nombre est le méme
pour la surface libre = m), ensuite, on spécifie le nombre des subdivisions des sections
verticales (= n), puis les coefficient Coefl et Coef2 du profil du vitesse. Enfin, on doit
introduire les cordonnées du contour. Signalons que le contour est constitué de quatre
sections :

1- Lefond ;

2- La surface libre ;

3- La section d’entrée |

4- La section de sortie.

Les deux derniéres sections sont prises paralléles a I’axe des y, c’est pour ¢a qu’on les
introduit automatiquement dans le programme sans étre lues a partir du fichier de données. En
ce qui concerne la surface libre, la surface lue, correspond a la surface initiale de calculs. Pour
le fond, on spécifie les cordonnées des sommets, les cordonnées des milieux des sommets
sont déduites automatiquement. Le fond est immobile donc les sommets suffisent pour le
décrire avec précision Par contre pour la surface libre, on a spécifié les cordonnées des
sommets, puis les cordonnées des milieux des sommets. La surface libre bouge & chaque
itération et si, on calcule les milieux des sommets a partir des sommets, on risque de perdre la
position exacte de la surface libre, surtout quand la taille des mailles est grande.

Les cordonnées du fond sont stockées dans les vecteurs : XINF et YINF et celles de la surface
libre dans les vecteurs : XSUP et YSUP.

1._Applicationl : Ecoulement uniforme

Comme on le sait, I’écoulément uniforme est obtenu quand aucune singularité n’est présentée
dans le cours d’eau ou bien si le trongon étudié est loin de la singularité. La singularité peut
étre définie comme une brusque variation de la pente de fond. Ainsi, un barrage peut
constituer une singularité, un obstacle dans un cours d’eau ... etc.

L’absence de singularité produit une uniformité de I’écoulement, c'est-a-dire : une surface
libre et vecteurs vitesses paralléles au fond. On va tester donc "uniformité de I’écoulement
dans I’exemple suivant :

Les données sont tirées de la Référence [11] :

La longueur du trongon considéré est de 7.5 m.

Lapente ] = 6.62x107.

Largeur du canal : b=30cm.

Débit volumique : Q —0.010209 m.s,

Débit unitaire : g=0/b=0.03403 m*s™.

La hauteur a I’entrée : h;=4.90 cm (arrondi).

m=8;n=6; Coef] = 100 ; Coef, = 25.0203 ; Tol (tolérance pour la position &)= 7.50E-15 ;
346  degrés de libertés; 48  mailles p =1000kg /m’, u = 0.001kg /(m.s) .
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Les coordonnées du fond

XINF[1]= 0.000
XINF[2]= 0.500
XINF[3]= 1.500
XINF[4]= 2.500
XINF[5]= 3.500
XINFE[6]= 4.500
XINF[7]= 5.500
XINF[8]= 6.500
XINF[9]= 7.500

Les coordonnées des milieux des sommets

YINF[1]= 0.000
YINF[2]= 0.000
YINF[3]= 0.000
YINF[4]= 0.000
YINF[5]= 0.000
YINF[6]= 0.000
YINF[7]= 0.000
YINF[8]= 0.000
YINF[9]= 0.000

Pour la surface libre
YSUPM[ 1= 0.049
YSUPM[2]= 0.049
YSUPM[3]= 0.049
YSUPM[4]= 0.049
YSUPM[5]= 0.049
YSUPM[6]= 0.049
YSUPM]7}= 0.049
YSUPM[8]= 0.049

Les coordonnées initiales de la ligne d'eau

XSUP[1]= 0.000
XSUP[2]= 0.500
XSUP[3]= 1.500
XSUP[4]= 2.500
XSUP[5]= 3.500
XSUP[6]= 4.500
XSUP[7]= 5.500
XSUP[8]= 6.500
XSUP[9]= 7.500

Résultats

Les résultats sont donnés dans le tableau qui suit :

1 Les résultats montrent T'uniformité de I”écoulement pour un profil de vitesse parabolique et

YSUP[1]= 0.049
YSUP[2]= 0.049
YSUP[3]= 0.049
YSUP[4]= 0.049
YSUP[5]= 0.049
YSUP[6]= 0.049
YSUP[7]= 0.049
YSUP[8]= 0.049
YSUP[9]= 0.049

uniforme a I’entrée.
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L’abscisse x en w1

La hauteur /7 en cm « pour

La hauteur /7 en cm

Tableau I'V.1 ﬂniﬁrﬁﬁel.-iﬁaéabbliqn*ii-"ﬁ:r:i:;i;f' i pouvkeprofil uniforme
I’entrée » a I’entrée »
0.000 0.049000000000000000 0.049000
0.250 0.049000000000000000 0.049000
0.500 0.048999994542768540 0.049000
1.000 0.048999988080693760 0.049001
1.500 0.048999972903143190 0.049001
2.000 0.048999965692480430 0.049002
2.500 0.048999952407465390 0.049002
3.000 0.048999945923250580 0.049002
3.500 0.048999934913339320 0.049003
4.000 0.048999929491054420 0.049003
4.500 0.048999920712826360 0.049003
5.000 0.048999916486812440 0.049003
5.500 0.048999909881308490 0.049004
6.000 0.048999907120415840 0.049004
6.500 0.048999902059667960 0.049004
7.000 0.048999903675670450 0.049004
7.500 0.048999909140439800 0.049004

Tableag WA Leg vésallats do code concevmnt b haoteoe 4.

D06
F——h—ay—k ¥ ¥ 3 ¥ * * ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
0.04 +
Section d'entrée Section de sortie
0.02F T
n " | » ! ; 1 i I i )
o~ 1. 2. 34,47 57 87 1

Sutface libre

Figure 1V.1 : Présentation de la surface libre dans un écoulement uniforme

On voit clairement que la surface libre est paralléle au fond (on a laissé 18 chiffres aprés la
virgule afin de mieux voir la grandeur de différence entre les résultats). On constate aussi que
le changement des conditions aux limites n’a pas changé le régime d’écoulement.
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Les valeurs de la vitesse sont données dans le tableau suivant :

La composante # en
{m/s)

LLa composante v
correspondante en
(m/s)

l.a composante 7 en
(m/s) (suite)

La composante v
correspondante en
(m/s)

a[1]= 0.00000000
u[2]= 0.00000000
u[3]= 0.00000000
u[4]= 0.00000000
u[5]= 0.00000000
u[6]= 0.00000000
u[7]= 0.00000000
u[8]= 0.00000000
u[9]= 0.00000000
uf10]= 0.21100189
u[11]= 0.21100198
u[12]= 0.21100247
u[13]= 0.21100291
u[14]= 0.21100327
u[15]= 0.21100355
u[16]= 0.21100376
u[17]= 0.21100392
u[18]= 0.21100380
u[19]= 0.43534268
u[20]= 0.43534271
u[21]= 0.43534289
u[22]= 0.43534305
u[23]= 0.43534318
uf24]= 0.43534328
u[25]= 0.43534336
u[26]= 0.43534342
u[27]= 0.43534318
u[28]= 0.67302235
u[29]= 0.67302237
u[30]= 0.67302245
u[31]= 0.67302252
u[32]= 0.67302257
u[33]= 0.67302262
u[34]= 0.67302266
u[35]= 0.67302269
u[36]= 0.67302237
u[37]= 0.92404091
uf38]= 0.92404088
u[39]= 0.92404086
u[40]= 0.92404081
u[41]= 0.92404078
u[42]= 0.92404076
u[43]= 0.92404074
u[44]= 0.92404075
| u[45]= 0.92404036

v[174]= 0.00000000
y[175]= 0.00000000
v{176]= 0.00000000
v[177]= 0.00000000
v[178]= 0.00000000
v[179]= 0.00000000
v[180]= 0.00000000
v[181]= 0.00000000
v[182]= 0.00000000
v[183]= 0.00000000
v[184]= -0.00000001
v[185]= -0.00000000
v[186]= -0.00000000
v[187]= -0.00000000
v[ 188]= -0.00000000
v[189]= -0.00000000
v[190]= -0.00000000
y[191]= -0.00000000
v[192]= 0.00000000
v[193]= -0.00000001
v[194]= -0.00000001
v[195]= -0.00000001
v[196]= -0.00000001
v[197]= -0.00000000
v[198]= -0.00000000
v[199]= -0.00000000
v[200]= 0.00000000
v[201]= 0.00000000
v[202]= -0.00000002
v[203]= -0.00000001
v[204]= -0.00000001
v[205]= -0.00000001
v[206]= -0.00000001
v[207}= -0.00000000
v[208]= 0.00000000
v[209]= 0.00000000
v[210]= 0.00000000
v[211]= -0.00000002
v[212]= -0.00000002
v[213]= -0.00000001
v[214]= -0.00000001
v[215]= -0.00000001
v[216]= -0.00000001
v[217]= 0.00000000
v[218]= 0.00000001

u[87]= 0.21100388

u[88]= 0.21100388

u[89]= 0.32150493

u[90]= 0.32150505

u[91]= 0.32150558

u[92]= 0.32150603

u[93]= 0.32150640

u[94]= 0.32150669

u[95]= 0.32150691

u[96]= 0.32150708

u[97]= 0.32150697

u[98]= 0.43534270

u[99]= 0.43534284

u[100]= 0.43534301
u[101]= 0.43534314
u[102]= 0.43534325
u[103]= 0.43534334
u[104]= 0.43534341
u[105]= 0.43534331
u[106]= 0.55251515
u[107]= 0.55251521
u[108]= 0.55251540
u[109]= 0.55251558
u[110]= 0.55251572
u[111]= 0.55251584
u[112]= 0.55251593
u[113]= 0.55251600
u[114]= 0.55251577
u[115]= 0.67302237
u[116]= 0.67302243
u[117]= 0.67302250
u[118]= 0.67302256
u[119]= 0.67302261
u[120]= 0.67302265
u[121]= 0.67302269
u[122]= 0.67302254
u[123]= 0.79686427
u[124]= 0.79686429
u[125]= 0.79686438
u[126]= 0.79686445
u[127]= 0.79686451
u[128]= 0.79686457
u[129]= 0.79686461
u[130]= 0.79686465
u[131]= 0.79686433

v[260]= -0.00000000
v[261]= -0.00000000
v[262]= 0.00000000
v[263]= -0.00000001
v[264]= -0.00000001
v[265]= -0.00000001
v[266]= -0.00000001
v[267]= -0.00000000
v[268]= -0.00000000
v[269]= -0.00000000
v[270]= 0.00000000
v[271]= -0.00000001
v[272]= -0.00000001
v[273]= -0.00000001
v[274]= -0.00000001
v[275}= -0.00000001
v[276]= -0.00000000
v[277]= -0.00000000
v[278]= 0.00000000
v[279]= 0.00000000
v[280]= -0.00000001
v[281]= -0.00000001
v[282]= -0.00000001
v[283]= -0.00000001
v[2847= -0.00000001
v[285]= -0.00000000
v[286]= -0.00000000
v[287]= 0.00000001
v[288]= -0.00000001
v[289]= -0.00000001
v[290]= -0.00000001
v[291]= -0.00000001
v[292]= -0.00000001
v[293]= -0.00000001
v[294]= -0.00000001
v[295]= 0.00000000
v[296]= 0.00000000
v[297]= -0.00000002
v[298]= -0.00000002
v[299]= -0.00000001
v[300]= -0.00000001
v[301]= -0.00000001
v[302]= -0.00000001
v[303]= 0.00000000
v[304]= 0.00000001
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uf46}=
ul47]=
uf48]=
u[49]=
u[50]=
u[S1]=
u[52]=
ufs3}=
u[541=
u[ss]=
u[56}=
u(57]=
u[58]=
u[s9}=
u[60]=
uf6l]=
ul62]=
u[63]=
u[64]=
u[6s]=
u[66]=
u[67]=
u[68]=
u[69]=
u[70}=
u[71]=
u[72]=
u[73]=
u[741=
uf75]=
u[76}=
ul77]=
u[78}=
u[79]=
u[80}=
u[81]=
uf[82]=
u[83}=
u[84j=
u[85]=
u[86]=

1.18839836
1.18839839
1.18839823
1.18839804
1.18839789
1.18839778
1.18839770
1.18839766
1.18839722
1.46609470
1.46609411
1.46609278
1.46609161
1.46609066
1.46608991
1.46608937
1.46608905
1.46608848
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.10383359
0.10383385
0.10383453
0.10383510
0.10383556
0.10383592
0.10383618
0.10383634
0.10383640
0.21100193
0.21100232
0.21100278
0.21100316
0.21100347
0.21100370

v[219]= 0.00000000
v[220]= -0.00000002
v[221]= -0.00000002
v[222]= -0.00000002
v[223]= -0.00000002
v[224]= -0.00000001
v[225]= -0.00000001
v[226]= 0.00000000
v[227]= 0.00000001
v[228]= 0.00000000
v[229]= -0.00000002
v[230]= -0.00000002
v[231]= -0.00000002
v[232]= -0.00000002
v[233]= -0.00000001
v[234]= -0.00000001
v[235]= 0.00000000
v[236]= 0.00000001
v[237]= 0.00000000
v[238]= 0.00000000
v[239]= 0.00000000
v[240]= 0.00000000
v[241]= 0.00000000
v[242]= 0.00000000
v[243]= 0.00000000
v[244]= 0.00000000
v[245]= 0.00000000
v[246]= -0.00000000
v[247]= -0.00000000
v[248]= -0.00000000
v[249]= -0.00000000
v[250]= -0.00000000
v[251]= -0.00000000
v[252]= -0.00000000
v[253]= -0.00000000
v[254]= -0.00000000
v[255]= -0.00000000
v[256]= -0.00000000
v[257]= -0.00000000
v[258]= -0.00000000
v[259]= -0.00000000

u[132]= 0.92404089
u[133]= 0.92404087
u[134]= 0.92404083
u[135]= 0.92404080
u[136]= 0.92404077
u[137]= 0.92404075
u[138]= 0.92404075
u[139]= 0.92404055

u[140]= 1.05455228
u[141]= 1.05455234
u[142]= 1.05455239
u[143]= 1.05455242
u[144]= 1.05455244
u[145]= 105455245
u[146]= 105455247
u[147]= 1.05455249
u[148]= 1.05455210
u[149]= 1.18839843
u[150]= 1.18839833
u[151]= 1.18839814
uf152]= 1.18839797
u[153]= 1.18839784
u[154]= 1.18839774
u[155]= 1.18839768
u[156]= 1.18839744
u[157]= 1.32557917
u[158]= 1.32557907
u[159]= 1.32557862
u[160]= 1.32557820
u[161]= 1.32557785
u[162]= 1.32557758
u[163]= 1.32557739
u[164]= 1.32557726
u[165]= 1.32557678
u[166]= 1.46609427
u[167]= 1.46609312
u[168]= 1.46609191
u[169]= 1.46609090
u[170]= 1.46609010
u[171]= 1.46608951
u[172]= 1.46608912

u[173]= 1.46608873

v[305]= -0.00000001
v[306]= -0.00000002
v[307]= -0.00000002
v[308]= -0.00000001
v[309]= -0.00000001
v[310]= -0.00000001
v[311]= -0.00000001
v[312]= 0.00000001
v[313]= 0.00000000
v[314]= -0.00000002
v[315]= -0.00000002
v[316]= -0.00000002
v[317])= -0.00000001
v[318]= -0.00000001
v[319]= -0.00000001
v[320]= 0.00000000
v[321]= 0.00000002
v[322]= -0.00000001
v[323]= -0.00000003
v[324]= -0.00000002
v[325]= -0.00000002
v[326]= -0.00000002
v[327]= -0.00000001
v[328]= -0.00000001
v[329]= 0.00000001
v[330]= 0.00000000
v[331]= -0.00000001
v[332]= -0.00000001
v[333]= -0.00000001
v[334]= -0.00000001
v[335]= -0.00000001
v[336]= -0.00000001
v[337]= 0.00000000
v[338]= 0.00000003
v[339]= -0.00000003
v[340]= -0.00000004
v[341]= -0.00000004
v[342]= -0.00000003
v[343]= -0.00000003
v[344]= -0.00000002
v[345]= -0.00000001
v[346]= 0.00000002

‘Tableau 1V.2 : Les résultats du code concernant la vitesse.

(pour un profil parabolique a I’entrée).
i.a composante verticale de ia vitesse est pratiquement nulle, et par conséquent, les résultats
confirment I'uniformit¢ de I’écoulement.
Pour le profil uniforme a I’entrée les valeurs de la vitesse sont données en Annexe 2.
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2. Appiication 2 : Ecoulement avec présence d une singularité

On garde les mémes données hydrauliques, sauf que les cordonnées du fond et de la surface
libre sont changées & cause de la présence de la singularité, aussi e fond est horizontal (la
pente = 0). Cette singularité est un déversoir, qui engendre un remous dans la partie amont de
ce dernier.

Profil de vitesse

Surface libre/

La hautewr |
d’entrée j

Figure 1V 2. : Présentation schématique du probleme de I’application 2.
m=15:n=6: Coefi=100 ; Coef, = 25.0203 ; Tol (tolérance pour la position h)= 1.5056 ;
626 degrés de libertés ; 90 mailles ; p = 1000kg / m’; = 0.001kg /(m.s) .

Les coordonnées du fond Les coordonnées initiales de la ligne d’eau

XINF[1]= 0.000
XINF[2]= 0.750
XINF[3]= 1.500
XINF[4]= 2.500
XINF[5]= 3.500
XINF{6]= 4.500
XINF[7]= 5.500
XINF[8]= 6.500
XINF[9]= 7.000
XINF[10]= 7.500

YINF[1]= 0.000
YINF[2]= 0.000
YINF[3]= 0.000
YINF[4]= 0.000
YINF[5]= 0.000
YINF[6]= 0.000
YINF{7]= 0.000
YINF[8]= 0.000
YINF[9]= 0.000

XSUP[1]= 0.000
XSUP[2]= 0.750
XSUP[3]= 1.500
XSUP[4]= 2.500
XSUP[5]= 3.500
XSUP[6]= 4.500
XSUP[7]= 5.500
XSUP[8]= 6.500
XSUP[9]= 7.000

YSUP[1]= 0.049
YSUP[2]= 0.049
YSUP[3]= 0.048
YSUP[4]= 0.046
YSUP[5]= 0.045
YSUP[6]= 0.043
YSUP[7}= 0.042
YSUP[8]= 0.041
YSUP[9]= 0.098

=
gy
3
=
=
—
(93]
1

YINF[10]= 0.100
YINF[11]= 0.100
YINF[12]= 0.000
YINF[13]= 0.000
YINF[14]= 0.000
YINF[15]= 0.000
YINF[16]= 0.000

Les résultats sont donnés dans la figure (1V.3) :

XSUP[10]= 7.500
XSUP[11]= 7.550
XSUP[12]= 7.800
XSUP[13]= 8.000
XSUP[14]= 9.000
XSUP[15]=10.000
XSUP[16]=11.000

YSUP[10]= 0.191
YSUP[11]=0.191
YSUP[12]= 0.047
YSUP[13]= 0.046
YSUP[14]= 0.046
YSUP[15]= 0.046
YSUP[16]= 0.046

XINF[11]= 7.550
XINF[12]= 7.800
XINF[ 13]= 8.000
XINF[14]= 9.000
XINF[15]=10.000
XINF[16]=11.000

0.2
a1k 05m v_ﬁ_//‘\\m N — e
0.05 - : Jap——H———¢
0 | | | | 1 I l// I 1 J
0 1 2 3 4 ) b 7 8 9 10 1"
X (m)

La courbe de remous
Figure 1V.3 : Courbe de remous de I’application 2.

Cette figure montre que loin du déversoir (a peu prés de O m a 6m), la courbe de remous est
presque horizontale dés qu’on s’approche du déversoir, la ligne d’eau s’éléve.
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La hauteur h en (cm) avec son | La hauteur h en (cm) avec son

abscisse correspondante en (m) abscisse correspondante en (m) (suite)
h(1)=0.049000 x(1)0.0000 h(16)=0.084104 ; x(16)=6.7500
h(2)=0.049000 ; x(2)=0.3750 h(17)=0.101266 ; x(17)=7.0000
h(3)=0.048843 | x(3)=0.7500 h(18)=0.133794 ; x(18)=7.2500
h(4)=0.049927 ; x(4)=1.1250 h(19)=0.180696 ; x(19)=7.5000
h(5)=0.050689 ; x(5)=1.5000 h(20)=0.184265 ; x(20)=7 5250
h(6)=0.052725 ; x(6)=2.0000 h(21)=0.184996 ; x(21)=7.5500
h(7)=0.054005 ; x(7)=2.5000 h(22)=0.159147 ; x(22)=7.6750
h(8)=0.056288 ; x(8)=3.0000 h(23)=0.125910 ; x(23)=7.8000
h(9)=0.057942 ; x(9)=3.5000 h(24)=0.114654 ; x(24)=7.9000

h(10)=0.060513 ; x(10)=4.0000 | h(25)=0.111528 ; x(25)=8.0000
h(11)=0.062377 ; x(11)=4.5000 | h(26)=0.107086 ; x(26)=8.5000
1(12)=0.065448 . x(12)=5.0000 | h(27)=0.105667 ; x(27)=9.0000
h(13)=0.067572 ; x(13)=5.5000 | h(28)=0.104681 ; x(28)=9.5000
h(14)=0.072452 ; x(14)=6.0000 | h(29)=0.104318 ; x(29)=10.0000
h(15)=0.077283 ; x(15)=6.5000 | h(30)=0.103956 ; x(30)=10.5000
h(31)=0.103572 ; x(31)=11.0000

Tableau 1V.2. - Valeurs de A données par le code.

3. Application3: Ecoulement sous vanne de fond avec bassin de dissipation a I’aval :

2gh,
|
h

0

Le débit est donné en fonction de la charge /1y a I’amont du barrage : ¢ = ma

a. étant ouverture de la vanne, m son coefficient de débit, dans notre cas il est choisit égal a
0.62 . La charge A est de 20 m et I’ouverture de la vanne a est égale a2 2 m.

7 -

hp=20m

Section contractée 2 Obstacle de dissipation
m ;

Ism 6m

Figure IV 4. . Présentation schématique du probléme de I’application 3.
A 1’aval, le point repére Py se situe au droit de la section contractée de la lame liquide émise
par la vanne, c'est-a-dire a une distance assez faible de la vanne (de ’ordre de 1.3a) et a la

cdte ma au-dessus du fond.
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Le débit est égal donc : ¢ - 23.82 s

Les coefficients de profils de vitesse sont : Coefl =20 ; Coef2=14.451.
La pente /0.

Le nombre de mailles : 100 mailles.

Le nombre de degrés de libertés : 718 d.d.1.

A aval immédiat des barrages, on fait des bassins de dissipation pour diminuer I’énergie de
la crue afin d’éliminer le phénomeéne d’érosion a I’aval. Sur la figure (IV.5) on voit que
I’obstacle provoque I’augmentation du niveau d’eau, ce qui veut dire physiquement qu’une
partie de I’énergie cinétique est transformee en énergie de hauteur (énergie potentielle) et une
autre partie a été dissipée au cours de I’écoulement, donc cette énergie cinétique se trouve
diminuée a I’aval de ce fameux obstacle.

Cette remarque est confirmée par la Figure (1V.5). Dans cette figure, nous avons pris une
section juste aprés I’entrée et une autre juste avant la sortie.

h{m) 10

95
9 L
85
8k
75|
6.5

A+

551 1m 1
5 B aad

05} / \
O ] 1 ] I 1 1 ] I 1 l/ 1 i L 1 ] 1 t ! 1

! L I
0 1 2 3 4 585 868 7 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 x(m)

!
B
Figure 1V.5. La courbe de remous du probleme 3.
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25

2+

tm :

151

1 50 m/s
05

0 1 1 1 i

B 5 10 15 20 25 3
Profil de vitesse prés du l'entrée et de soitie

Figure IV.6. : Présentation du profil de vitesse dans une section proche de I’entrée et une autre
proche de la sortie.

Le profil de la vitesse & I’entrée est & peu prés deux fois plus grand que celui de la sortie,
’obstacle a diminué la vitesse de moitié, donc la déperdition de I’énergie cinétique est de
75%. De cette fagon, on peut jouer sur la hauteur et la largeur de I’obstacle en fonction de la
vitesse en amont. Les dimensions optimales de 1’obstacle doivent correspondre aux conditions
requises par les normes sur la vitesse, afin de ne pas éroder le cours d’eau.

4. Application 4 : Dissipateur sous forme d’un escalier a facette oblique.

On considére le probléme de I’application 3 sauf que cette fois-ci, la forme de canal qui suive
le vidange est escalier a facette oblique (figure IV.7).

N/ o
N
ﬂl
y
hp=20m ,
E Section contractée
/
/
e e e ] | o
Py '
a=2m
| ma
!
]
2m '
]
1
3m fm e
3m !
)
1
1
1
1
'
1

Figure IV.7. : Présentation schématique du probléme. L 4m
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Chapitre IV Applications
Les résultats sont donnés dans le graphe suivant :
h{m)
'y 2m
R e e e
e ¥ =
2 m pour h
4 % \ 30m/s pour V
J+ \\
SL \
1k \ m
\ ___ﬁk
0 L 1 ! LY ] == I x(m)
0 2 4 5} 8 10 12 14

Figure V.8 :

La courhe de remous et le profil de vitesse & lentrée et a [a sortie

Présentation de la courbe de remous et les profils de vitesse proche de I'entrée
et de la sortie.

5. Application 5 :

Dans I’application précédente la dissipation d’énergie n’est pas suffisante, et pour augmenter
la dissipation il faut mettre un obstacle.

On garde les mémes données que celles du probléme 4 sauf qu’on ajoute un obstacle et les
données de maillage sont :

Le nombre de

Le nombre de

mailles : 126 mailles ;
degrés de libertés : 866 d.d.1.

Résultats
5 “v—— - — — T _— —m—m — T — — — — T =t ST T —H
5 = * _iJ * *‘X ]
4 \\5 1m
% [———' |
Ik \ M‘H— 2 mpourh
\ \ 30 mfz pourv 'l
\
ot | |
Al \ _ —
18] 1 1 1 = L i /ﬁ_x N
a 2 4 B g 10 12 14 16 18

Figure IV.9. :

Présentation de la ligne d’eau et les profils de vitesse au voisinage de ’entrée et
de la sortie.
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On voit que le profil de vitesse diminue & peu prés de moitié.

Figure 1V.10 : Présentation du champ de vitesse.

La figure IV.11 montre que I’écoulement est fortement influencé par I’amont.

Figure IV.11. Comparaison entre deux courbes correspondent :

1- Enbleu foncé : on a rien imposé a la sortie

2- En bleu claire : on a imposé une valeur nulle pour la composante verticale.

6. Application 6

Le débit est égal & : g=5.00 m’s”.

Les coefficients de profils de vitesse sont : Coefl = 0.6 ; Coef2=1.7.
La pente /=0.

Le nombre de mailles : 105 mailles.

Le nombre de degrés de libertés : 736 d.d.1.
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2m

Y 20

30m 2m 20m

Figure [V.12. Présentation schématique du probleme.

Résultats sous forme graphique

Figure 1V.1 3. Présentation de la ligne d’eau

7. Application?

Le débit est égal a - g=8.33x 107 m’s™.

Les coefficients de profils de vitesse sont : Coefl = 0.001 ; Coef2=0.001.
La pente /=(.

Le nombre de mailles : 52 mailles.

Le nombre de degré de libertés : 382 d.d.1.

Résultat sous forme graphique
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1Tm
15+
1 M
13 % %
85}
Z L £ /B/}/x/\ , ) ,
0.5 | | ] ) 1 /. /. /) /)
1 2 3/ 4 5 8 7 8
Fond

Figure 1V.14. : Présentation de la ligne d’eau.

Sur cet exemple, on voit I’influence des conditions aux limites sur la forme de la surface libre
(ondulation du fond a entrainée I’ondulation de la surface libre).

1Tm Ligne d'eau pour un profil

P uniforme 3 l'entrée
151 1m

1 \ o

Ligne d’eau pour un profil

0.5 parabolique a l'entrée

0]
.0.5 . 1 1 1 1 1 1 iy

8] 1 2 3 4 ] =} rd 8

Figure IV.15. Présentation de la ligne d’eau pour les profils uniforme et parabolique a
I’entrée.

La figure IV.15 montre I’influence des conditions aux limites & I’entrée sur la forme de la
surface libre.
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Conclusion

Traiter les écoulements a surface libre dans le cas le plus général en utilisant le modeéle Navier
_ Stokes 3D est trés difficile ; c’est pour cela que nous avons restreint notre étude dans le cas
bidimensionnel stationnaire.

La variable pression, difficile a contrler, a été éliminée par une formulation avec fonction de
pénalisation et cela pour faire disparaitre les oscillations qui résultent de la formulation
Galerkine (1, p, v).

La méthode de pénalisation utilisée présente plusieurs avantages (diminution de colt de
calcul, gain de ’espace mémoire, ... etc.) qui la rendent trés efficace. Cette méthode a été
utilisée et testée avec plusieurs cas pratiques. Dans chaque cas, nous avons déterminé la
courbe de remous et les vecteurs vitesses. Nous avons basé notre tdche surtout a la
présentation de ces courbes de remous car ces courbes constituent une grandeur tres
importante pour les problémes pratiques. Elle permet en principe de déterminer les zones
susceptibles d’étre touché par les inondations.

L’objectif de ce travail consiste a résoudre les équations de Navier — Stokes 2D dans les cas
permanents en démontrant les difficultés inhérentes & ces modéles. Pour étendre I’étude au cas
non permanent 2D, il ne reste pas beaucoup a faire ; il suffit surtout d’introduire correctement
les conditions initiales et les conditions aux limites. Pour ce qui concerne I’étude dans le cas
3D, le probléme n’a pas apparence d’étre facile a cerner car cela nécessite une
compréhension approfondie du phénomeéne physique permettant une prescription des
conditions initiales et aux limites assez réalistes et aussi une maitrise théorique tres
approfondie des méthodes numériques permettant de dépasser les défaillances classiques de
ces derniéres.
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ANNEXES




Annexe 1
Intégrale par parties en deux dimensions (formules de Green)

Considérons I’intégrale suivante, prise sur un domaine bidimensionnel, et que nous désirons
intégrer par parties :

ﬂﬂgs%x"idxdy (A.1.1)

Intégrons tout d’abord par rapport a la variable x, en faisant appel a la formule bien connue
d’intégration par parties :

j- " udv = *qu vdu + (uv)_,w = (uv),:“ (A.1.2)

En utilisant les symboles de la figure (A.1.1), on obtient :

Lo sy =—[Lv Lasar+ [ low).o., ~@0) by A1)

En notant que le sens de parcours est le sens direct.

D’apres la figure (A.1.1) on a pour la partie droite:

dy=dl'n, (A14)

et pour la partie gauche : :
dy=—dI'n, (A.15) ‘

O 71, est le cosinus directeur de la normale en projection sur I’axe des x.
On peut donc grouper les deux derniers termes du second membre de 1’égalité (A.1.3) sous la
forme d’une intégrale de contour prise dans le sens trigonométrique direct :

fpparn, (A1)
J
L’expression générale obtenue s’écrit sous la forme :
oy _ o¢
D’Q ¢dedy =— ”ngdxdy +f¢w,dr (A.1.7)
On obtient le résultat suivant, si I’on avait d’abord intégrer par rapport a la variable y :

02 dedy=—[[ v L avay +fgyn ar (A 18)
" Oy "oy :

ny désigne le cosinus directeur de la normale extérieure en projection sur I’axe des y.
S’il existe plusieurs contours fermés, I’intégration doit étre effectuée le long de chacun de ces
contours. Les expressions (A.1.7) et (A.1.8) restent valables.
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Annexe 2

1. Intégration numérique

Le choix du nombre de points d’intégration dépend du type d’élément utilisé et le type de la
matrice élémentaire que I’on construit. Pour diminuer le de volume de calcul, il faut choisit
donc un nombre de points aussi faible que possible. Dans le chapitre 4 nous avons discuté le
choix de nombre d’intégration. Dans cet annexe on va présenter, dans un exemple, ce qui était
dit.

Exemple :

Soit le probléme suivant :
Le débit est égal & g=4.744x 107 m’.s™ .
Le profil de vitesse a I’entrée est égal & : u(z)=0.01 12°+0.051z.

z 4

i

Les coordonnées du fond sont données par :

«Y

XINF[1]= 0.000
XINF[2]= 0.500
XINF[3]= 1.000
XINF[4]= 2.000
XINF[5]= 3.000
XINF[6]= 3.500
XINF[7}= 4.000

YINF[1]= 0.000
YINF[2]= 0.000
YINF[3]= 0.010
YINF[4]= 0.050
YINF[5]= 0.000
YINF[6]= 0.000
YINF[7]= 0.000
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.- ame

Les coordonnées initiales de la ligne d’eau

XSUP[1]= 0.000
XSUP[2]= 0.500
XSUP[3]= 1.000
XSUP[4]= 2.000
XSUP[5]= 3.000
XSUP[6]= 3.500
XSUP[7]= 4.000

YSUP[1]=0.1351
YSUP[2]= 0.1351
YSUP[3]=0.135]
YSUP[4]= 0.135]
YSUP[5]=0.1351
YSUP[6]=0.1351
YSUP[7]}=0.1351

Les résultat sont données comme suit :

(On voit que les résultats sont pratiquement les méme).

Intégration de Gau
Temps de calcul :t
La hauteur (en m)
h(1)=0.135100 ;
h(2)=0.135100 ;
h(3)=0.135727 ,
h(4)=0.139016 ;
h(5)=0.144545 ;
h(6)=0.158092 ;
h(7)=0.178078
h(8)=0.186032 ;
h(9)=0.178171 ;
h(10)=0.174012 ;
h(11)=0.172333 ;
h(12)=0.170778
h(13)=0.169653 ;

ss 4%4
1=204s

2. Ecoulement uniforme

Intégration de Gauss 6*6
Temps de calcul :t2=2.2t1
La hauteur (en m)

h(1)=0.135100 ;

h(2)=0.135100 ;
h(3)=0.135727 ;
h(4)=0.139016 ;
h(5)=0.144545 ;
h(6)=0.158091 ;
h(7)=0.178075
h(8)=0.186026 ;
h(9)=0.178163 ;
h(10)=0.174003 ;
h(11)=0.172325 ;

h(12)=0.170768 ,

h(13)=0.169643 ;

Intégration de Gauss 7*7
‘Temps de calcul :t3=3.0t1
La hauteur (en m)
h(1)=0.135100 ;
h(2)=0.135100 ;
h(3)=0.135727 ;
h(4)=0.139016 ;
h(5)=0.144545 ;
h(6)=0.158091 ;
h(7)=0.178075 ;
h(8)=0.186025 ;
h(9)=0.178163 :
h(10)=0.174003
h(11)=0.172325
h(12)=0.170768
h(13)=0.169643 .

-

On va présenter ici, les valeurs de la vitesse pour I’écoulement uniforme de I’application!
pour le profil de vitesse uniforme a entrée :

La composante u

La composante v
correspondante

La composante u

La composante v
correspondante

u[1]= 0.69303068
u[2]= 0.00000000
u[3]= 0.00000000
u[4]= 0.00000000
u[5]= 0.00000000
u[6]= 0.00000000
u[7]= 0.00000000
u[8]= 0.00000000
u[9]= 0.00000000
u[10]= 0.6930306

v[174]= 0.00000000
v[175]= 0.00000000
v[176]= 0.00000000
v[177]= 0.00000000
v[178]= 0.00000000
v[179]= 0.00000000
v[180]= 0.00000000
v[181]= 0.00000000
v[182]= 0.00000000
8 | v[183]= 0.00000000

u[87]= 0.69303135
u[88]= 0.69302964
u[89]= 0.69303068
u[90]= 0.69303106
u[91]= 0.69303044
u[92]= 0.69302975
u[93]= 0.69302868
u[94]= 0.69302746
u[95]= 0.69302607
u[96]= 0.69302447

v[261]= 0.00000005
v[262]= 0.00000000
v[263]= 0.00000055
v[264]= 0.00000058
v[265]= 0.00000052
v[266]= 0.00000042
v[267]= 0.00000032
v[268]= 0.00000022
v[269]= 0.00000012
v[270]= 0.00000000
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il s w e

ufl11]= 0.69303270 | v[184]= 0.00000055 |u[97]= 0.69302352 v[271]= 0.00000060
uf12]= 0.69303430 | v[185]= 0.00000058 | u[98]= 0.69303057 v[272]= 0.00000065
uf13]= 0.69303514 | v[186]= 0.00000052 | u[99}= 0.69303079 v[273]= 0.00000057
u[14]= 0.69303489 v[187]= 0.00000042 u[100]= 0.69303145 | v[274]= 0.00000048
u[15]= 0.69303412 | v[188]= 0.00000032 | u[l101]= 0.69303217 | v[275]= 0.00000038
u[l6]= 0.69303287 | v{189]= 0.00000021 |u[l102]= 0.69303280 | v[276]= 0.00000028
u{17]= 0.69303111 v{190]= 0.00000011 |u[103]= 0.69303333 | v[277]= 0.00000018
u[18]= 0.69302950 | v[191]= 0.00000000 | u[104]= 0.69303374 | v[278]= 0.00000007
u[19}= 0.69303068 | v[192]= 0.00000000 | u[105]= 0.69303403 | v[279]= 0.00000000
u[20]= 0.69303059 | v[193]= 0.00000057 | uf106]= 0.69303068 | v[280]= 0.00000056
u[21]= 0.69303093 v[194]= 0.00000058 [u[107]= 0.69303064 | v{281]= 0.00000057
u[22]= 0.69303163 v[195]= 0.00000051 |u[108]= 0.69303091 | v[282]= 0.00000051
u[23]= 0.69303233 v[196]= 0.00000042 | u[109]= 0.69303141 | v[283]= 0.00000041
u[24]= 0.69303294 | v[197]= 0.00000032 | u[110]= 0.69303190 | v[284]= 0.00000031
u[25]= 0.69303343 v[198]= 0.00000022 | u[111]= 0.69303231 | v[285]= 0.00000021
u[26]= 0.69303380 | v[199]= 0.00000011 |u[112]= 0.69303266 v[286]= 0.00000011
u[27]= 0.69303408 | v[200]= 0.00000000 | u[113]= 0.69303294 | v[287]= 0.00000000
u[28]= 0.69303068 v[201]= 0.00000000 |u[114]= 0.69303305 | v[288]= 0.00000060
u[29]= 0.69303072 | v[202]= 0.00000056 |u[115]= 0.69303071 | v[289]= 0.00000065
u[30}= 0.69303079 | v[203]= 0.00000057 u[116]= 0.69303077 | v[290]= 0.00000057
uf31]= 0.69303084 | v[204]= 0.00000051 |u[117]= 0.69303082 | v[291]= 0.00000047
u[32]= 0.69303086 v[205]= 0.00000042 |u[118]= 0.69303085 | v{292]= 0.00000037
u[33]= 0.69303087 | v[206]= 0.00000032 | u[119]= 0.69303086 | v[293]= 0.00000027
u[34]= 0.69303086 | v[207]= 0.00000022 | u[120]= 0.69303086 v[294]= 0.00000017
u[35]= 0.69303085 v[208]= 0.00000011 | uf[121]= 0.69303085 | v[295]= 0.00000006
u[36]= 0.69303083 v[209]= 0.00000000 | u[122]= 0.69303083 | v[296]= 0.00000000
uf[37]= 0.69303068 | v[210]= 0.00000000 | u[123]= 0.69303068 | v[297]= 0.00000056
u[38]= 0.69303068 | v[211]= 0.00000056 | u[124}= 0.69303070 | v[298]= 0.00000057
uf39]= 0.69303069 | v[212]= 0.00000057 | u[125]= 0.69303072 | v[299]= 0.00000051
u[40]= 0.69303070 | v[213]= 0.00000051 | u[126]= 0.69303073 | v[300}= 0.00000042
uf4l]= 0.69303072 | v[214]= 0.00000042 | u[127]= 0.69303073 | v[301]= 0.00000032
u[42]= 0.69303073 v[215]= 0.00000032 | u[128]= 0.69303072 | v[302]= 0.00000022
uf43]= 0.69303074 | v[216]= 0.00000022 | u[129]= 0.69303071 v[303]= 0.00000011
uf[44]= 0.69303074 | v[217]= 0.00000011 | u[130]= 0.69303069 | v[304]= 0.00000000
u[45]= 0.69303075 v[218]= 0.00000000 |u[131]= 0.69303069 | v[305]= 0.00000060
u[46]= 0.69303068 v[219]= 0.00000000 | u[132}= 0.69303068 | v[306]= 0.00000065
u[47]= 0.69303068 v[220]= 0.00000056 | u[133]= 0.69303069 | v[307]= 0.00000057
uf48]= 0.69303069 | v[221]= 0.00000057 | u[134]= 0.69303070 | v[308]= 0.00000047
uf49}= 0.69303069 | v[222]= 0.00000051 | u[135]= 0.69303071 | v[309]= 0.00000037
u{50]= 0.693030695 v[223]= 0.00000042 | u[136]= 0.69303073 | v[310]= 0.00000027
u[51]= 0.69303069 | v[224]= 0.00000032 | u[137}= 0.69303073 | v[311]= 0.00000017
u[52]= 0.69303069 v[225]= 0.00000022 | u[138]= 0.69303074 | v[312]= 0.00000006
u[53]= 0.69303069 | v[226]= 0.00000011 | u[139]= 0.69303075 | v[313]= 0.00000000
uf54]= 0.69303070 | v[227]= 0.00000000 | u[140]= 0.69303068 | v[314]= 0.00000056
uf55]= 0.69303068 | v{228]= 0.00000000 | u[141]= 0.69303068 | v[315]= 0.00000057
u[56]= 0.69303068 | v[229]= 0.00000056 |u[l42]= 0.69303069 | v{316]= 0.00000051
u[57]= 0.69303068 | v[230]= 0.00000057 | u[143]= 0.69303069 | v[317]= 0.00000041
u[58]= 0.69303069 | v[231]= 0.0000005!1 | u[l44]= 0.69303070 | v[318]= 0.00000032
u[59]= 0.69303069 | v[232]= 0.00000042 | u[145]= 0.69303071 | v[319]= 0.00000022
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uf60]=
uf6l]=
u[62]=
uf63}=
u[64]=
uf65]=
u[66]=
uf67]=
u[68]=
u{69]=
u[70]=
u[71]=
u[72}=
u[73]=
uf74]=
uf75]=
u[76]=
u[77]=
u[78]=
u[79]=
u[80}=
u[81]=
uf82]=
u[83]=
u[84]=
u[85]=
uf86]=

0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.69303068
0.69297988
0.69286520
0.69276362
0.69267963
0.69261414
0.69256745
0.69253953
0.69253072
0.69303232
0.69303318
0.69303428
0.69303437
0.69303386
0.69303286

v[233]= 0.00000032
v[234]= 0.00000022
v[235]= 0.00000011
v[236]= 0.00000000
v[237]= 0.00000000
v[238]= 0.00000000
v[239]= 0.00000000
v[240]= 0.00000000
v[241]= 0.00000000
v[242]= 0.00000000
v[243]= 0.00000000
v[244]= 0.00000000
v[245]= 0.00000000
v[246]= 0.00000037
v[247]= 0.00000040
v[248]= 0.00000035
v[249]= 0.00000028
v[250]= 0.00000021
v[251]= 0.00000014
v[252]= 0.00000007
v[253]= 0.00000000
v[254]= 0.00000063
v[255]= 0.00000066
v[256]= 0.00000057
v[257]= 0.00000047
v[258]= 0.00000037
v[259]= 0.00000026
v[260]= 0.00000016

uf146]=
u[147]=
u[148]=
u[149]=
u[150]=
u[151]=
u[152]=
u[153]=
u[154]=
u[155]=
uf[156]=
ul157]=
uf 158]=
uf159]=
u[160]=
u[l61]=
u[162]=
uf163]=
u[164]=
uf165]=
uf[166]=
u[167]=
uf168}=
u[169]=
u[170]=
u[171]=
u[172]=
u[173]=

0.69303071
0.69303072
0.69303072
0.69303068
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303068
0.69303068
0.69303068
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303068
0.69303068
0.69303068
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069
0.69303069

v[320]= 0.00000011
v[321]= -0.00000000
v[322]= 0.00000060
v[323]= 0.00000065
v[324]= 0.00000057
v[325]= 0.00000047
v[326]= 0.00000037
v[327]= 0.00000027
v[328]= 0.00000017
v[329]= 0.00000006
v[330]= 0.00000000
v[331]= 0.00000056
v[332]= 0.00000057
v[333]= 0.00000051
v[334]= 0.00000042
v[335]= 0.00000032
v[336]= 0.00000022
v[337]= 0.00000011
v[338]= -0.00000000
v[339]= 0.00000060
v[340]= 0.00000065
v[341]= 0.00000057
v[342]= 0.00000047
v[343]= 0.00000037
v[344]= 0.00000027
v[345]= 0.00000017
v[346]= 0.00000006
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