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RESUME Ecote Nationate Pelytechnique

Une simulation des écoulements turbulents & surface libre dans
des canaux rectangulaire a faible pente a été faite en utilisant :les
équations bidimensionnelles de la conservation de la masse et la
quantité de mouvement.

Le modéle K- £ a été choisis pour modeler la turbulence. Aprés
la discrétisation de ces équations par un schéma numérique de
MACCORMACK, elles sont utiliser par la suite dans un programme
de calcul numérique .

Pour ]’écoulement a surface libre non turbulent les résultats
obtenus montre une concordance satisfaisante avec les résultats
d’autres investigateurs.

Pour I’écoulement & surface libre turbu]ent les résultats obtenus
semblent étres satisfaisantes.

ABSTRACT

A simulation of flows turbulent to area free in the channels
rectangulaire to weak slope have summer make in used :the
equations bidimensionnelles of the preservation of the ground
and the quantity of movement.

The model K-&£ have summer choose to model the
turbulence. After the discrétisation of these equations by a
scheme numerical of MACCORMACK, they are used by the
continuation in a program of calculation numerical .

To flow with area free not turbulent, the results obtenus
waich a agreement satisfactory with the results other

investigateurs.

.. To flow with area free turbulent, the results seems satisfactory.
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INTRODUCTION

« je me suis heurté, 3 moins de difficultés
dans la découverte du mouvement des corps célestes,
malgré leur éloignement étonnant que dans les recherches
sur le mouvement de I’eau courante qui se produit
cependant sous nos yeux »

GALILEE (1564 — 1642 )



Chapitre - ' Introduction

INTRODUCTION

L’étude de P’écoulement de I’eau dans les canaux a ciel ouvert est d’une extréme
complexite lorsque nous I’envisageons dans toute sa généralité.

L’¢écoulement a surface libre est caractérisé par ’existence d’une surface de séparation
ou s’exerce une pression égale & celle du gaz. Cette condition, ¢’est une condition limite pour
I’écoulement liquide.

La surface libre est déformable, cette déformabilité donne une particularité a ce genre
d’écoulement. 1l faut souligner que ’écoulement de I’eau libre est un phénoméne beaucoup
plus complexe que I’écoulement en charge parce que la présence d’une surface libre entraine
les variations des sections liquides suivant la longueur du courant.

Par ailleurs, la solution des problémes scientifiques passe par une représentation
mathématique des phénoménes mis en jeux. Ces derniers sont en général multiples et
compliqués. Pour les représenter, on est amené i négliger certains phénoménes et & simplifier
certains autres. Et méme avec cela les équations obtenues sont souvent insolubles par les
méthodes algébriques connues. ‘

L’apparition des ordinateurs dans les années cinquante et I’arrivée de PPoutil de calcul
numérique ont contribue a un rapide développement dans toutes les branches des sciences
physiques englobant le domaine hydraulique. Ce qui a permis de traiter un grand nombre de
probléme decris par les équations aux dérivées partielles.

L’objectif de ce travail est la simulation des écoulements turbulents non permanents
bidimentionnel afin d’obtenir des solutions a 1’état permanent en utilisant le temps comme
parametre d’itération.

Dans Pintroduction nous donnons quelques généralités sur les écoulement a surface

libre.
Dans le chapitre ‘T” un état de connaissance sur le phénomeéne étudier est donné.

Nous présentons dans le chapitre ‘II’ les équations de NAVIER-STOCKES
(tridimensionnels) et leur intégration sur la profondeur pour I’obtention d’un modéle
mathématique (Bidimensionnel) des écoulements & surface libre de Saint Venant.

On passe au chapitre ‘III’, nous présentons en bref les modéles de turbulence, ainsi
que le modéle choisi.

Dans le chapitre ‘IV’, nous donnons le modéle numérique de I’écoulement turbulent a
surface libre.

Nous terminerons cette étude par quelques applications, les résultats obtenues seront
comparés a des travaux d’autres chercheurs effectués numériquement et expérimentalement.

Projet de Fin d'Etudes ENP 2000 1



Chapitre Introduction

1-Généralités sur les écoulements a surface libre : [09]

o Les écoulements a surface libre sont caractérisés par I’existence d’une surface de
séparation entre {’air et ’eau appelée “surface libre’ et qui est généralement soumise a
la pression atmosphérique.

e On appelle “‘canal’” un systéme de transport dans lequel I’eau s’écoule et dont la
surface libre est soumise a la presston atmosphérique.

Tous les lits peuvent étre subdiviser en deux catégories :

» ‘Les Iits naturels” qui sont des cours d’eaux existant naturellement surterre ; tels que
les rivieres, les ruisseaux, fleuves et estuaires et dont les propriétés géométriques et
hydrauliques sont généralement assez irrégulieres.

e ‘Les lits artificiels’ qui sont des cours d’eaux réalisés par I’homme, tels que ; les
canaux de navigation et évacuation et dont les propriétés géométriques et hydrauliques
sont généralement assez réguliéres.

2-CLASSIFICATION DES ECOULEMENTS : [09]

On peut classer les écoulements dans les canaux a ciel ouvert selon deux critéres :
- Espace.

- Temps.

En prenant le premier critére, on peut distinguer:

v L’écoulement uniforme : dont la profondeur est la méme partout.

v L’écoulement varié : dont la profondeur varié le long du canal, il peut encore étre
divisé en deux catégories:

a) graduellement variable : sa profondeur variée, avec la distance graduellement.
b) Rapidement variable : la profondeur change brusquement.
Le deuxiéme critére permet de diviser les écoulements en:

Permanents ou Stationnaires ( la profondeur, dans une section données, reste
constante) et non permanents ou non stationnaires ( la profondeur, dans une section, varie
avec le temps). Théoriquement un écoulement uniforme ou écoulement varié peut étre ou bien
permanent ou bien stationnaire.

Dans la pratique ’écoulement uniforme non stationnaires est presque impossible a

reéaliser. Par contre les écoulements non stationnaires graduellement variés ou rapidement
variés sont souvent rencontrés dans la nature.

Projet de Fin d’Etudes ENP 2000 ' ' 2



Chapitre Introduction

3-REGIME D’ECOULEMENT : [09]

L’écoulement d’un fluide dans un canal a surface libre engendre les forces suivantes :
Les forces d’inertie, de gravité et de frottement ( viscosité et rugosité ).

_Leffet de la gravité sur le régime d’écoulement est représenté par le rapport des forces
d’inertie aux forces de gravité.

Ce rapport de grande utilité en hydraulique des écoulements est défini comme étant le

nombre de FROUDE et est exprimé par: F = %

ou V:la vitesse d’écoulement (m/s).
C : la vitesse de propagation ou célérité, dépend uniquement de la géométrie de la
section transversale et peut étre exprimer comme suit:

A : est la surface transversale de la section mouillée (m?).

B, : est la largueur de la surface libre (m).

g : est Paccélération de la pesanteur (m/ 9.

Dans le cas d’un canal rectangulaire de largueur b et de surface transversale,

A=b.h

ou h :est la profondeur de I’écoulement, la célérité devient:

C=.\gh

Lorsque la vitesse de ’écoulement est égale a la célérité, le nombre de Froude
‘F’ est égale a I’unité. On dira que I’écoulement est en régime ‘critique’.
Par contre, si le nombre de Froude ‘F’ est inférieur a 'umité, I’écoulement est alors en
régime ‘subcritique’ ou ‘fluviale’. Dans ce cas I’effet de la gravité est plus prononcé,
ceci se traduit par une faible vitesse d’écoulement.
Finalement, si le nombre de Froude ‘F’ est supérieur a 1’unité, le régime d’écoulement
devient ‘supercritique’ ou ‘torrentiel’. Les forces d’inertie seront donc plus
prépondérantes, ceci se traduit par une importante vitesse d’écoulement.

Projet de Fin d’Etudes ENP 2000 ' 3



CHAPITRE 1

ETAT DE CONNAISSANCE

SUR LES EQUATIONS DE SAINT
VENANT BIDIMENSIONNEL



e

Chapitre [ Etat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

CHAPITRE 1

ETAT DE CONNAISSANCE
SUR LES EQUATIONS DE SAINT VENANT
BIDIMENSIONNEL

On trouve dans la littérature plusieurs travaux entrepris par certains chercheurs et
scientifiques sur les écoulements a surface libre, et qui ont proposé des systémes d’équations
obtenus en appliquant seit les principes de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement ; soit les principes de conservation de la masse et de [’énergie , tout en posant
certaines hypotheses afin de faciliter la résolution du probléme en questions .

. Ainsi, en (1973 YYEN [27] a présenté une étude purement théorique et globale,
concernant les équations générales gouvernant les écoulements a surface libre. On y
trouve des développements détaillés sur les équations unidimensionnelles de continuité,
de quantit¢ de mouvement et de I’énergie, pour différents types d’écoulements
turbulent ou laminaire, permanent ou non permanent, uniforme ou non uniforme,
subcritique ou supercritique , graduellement ou rapidement varié et pour différents types
de fluides : compressible ou incompressible , homogéne ou non homogeéne , visqueux
QU Nnon Visqueux. ..

. En (1977 ) HUG [16] a fait et présenté une généralisation des équations de
SAINT-VENANT bidimensionnels en tenant compte de la force de Coriolis. Les
équations developpées sont celles des écoulements bidimensionnels presque
horizontaux, en régime non permanent dans les canaux a ciel ouvert, obtenues par
application des principes de conservation de la masse et de la quantité de mouvement a
un prisme élémentaire de base Ax, Ay et de hauteurh .

) LAI (1977 ) [18] a donné¢ une analyse sur le calcul des écoulements
bidimensionnels non permanents dans les riviéres et les estuaires ont utilisant la
méthode des caractéristiques. IL a intégrer le systéme d’équations tridimensionnelles de
NAVIER-STOCKES sur la profondeur suivant un systéme d’axes choisi, tout en faisant
quelques suppositions nécessaires pour aboutir a un systéme d’équations gouvernant ces
¢coulements.

Les équations obtenues par intégration sur la profondeur des équations
tridimensionnelles de NAVIER-STOCKES, comme il a été développé par LAI [18];
sont

&h ., Avh)  dvh) _
E-ﬂ- W-+ F_O

0 AN SN '
a(uh)—fa[u h+g > )+ 6?y(mvh): E.

Prajet de Fin d'Fiudes ENP 2000 5



Chapitre I Etat de connaissance sur les éguations de SAINT VENANT bidimensionnel

%(vh)—l—%(uvhﬁ%[vz h+ g%]: E'y

0u;  ErenSu-SwrFeV LroreldoLe ™
3,
E =& (-Sor SF'J’)+FCU __Tsy a(&. V ay(‘g V
o/ o7
U =uh; | =vh Sox_ o Sor_ :
2 2 2 3
U2 Uy
SenU—"—1w" Sﬁ=n2V£—~g—2)
3 H 3
. Le model hydrodynamique bidimensionnelle a moyen profondeur développer

par PONCE et YABUSAKI (1981) et étudi¢ par CHIRANANOT(1983) [11] est basé
sur. I’équation de conservation de la masse, et I’équation de quantité de mouvement
selon les direction Ax et Ay s’écrit comme suit :

o AHuU) BAHY) _

61' ox oy

] -

2 o(H NH
81: 8(HU) ,OHu) a g (u ) ) 1H ( aTH)Jr (HT%) o
oo o g P x oy

2 HHT,) (HT )]
gf"!-ll o(v) +V8(Hv) +g6_n+_gv (u2+v2 )2_ | Ty + ( TFY) -0
o1 ox oy oy iy o H Ax Gy

Ou u, v sont les vitesses & moyenne profondeur dans les directions (ox) et (oy)
respectivement :

H = profondeur d’eau.

C = coefficient de Chezy.

T T et T, = viscosité effective.

Pour simplifier le travail, les suppositions suivantes ont été faite:

Projet de Fin d’Etudes ENP 2000 6



Chapitre | FEtat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

1. La variation de la profondeur du champs du cours d’eau est considéré petite, ce
qui a permet d’introduire le model de KUIPERS et VRENGDENHIL (1973), pour la
linéarisation des termes de contraintes effectives des équations a resoudre

1 |0HT) dHTS) | _ p Fu u
pPH ox dy ' 8x2 6y2

1 a(})I Txy)+ 6(HTEV) - ﬂ azv i azv
pPH ox oy i axl ayz

ou : M, estla viscosité turbulente.

2. L’effet du fond est petite est négligeable.

3.  En partage la vitesse en moyenne et turbulente ; la valeur de la vitesse
moyenne est plus grande que celle de la vitesse de fluctuation.

U=u+u
V=yv+v
Pour la simulation numérique de ce systéme le schéma implicite & direction
alternée (ADI) a été utilisé.
Pour I’application de ce model bidimensionnelle et de schéma implicite(ADI); ont
considérent les travaux De CHAIRANANONT (1983).

. En 1986 GARCIA et KAHAWITA [14] ont présenté une étude purement
numérique sur ’écoulement bidimensionnel en faisant intervenir les effets de Coriolis,
du vent et de la viscosité turbulente.

. En (1992 ) BHALLAMUDI et CHAUDHRY [08] ont présenté une analyse
relative aux calculs des écoulements a surface libre dans des changements de géométrie
( élargissement , rétrécissements ) .

Ces écoulements sont gouvernés par les équations bidimensionnelles a
profondeur moyen , obtenues par intégration des équations générales du mouvement .

Le systéme d’équations obtenu est le méme que celui donn¢ par LAI [18], avec
’hypothése d’une faible pente .

. Pour I’objectif de la simulation et I’analyse des écoulements a surface libre
dans les transitions . BERREKSI et BOUHADII ( 1993 ) [07] ont présenté une thése
d’ingéniorat sous la direction de BELHADJ en rapport avec le travail fait par
BHALLAMUDI et CHAUDHRY [08]. Un modéle mathématique des écoulements
bidimensionnels en régime permanent a été utilisé pour obtenir des solutions a I’état
permanent en traitant la variable temps comme parametre d’itération .

Projet de Fin d’Etudes ENP 2000 7



Chapitre | FEtat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

i bk 3

+  MUHAMAD YOUNUS et M.HANIF CHAUDHRY (1994) {15] présentent
dans leurs articles un model numérique de calcul résolvant les équations régissant les

écoulements a surface libre non permanent, bidimensionnelie, moyennes sur la
verticale.

Les contraintes turbulentes sont représentées par un modele K —& moyennant
sur la verticale. Cependant, les contraintes visqueuses sont négligées.
Les équations de base sont tout d’abord transformer de la fagon suivante :

Equation de continuité :

oH a(Hu) &NH V)
Bt 6x oy =0

Equation de la quantité de mouvement

2

a(Hu) +——(H +gHT) +

dHuUY) _ Ly °Z, |
T_ ox Jo,

+ %[%(H Tﬂ)_+§‘;(ﬁ Tz_‘.)]

S(HY) a(Hu v) 8 0z,
+2 = - ——r LT,
ot ox oy Hv +g )= & H ay fo) »
1[8 0 -
+ p (ax (H Tx\r‘)-l_ay(HTyv)]
Ou 1w T, e T, sont les contraintes effectives donnée par :

H+Z» — [
1 Ou Co 2
TXLY:F j‘ (2# g - p 17 Y —PH sz

Zp
H+Z

(., . ou, dv T
TXY:% _[ {#(5%+5x2)— Puv —puv sz

Zy

H+Z» _—

2

TW:% I[z# g—; - ,Ouv - pv jdz
Zy

Ou  u est la viscosité dynamique.

Projet de Fin d 'Etudes ENP 2000 ’ 8



Chapitre I Etat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

TR,

u etv - les fluctuations de la vitesse.

————

u et v . vitesse moyenne.

p . masse volumique de I’eau.
’ Les contratntes du fond sont exprimées par la formule :
— 2 -2 og — | -2 -2
'[hx=a—%u u +v z-by:—-gz-v H +v
C C

Ou  C; coefficient de CHEZY .

Pour la fermeture du systéme donnée, les deux auteurs ont introduit le modeéle
K—¢g intégré sur la profondeur et qui est donné par :

Equation de K :

d(HE) O(HuK) 8(HvK) ol v, a@K)| o] L. a@K)
+ + = +
ot dx oy ox| o, Ox 6yLo‘k 3y

+pk+pK—8H

Fquation de £ :

o(HE) o(Hue) o(HvE) o v, awe)| o] v owie)
+ + =] ——— |+
ot dx oy ox| o ox oy| O, oy

z -
+—f[q P -C EHJ—P;

2

> pe e (40

i

2 4
C,C ggq K
_ g 3 _ 2 H _ 2 2 _
px_?q s pg—f 2 Q—V” +v 2 U, —C,,_E“

Projet de Fin d’Etudes ENP 2000 -9



Chapitre I Etat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

p, est la viscosité turbulente .

Les valeurs des constantes empiriques sont données par :

C, =0.09, Cl=144, C2=192, g, =10,0, =13 et D= 1.0

Pour la résolution du systéme, MUHAMMAD,Y. et HANIF CHAUDHRY, M.ont
appliqué un schéma implicite a direction alternée (ADI) de BEARN WARNING
(1976).

A - Les conditions aux limites prés de la paroi pour le modéle K -& sont données
par :

Ou  p : distance de I’élément a la paroi.

n

Y  constante de VAN KARMAN, égale 2 0.41.

V, :vitesse initiale.

C, :constante empirique.

B — Les conditions initiales sont données comme suit :

Pour commencer la simulation, la valeur initiale de chaque terme doit étre spécifié
sur tous les points de maillage.

Les valeurs initiales de K - sont donnée par ( ROSTOGI et RODI (1978))
comme suit ;

_ 1
£=S, gu : 1!_(:(0.0765(%gh;"')2
“ C

Les deux applications qui ont été faites ont aboutie a des bons résultats.

1- La premiére application de ce modéle est faite sur un canal rectangulaire
uniforme, les données sont pris comme suit
1=30.5m, H=0.305m, B=9.15m, n=0.029, C=51.4 et S;=0.000095,
maillage (51x 41). :
Les valeurs initiales de u et v sont données dans chaque point de la maille comme
suit :
U=0.152m/s, v=0m/s avec H=0.305m.

Projet de Fin d Etudes ENP 2000 ' ' 10



Chapitre I Etat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

2 — La deuxiéme application de ce modéle et faite sur un canal rectangulaire
divergent, ’écoulement est supercritique, les valeurs initiales de H, u et v sont données
par

H=0.0976m, u=19m/s , v=0m/s et C=110.

Quand I’écoulement devient subcritique u et v seront spécifier par u = 0.302m/s et
v = 0m/s et ne change pas durant toute le calcul.

Les valeurs de K ef £ seront extrapolées a I’intérieur de maillage.

. Afin; d’étudier la dispersion d’une substance quelconque dans un
environnement aquatique, & écoulement non permanent, soumis a l’influence du
transport du fluide et au processus de dispersion associé. LAROUI. D. (1994) [19] a
opté pour un modeéle mathématique qui consiste a résoudre les équations de SAINT-
VENANT et les équations de transport intégrées sur la profondeur par la méthode
simple modifiée de PATANKAR [19].

Le schéma semi-implicite de PATANKAR utilisé dans cette étude pour résoudre
les équations du modéle hydrodynamique a été appliqué avec succés pour la résolution
de I’équation du modéle de transport.

En se qui concerne les conditions initiales ou encore les conditions a I’itération
précédente, portant sur u, v et H, LAROUI a noté qu’on ne peut pas connaitre ces
conditions surtout en bidimensionnel.

On sait toute fois que du fait de la nature hyperbolique des équations, ses
variables sont souvent inconnues, a priori.

L’expérience est donc nécessaire pour spécifier physiquement les valeurs réelles
dans les applications d’ingénierie.

U (x,y,0)=0
Vo(x,y,O) =0
H'(x,y,0)=C,

C, est une valeur arbitratre positive constante pour tout le domaine de calcul.
Les essais ont €té effectués sur un canal rectangulaire.
Les données qui ont été utilisé sont celles des essais effectuées sur les modéles
réduit connu dans la littérature tels que 1’essai FISHER (1967), I’essai SAYRIE et
CHANG (1968), I’essai de LAU et KRISHNAPPAN (1977), I’essai OKEYE (1970).

On présente dans ce qui suit les résultats de quelques essais, des quelles ont
remarque :

- La présence d’une bonne symétrie par rapport i I’axe longitudinal.

Projet de Fin d Efudes ENP 2000 ' 11



Chapitre I Ftat de connaissance sur les équations de SAINT VENANT bidimensionnel

- Les vitesses diminuent au niveau des rives le long du canal du fait de la couche

limite.
0.370 7
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PRESENTATION DU PROFILE DE VITESSE SELON X EN FONCTION DE Y POUR
CHAQUE 10 PAS

. AMGHAR et MORSALI (1995)[02] ont étudie la simulation des eécoulements
supercritique bidimensionnels et & surface libre en employant la méthode des éléments
finis, tout en gardant le méme systéme d’équations préalablement donne par
BERREKSI et BOUHADII ( 1993 ) [ 06 ] et BHALLAMUDI et CHAUDHRY (1992)
[08].

Les notions fondamentales et les hypothéses utilisés dans la modélisation de notre
écoulement sont formulées dans les équations d’écoulements & surface libre, qui seront
présentées dans ce qui suit.
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MODELE MATHEMATIQUE D’UN
ECOULEMENT A SURFACE LIBRE

« L’origine des mathématiques ne revient pas a la sagesse
humaine, sans passer par ’expérience concréte, c’est la
nature qut a poussé I’étre humain a compter et a schématiser ;
par la suite I’évolution des capacités morales, lui a permis de

I’abstraire »
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Chapitre If Modéle mathématique d'un éconlement a surface libre

Chapitre 11

MODELE MATHEMATIQUE D’UN
ECOULEMENT A SURFACE LIBRE

INTRODUCTION [09]

A 1’époque de la renaissance ,I’écoulement a surface libre a intéressé des génies tels
que Léonardo de Vinci ( 1452 - 1519 ) et Galilée ( 1564 - 1642 )mais le probléme de
I’écoulement de I’eau dans les canaux découverts reste d’une extréme complexité , jusqu’au
début de XIXéme siécle ou les hydrauliciens se sont bornés & n’étudier que les mouvements

permanents.

Le mouvement d’une masse liquide est gouverné par les lois de conservation de la masse , de
I’énergie et de la quantité de mouvement.

1-EQUATIONS DE BASE [01]

- Pour un fluide Newtonien ; les équations gouvernant I’écoulement a surface libre sont
les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.

1°/ Equation de continuité

L’équation de continuité est basée sur le principe de conservation de la masse, ce qui
signifie qu’aucun fluide ne peut ni étre crée, ni disparaitre dans un volume donné. Elle s’écrit
comme suite :

avec, o : masse volumique du fluide, u, v et w les composantes de la vitesse.

2°/ Equation de la quantité de mouvement

Les particules flutdes sont entrainées en mouvement sous 1’effet des forces de volume,
de pression et de viscosité et sont exprimées par les équations de Navier —Stockes :
» Suivant ’axe {0x) :

a(a,atu)ﬂag;u)wag;u)Jr 6(pu)_pFX Py [zx“ 5” 822] (IL2)

> Suivant ’axe (oy) :
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Chapitre II Modeéle mathématique d'un écoulement a surface libre

2 2 2
a(éov)+’la(£7v)+v8(pv)+ a(pv)_pr w82 0¥, 0V g
1 ox oy dx dy 0Oz

»  Suivant ’axe (0z) :

2 2
6(§[W)+ua(§XW)+va(£,W) 5(pw) pF, - P 5 L ow + 0 1:] (1L.4)

2 2

dy Oz

[I- HYPOTHESES DE BASE

Les équations qui régissent I’écoulements dans les canaux naturels ou artificiels, sont
un simple modele de phénoménes extrémement complexes. Elles incorporent seulement les
grandeurs importantes influengant réellement I’écoulement, en laissant de coté les grandeurs,
qui sont d’une importance secondaire .

Les hypothéses émises sont :

{.’écoulement est constdéré bidimensionnel.

® La pression est distribuée hydrostatiquement sur la profondeur car I’accélération verticale
est négligeable devant I’accélération de la pesanteur.

® Dans les équations de mouvement, la variation de la masse volumique de Peau est
négligeable. Cette hypothése permet la résolution des équations du mouvement
indépendamment de I’équation de transport du polluant.

® Les effets de frottement limite et la turbulence ont été considérés analogues 4 ceux des
lois d”écoulement permanent.

® Les pertes de charge générales sont celles du mouvement permanent et uniforme de
méme profondeur.

® Répartition uniforme des vitesses transversales.
Faible pente du fond du canal.

Aprés avoir posés ces hypothéses ont auras les équations suivantes :

Equation de continuité

ou 8v
ax Qv
Equation de la quantité de mouvement

Suivant ’axe (ox) :

-0 (11.5)

a a a aZ a2

(g)tu) (pxu)+v (p;}ﬂ) —p I, _%’C’_Jrﬂ[jJr ayt; ] (1L.6)
Suivant Paxe (oy) :
a({;v) a(pv) 6(91’)_pr oP L & v & i (IL7)

6x 6y
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Chapitre [l Modeéle mathématique d’un écoulement a surface libre

IN-CONCEPT DE LA TURBULENCE

L.’écoulement turbulent est une condition naturelle et fréquente du mouvement d’un
fluide visqueux ou les divers paramétres présentent des variations aléatoires dans I’espace et

E dans le temps telles que des valeurs moyennes puissent étre définies .
% 1°/ Définition de la turbulence

D’aprés MARCEL LESIEUR [23] « 1l est difficile de donner une définition précise, de ce
que I’on entend par turbulence, et ceci est I'origine de bien des malentendus. On peut
cependant trés grossiérement définir la turbulence, par opposition & ce que I’on appelle un
, écoulement laminaire, ¢’est & dire un écoulement bien organise, tel que celut d’un large
l fleuve calme. Un écoulement turbulent apparait comme une superposition de mouvements
en apparence incohérents qu’il semble difficile, voire impossible de prévoir ».

D’aprés M. AFAVRE et ML.S.GKOVAZNAY [13] « La turbulence est une propnété
des écoulements du fluide et non du fluide lui-méme . La définition générale et précise de
ce phénoméne n’a pas ¢té donnée, mais on peut indiquer les caractéristiques que
présentent les écoulements dés fluides, que ’on convint d’appeler turbulence, lorsqu’on
les considére a une échelle d’observation déterminée ».

2°/ Les caractéristiques fondamentales de la turbulence [10]

e La turbulence présente un caractere ALEATOIRE, les mouvements
secondaires liés a la structure tourbillonnaire qui la caractérise ne témoignent
d’aucun aspect régulier ou périodique ni ne sont prévisibles par la seule
connaissance des conditions initiales et aux limites.

¢ La turbulence est un phénoméne ROTATIONNEL et DISSIPATIF due a la
viscosité de fluide.

s L’écoulement turbulent est TRIDIMENSIONNEL et INSTATIONNAIRE,
sauf pour des cas spécifiques, il est bidimensionnel.

o La turbulence est un phénoméne NON LINEAIRE, dans un écoulement
turbulent, ie transfert d’énergie des fluctuations des vitesses a grande échelle,
vers les fluctuations a plus petite échelle est du méme ordre de grandeur, que
I’énergie dissipée ,en chaleur par les effets de viscosité. Ces interactions non
linéaires sont représentées par les termes d’inerties dans les équations des
écoulements turbulents.

e La turbulence est un phénoméne DIFFUSIF, le milieu turbulent diffuse toute
quantité de matiere ou d’énergie transportable, 4 un ordre de grandeur qui
dépasse celui de la diffusion moléculaire. Cette diffusion est due, aux termes
de convection au niveau des fluctuations.

—
]
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Chapitre 1] Modéle mathématique d’un écoulement a surface libre

e Le fluide en écoulement turbulent peut toujours étre considéré comme un
MILIEU CONTINU (intégration des effets d’agitation moléculaire) dont le
mouvement est différent selon I’échelle macroscopique adopte.

3°/ Approche de la turbulence [10]

Pour I’écoulement turbulent, on adopte I’approche statistique de REYNOLDS. Cette
approche décompose une grandeur physique de I’écoulement turbulent en deux composantes,

une moyenne et une fluctuante .
F=?+f’ avec, ?’:0 (I1.8)

ou:  F:estlavaleur instantanée,
f : est la valeur moyenne temporelle,
[ est la valeur fluctuante .

Le mouvement moyen est un mouvement permanent, et complétement défimi. Par
contre le mouvement fluctuant n’est pas permanent et imprévisible.

Pour I’étude mathématique de la turbulence, I’utilisation de la moyenne statistique a ia
place de la moyenne temporelle est tout & fait légitime, a condition que la moyenne utilisée
vérifie un certain nombre de régles qui se formulent :

Srg=/+¢g
af=alf a : constante G = a)

(11.9)
fg=rg -
8f of ‘ - . ,

55 = 58 oti § désigne la variable d’espace ou de temps .
Alors, on a la décomposition des vitesses suivante :
- . - . 2 _2 2 -,
u=u-+u et v=v+vy d’ou u =u +u +2uu (11.10)
uv:(;+u'j(;+v')=z_¢;+;v'+u';+u'v' (IL.11)
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Chapitre I1 ) ] Modele mathématique d’un écoulement a surface libre

IV- INTEGRATION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOCKES SUIVANT LA
PROFONDEUR .

Sur la base des Hypothéses du § 11, ’intégration de ces équations sur la profondeur se
fait en utilisant la régle de dérivation sous le signe « somme ». Soit

Surface libre

Plan de )

\ X
référence ]

(Figure IIL.1) L’ Allure de la surface libre
En considérant en outre les conditions cinématiques a la surface et au fond ,on a :
e Pour z= 1, I’équation de la surface libre est :

ot ar or _ 112
+u(r)ax+v.(r) 5y 0 ( )
e Pour z=-h, Péquation du fond est :
u(—h) % +v(—h) %’; =0 (11.13)
1°/ Intégration de I’éguation de 1a conservation de la masse [19]

Hou. ov)y._fou Tov (1L.14)
i(—(,;%ay]dz—:[raxdz+:[jaydz

En utilisant la régle de dérivation sous le signe «<somme», ona :
T 229 ) dz=1.2. Tz — ()2 — (i O
l(ax+ay]dz_[ax£udz @(DZE-u(-h)= 5]

o(-h)

2 o
e j vdi-((AG M=)

(IL.15)
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Chapitre II Modéle mathématique d'un écoulement a surface libre

L’écoulement est considéré moyennement permanent. Nous définissons les vitesses
moyennes comme suit :

__ 1 T _—L T
u=7 j; uds ot v=; jvdz (11.16)

-k

En tenant compte des conditions cinématiques déja citées, 1’équation intégrée devient

55’;’ a(ng) 5%’5) (IL17)
Ou encore | |
ar a(uH)+ gy(vﬂ) 0 (IL18)

car ( g—‘;’) =0 ; (la cote du fond est invariable dans le temps ) .

2°/ Intégration de la premiére équation de NAVIER-STOCKES [19]

En tenant compte des hypothéses posées, ’équation (1.2 ) devient :

du . 8, 8 o 001, 10T Ty
a0 g =F g o a7 (11.19)

* Intégration du premier membre de cette équation

. _ou, 0.7, 0
Posons: A= Ey 6x(u )+ay(uv).

Ona:

IA dz = j' [5” %: )+ay(uv)]dz = %Jr;dz [u(r)aT ~u(— h)a( h)] (11.20)

En introduisant les conditions cinématiques et aprés arrangement, nous obtenons :

jA dz= gtj'udz +—§—Iu dz+ 9 fuvdz (1.21)
Zn

En remplagant les termes u? et uv par leurs expressions (I1.10) et (II.11), I’équation (I1.21)
- devient :

2

1}1 dz =2 (i1 Eﬁ%[ﬁaz)+i(ﬁ uvp2 jk Sz + 2 j‘ulv‘ dz (L.22)

-h
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Chapitre 1 Modéle mathématique d’un écoulement a surface libre

On fait la méme chose pour le second membre de 1’équation (11.2) tel que le tenseur
des contraintes visqueuses et turbulentes soit donné par :

2 v ou ou
Te Ty " 3x By

T = . z_-yy =—p _ - + pV v ou (11.23)
u v v Ox oy

ou, v est laviscosité cinématique.

* Intégrons sur la profondeur les termes de contraintes de fagon similaire au
premier membre de la méme équation

Nous obtenons aprés réarrangement :

z 8 3 MAG_ T ir

S

10 % M el o () 124

Les termes a l'intérieur des crochets peuvent 6tre interprétés comme étant les
composantes du tenseur de I’effort dans les plans de la surface libre et du fond. Ceci peut étre
expliqué en considérant un systéme d’axe de coordonnées x’, y” et z', I'axe des 2’ étant
normal a la surface de I'eau .

Nous pouvons donc écrire

1 o _9%
ox
X 82‘ '
yli=10 1 -3 y (I1.25)
(z] oy .
Z
0O 0 1

La transformation du tenseur de contraintes montre alors que :

Tory = Tu % - T, g—; suivant I'axe (0' x'J (I11.26)
e 0 ; , Co
T, =- Txygj? - Tyya_; suivant l'axe (0 ¥ ) (11.27)
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Chapitre 1] ’ Modeéle mathématique d'un écoulement a surface libre

Définissons la contrainte du vent et la contrainte du fond par :
I = (z-) et I,.= (z' ‘)b (11.28)
(I1.29)

D’ou ’intégration des termes de contraintes sur la profondeur :
T a 61- T a #-_2—
1§19, Ty, o 1( _ 8 Su
P.’[,( £ + ﬁdeZ p(fm Tbx)+f)x L[,{V Ay dz

+%{j[[v(%)—u'v'}dz} (11.30)

Alors, 1’équation ¢ 11. 2 ) intégrée devient

_ 7 —
S(HRy o) SHZY) _y o o 1 ), o], 0 7 2

+§_yU[U(%)_u'v' —ulvl]dz} (1131)

Les contraintes effectives dans le plan vertical sont définies par

r a , , .
Tﬂ:ﬁ I,,[ pv(a—;)—pu v —pu v }dz (11.32)

Finalement ’équation ( I1[.2 ) intégrée devient :
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Chapitre I] Modeéle mathématique d’un écoulement a surface libre

— 2 R
OHw)  OHu) HHuv) _ g 0T, 1 (. _
st e g ke gHax+p(rm 7.)

(11.33)
1 ¢ 0
+ E(ﬂ(}] TQ*@(HT@))

De la méme fagon, on intégre la deuxiéme équation de NAVIER-STOCKES sur la
profondeur pour aboutir & :

- —_— 2
5 8
o) Ay V) gy 0T 1 (Twy_ o)

ot ox oy oy p
(11.34)
L @ (¢ 0
+ E(E(H TW)+§(H TW)J
Les contraintes du fond sont généralement données par :
_ T
T — 2 z32
nulu +v
g~ [~ 7 ( J
T~ uNu +v =pgH 3 (11.35)
C H:
[~ 1]
2 _[—z —EJE
nvlu +v
ag - | -2 -2
Tn= 2 ¥YYu +v =pgH - (11.36)
- C H? :
ol C= % ,n : coefficient de manning, C : coefficient de chezy et Ry, : rayon
RS
hydraulique.
— 1 —
2 — 2 232 2 — 2 232
n u[u +vJ nv[u +v]
Et —=5,. . =S, (11.37)
H? H?

ou: Siet Sp: sont respectivement les pentes de frottement eau-fond du canal dans la

directionx , y.
2

H
g0t _ joH-ky_ . (8H on\_ &)  on
Sachantque: —g H ax——gH——ax——— H(ax ax)— 3x +gHax,
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Chapitre Il Modéle mathématique d'un écoulement a surface libre

ou, %g: Sm, avec, Sox la pente du canal dans la direction x, les équations régissant
’écoulement a surface libre, aprés intégration deviennent :
oH , OHu) S(Hv)
n _ 38
Y pe + & 0 (11.38)

— 2 - — 2
O(Hw)  o(Hu)  2HuY) _ g aﬁ[g”'_}.g HS 45 Tw-gH S,

ot Ox oy < € 2
{139)
+%(§;(HTH)+8—?(HTW))
oHY) dHuv)y Hv) el H .
St o oy =HF ay(gz}gHSoﬁprwy gHS,
(11.40)

Les différents termes dans les équations de SAINT-VENANT qui régissent notre
écoulements sont:

% . Paccélération locale de I’écoulement,
_2 -
O u ) + O(Huv) ' I’accélération spatiale,
ox oy

H F. : la force de Coriolis,

2
_ i[ HT] - la force de pression,

g H Y : laforce de gravite,
% Tw. . Peffet du vent,

-gH S 5 frottement eau-fond du canal,

L2 Tn)+i(H T )| : laviscosité turbulente pour une profondeur constante H .
p\Ox oy 4
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Chapitre Il Modele mathématique d’un écoulement a surface libre

JKUIPERS et C.B.VREUGDENHIL (1973) [17], ont introduit la viscosité
turbulente £/, pour une profondeur constante H, afin de prendre en compte les termes de

contraintes effectives comme suit :

Sz Lar))-p {6 : 2};] 14
e T@w%(HT,y)}u,[f;‘% jy‘i} (11.42)

La viscosité turbulente est une propriété de I’écoulement turbulent et non de fluide
lui-méme.

3°/ Hypothése supplémentaire

Du fait qu’on considére un cours d’eau et qu’on a pris un plan moyen, on peut
négliger la force de Coriolis.

Les équations (I1.38) et (11.39) deviennent :

— 2 2
O(Hu) o(Hu) OHuv)_ _ 5| H |, 1
ot T T ax T oy x| 87| EH S+ T
(IL.43)
Fu &u
_gHSﬁf+ Hyr _2+———2-
Ox oy
— - — _2 L
OHY) oHuv) oHV)_ _af H |, o 1
e 387 |t e St 5 Tm
(11.44)
gH S, + | L 2
ox Oy
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Chapitre II Modéle mathématique d’un écoulement a surface libre

CONCLUSION

L écoulement turbulent a surface libre est régit par le systéme d’équations suivant :

o, 5(’5’;‘) . a(gy") ~0 (11.45)
— _2 —_— 2
HHu) OHu) oeHuv)y _ _ o | H 1
or & | o ax{gQ FEHS T
(11.46)
du du
ngSJ&-}_Hii 5t 2
dx Oy
— R 2 2
oHY)  o(Huv) oHv) _ _ o8| H 1
ar YT ax TTay T T By &5 +gHS"yJr;fi'TWy

(1L.47)

z— 2=
gHS, +HH 2L 22
ox Oy

Nous obtenons un systéme d’équations, ou le nombre d’inconnues est supérieur au
nombre d’équations, c’est un systéme ouvert. Pour résoudre ce systeme, il y a liew de

modéliser la turbulence .

Projet de Fin d’Etudes ENP 2000 ' 25



CHAPITRE III
CHOIX DU MODELE DE TURBULENCE



Chapitre 111 choix du modéle de turbulence

Chapitre 111

CHOIX DU MODELE DE TURBULENCE

1°/ DEFINITION D’UN MODELE DE TURBULENCE [10]

Un modéle de turbulence est un systéme d’équations, contenant les corrélations en
nombre suffisant pour permettre d’obtenir simultanément la solution du mouvement moyen et
du mouvement fluctuant caractérisé par un nombre limité de parametres .

2°/ CRITERES DE CHOIX [10]

Les modéles de la turbulence sont applicables dans des cas bien précis.
Un « bon » modele doit :

- Ftre capable de relever les traits caractéristiques de 1’écoulement.

- Contenir un minimum de constantes ou de fonctions empiriques.

- Conférer aux constantes ou fonctions empiriques un degré d’universalité maximum .
- Etre d’une mise en ceuvre « simple » et d’une résolution numérique « économigue ».

- Donner des résultats précis.
- Avoir un champ d’application aussi vaste que possible.

3°/ MODELES A VISCOSITE TURBULENTE [20,21,23,24]

En 1877, BOUSSINESQ a introduit la notion de la viscosité turbulente, pour
modéliser les tensions de Reynolds, il s’agit de faire une analogie avec les tensions de la
viscosité moléculaire.

Cette notion consiste 4 supposer que les tensions de Reynolds soient proportionnelles
aux gradients de vitesse moyenne, et de méme forme que les tensions de viscosité
moléculaire.

a " aui ou, 2 oL
“u, u, =~Ry=0.{53 oy ) 3K6, hi=l2. (I1L.1)
7 1

a) Modéle a zéro équation de transport

Les modéles & viscosité turbulente algébrique ne font appel a aucune équation de
transport, puisque ), est donné par une expression algebrique .

PRANDTL a introduit la notion de longueur de mélange, pour faciliter le
développement de cette expression.

D’aprés la théorie cinétique des gaz, la.viscosité moléculaire est égale au produit de la
vitesse moyenne des molécules par leur libre parcours moyen. Par analogie, PRANDTL
suggéra que la viscosité turbulente peut elle aussi étre mise sous forme de produit d’une
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Chapitre III choix du modele de turbulence

vitesse et d’une longueur caractéristique du mouvement turbulent, appelée longueur de
mélange . Ce qui conduit & ’expression suivante de la viscosité turbulente :

dUi,
Ur :Lm d__xz . (IIIZ)
et dans le cas général :
2 ou, U, 2
= — - =12 ITE3

Plusieurs formules sont proposées pour la longueur du mélange L, suivant le type de
’écoulement :

¢ Pour la turbulence libre, PRANDTL a supposé que la longueur de mélange est
proportionnelle a I’épaisseur de la couche limite :

Zone de meélange % =0.07,

L.,

Jet plan . =2 =0.09,

o
Jet rond : %ﬂ =0.075.

Néanmoins un défaut apparait 12 ou la vitesse présente un extremum, U, et par voie
de conséquence les termes de turbulence s’annulent, PRANTDL [’a corrigé en proposant :

2 ou azu 2
=)

=L, | (53) L, ( m.4)

0y

L, : second longueur de mélange .

¢ Pour la turbulence de parot VON KARMAN a proposé :

Y —¢22 L,=041Y
a

g >0.22 L,=009 ¢

ou, o épaisseur de couche limite et Y : distance 2 la paroi .
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e VANDRIEST a apporté une correction sur I’équation de VON KARMAN :

ui
= — —y —— (I11.5)
L. =Kyll-exp{-Yy 26U)]
Qu; 1 estla vitesse de frottement,
e Pour la turbulence en canal ou en tube NIKURADSE a propose :
D10.14-0.08(1- ) —0.06(-2)° 11L.6)
Lm—[-_‘(”ﬁ)_'(*ﬁ)] (T1L.

ot ; D est la demie-largeur du canal ou le rayon du tube.

Les expressions citées précédemment, d’une part, sont d’une mise en ceuvre simple et
ne donnent pas d’équations supplémentaire, le bon choix de L, conduit a des résultats tres
satisfaisants surtout en écoulement de type couche limite.

Mais d’autre part, elles ignorent le caractére non local de la turbulence , qui ne peut
étre pris en compte qu’en introduisant dans la définition de v au moins une grandeur
turbulente décrite par une équation d’évolution .

b) Modéle A une équation et deux équations de transport

@) Modéle A une équation de transport

Ce modéle est proposé indépendamment par KOLMOGROV et PRANDTL. Ii
découle naturellement de ’expression de la viscosité turbulentev en fonction d’une longueur
et d’une vitesse caractéristique :

D = C‘u VKL (I1.7)
Ou: Cpu : constante numerique égale 4 0.09.

K : est la dissipation de ’énergie turbulente produite par le mouvement fluctuant ,
donnée par :

k=lu,u, =3R, j=1;2 (ITL.8)

Le transport de la turbulence est pris en compte grace a I’équation d’évolution de K,
mais le probléme de la détermination de la longueur caractéristique L reste entier .

On peut donc formuler les mémes réserves pour ce modéle que pour le modéle de
viscosité turbulente algébrique.
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ﬂ) Modéle a deux équations de transport

Le probléme de détermination de 1’échelle de longueur caractéristique L. peut étre
décrite par une équation de transport (les structures turbulentes sont convoitées par
’écoulement moyen, et leur taille varie sous I'effet de la dissipation visqueuse et du
phénoméne type étirement de filets tourbillonnaires). En fait, choisir L comme variable
associé a K n’est pas fondamental.

Toute combinaison de forme K™ L" (permettant de déduire L connaissant K ) convient
tout aussi bien . De nombreux modéles a deux équations de transport , ne différent que par le
choix du couple d’exposant { m, n ). Ainsi ont vu le jour ( modele K-K % L modéle K-KL,
modéle K-KL? , modéle K-K **L"" ( ou modéle K-¢ )).

L’équation de transport supplémentaire conserve la méme forme générale quelque soit
le choix du couple (m, n).

v ) Exemple de modéle a deux équations de transport : Modéle K - €

Dans le cas, ou on prend m =3/2 et n= -1, on obtient le mod¢le K-K Y21 appelé
modele K-¢ .

Dans ce modéle, fa viscosité turbulente est définie par :

vi= CuK¥e ou e =KL (11.9)

C u : est une constante numérique.
& : est le taux de dissipation de I’énergte cinétique.

ol ;

2

L’équation de transport de K s’écrit :

oK oK o U, coOU U,
ot ox; Yo X, 0X; 2 0X;
— (T1.10)
oU: oU; 12
~v J=1;
axj ax, PoJ
L’équation d’évolution de & s’écrit :
— _— —
Je ag 614; au, au; aur auJ au; ' au: 0 u,
— tU; oo ="2v + -2v| U;
ot 0X; 0X; 0X_0X, OXn 0X. OX; 0X, 0X;Xn
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Chapitre Ill choix du modéle de turbulence

2

ou, ou du, | 5| fou
X, 0Xn OXn oxX;| | 0Xan

-2v

2 . 2

o U

pol 28 |2l 2 i jim=1,2 (1L.11)
axj axja.x-'m

4°/ CHOIX DU MODELE DE TURBULENCE [24,04]
Ftant donné les réserves émises a propos de la capacité des modéles a z€éro et & une
équation de transport a traiter les écoulements a géométrie complexes, il semble que pour

avoir un modeéle efficace, on ne peut descendre au-dessous de deux équations de transport.

Notre choix de modéle de turbulence ¢’est porté donc, sur un modéle a deux équations
de transport a savoir le modéle K-¢ .

L’équation d’évolution de K s’écrit :

3K 6K ouU: 4 o UU oK

+ U, =-R, ~ Uj——— -
o "%ox, T Rigx, Taxt T3 Yoy, ]
—— ——
: (111.12)
aui au, 1 2
—-b — .
3x, X, J =1
L’équation d’évolution de £ s’écrit :
oe os _, |0l ou, ou, o ou, ou, L oU, B u
a1 "Wiax, T " ax, ax_ ox, 0X. 0X. OX, ' TAX_ 0X, X

. , - —,
| QW 8l Ol 5 |, on
Y\ ox, ax. ox. | Cax;| %\ ox.,
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2 . 2
ag 2 a ur'

— 20— i, j.m=1,2 (111.13)
2
oX, 0X,;0Xm

En introduisant [’hypothése des grands nombrés de Reynolds dans 1’équation (I11.12) ;
2

con s . e K . C
le terme de diffusion moléculaire v > peut étre négligé, et les deux autres termes seront
0 X,
modélisés sous la forme suivante :

0 ( ul.uju,J___ 0 (U: aK] i j=1,2 (I11.14)

0xX; L 2 ) ax;L5K 0x,;
8k : constante numérique.

| L’hypothese des grands nombres de Reynolds permet de négliger les premier, second,
troisiéme et sixiéme terme du membre de droite de I’équation (111.12).

L’hypothése de diffusion en gradient permet de modéliser le cinquiéme terme (le
terme de diffusion restant ).

2 loy |[O¥ | |__ & (v, o o .15
5P U, 5 ax-Lé‘ ox iij,m=1,2 ( )

J £

8.. constante numérique.

La modélisation utilisée pour le quatrieme et le dernier terme est celle proposée par
LANDER , REECE et RODI [21].

z 2

2 ou, o, ou, T DL & & 1,2 (L6
v ax; @x,,, 8x,,, ax}a . - Cel?n- ngf vy m=l1, ( . )

(. (C, : constantes numériques .

En remplagant les tensions de Reynolds par leur expression en fonction des taux de
déformation moyens ( équations de la viscosité turbulente ) ; dans le terme de production [1,
les équations de transport de K et de ¢ s’écrivent :

2 . oU,
oK ok _ 5 [0, GKJ+CyK (ou. ‘s ij=1,2  (UL17)

—=—+U; = +
ot ox, aij5x X, 2 Etaxj X,
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2 2
Je O 5 | b, e C oU; OU, £ o
U; =4 | + = ¢ + - e ,7=1,2 (.18
TR 63@-[55 axj-] Cas [% ox, ) Caz L2 AUy

De fait de 'hypothése de grands nombres de Reynolds, le modéle K-£ n’est pas
valable pour décrire le voisinage immédiat d’une paroi solide, ou I’action des forces
visqueuses devient dominante, et ot ’hypothése d’isotropie locale n’est plus vérifiée, les
structures dissipatives étant directement sous I’influence de 1’écoulement moyen.

5% FORMULATION DU MODELE RETENU

Pour la modélisation de la turbulence, on a choisit le modéle K-£  Ce qui nécessite Ja
résolution des deux équations de transport associer au grandeurs K et & apres intégration .

a) Intégration de I'équation du transport de la dissipation d’énergie turbulente suivant

la profondeur [15]

L’équation de transport de K est donnée par

0K 0K 0K [Q_,%}ri[u,gg}

or “ox oy x5, ox | "y 5, By
2 2 2 2
vfou oY p(ou ovY vfdv Y wifov ov
"2 (ax+axj 2 (6y+6xJ =2 (6x+6y 2 5y+6y (L. 19)

Intégration suivant la profondeur

On  pose A=
Ox
_j;aa—fdz+ _rha(;th)dZ +j;(V K)dz :_Tha%(A%{(;)dz+j;%(A%§)dz
LG5 S5 )
+Qz_,j-(_a1’? %zdz+%j(a %)2 ]86&

On pose

(111.20)
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e o or 3(-h)
[ =5 e[k G-k en D]
jowr) aif Kyde - {u(f)x(r)—— u(-hyk (-n) 2C h)J
I,,@S’f) I(vK)dz_[v(f)K(f)— VR ”)a(ﬂ

En moyennant les conditions cinématiques, on a

e a(HK) O(H uK) a(f?;E)

o1 ox oy
~ . _ [0 A 0K (8 a9k
Posant : B__jhax(A o )dz+iay(A 5 Ydz (TI.21)

jax(a Yz = 8(A jKdz)

|2k L@k )|
2 S N
[,5_( = @(Agj—}:[]]{dz)

_| 8 ot o {(-h)
[ﬁ(AK(T)g)‘j)— 25 (AK (-h)——— E) )J_

En considérant les conditions cinématique, on a :

8 OHK oHK
B =5l )73 (A oy

)
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Chapitre HI choix du modéle de turbulence

E Posant :
¥
¢
;’ C= Uf[](a” guy: j(a—+—)d+j(a" £ drs f(a" ";)Zdz] 11.22)
t r . Ou  Ou dr= 1 dz + ou 6ud
[ Gy ) j( 5 j—~

| [Gyrap e j( o) et |G e [
|
I(Sjﬁ + 20 di j( Ve [ ' e 2o

j(g; % CAR - 2[( )dz+2j‘(—)dz

Alors,
C= 4]( 9uy g 2]( 9 @z + 2[(6 ) dz 4jauavdz 4](——)dz

En tenant compte des conditions cinématiques et aprés réarrangement des différents
termes ont obtient :

_U & (Hu d(HV ’ O(Hu) a(Hv)
c ({240 ufegn) . (2 )]

jed-ns
“h

Ol

L’équation intégrée de I’énergie turbulente K est :

S(HK) 6(Hu1—() a(Hvk) 0| U, 6HK)| 8| L. dHK)
+‘____——_
ot Ox dy  oOx oyt 0x oy Oy oy
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LU 5 a(Hu) a(Hv) O(Hu) 6(Hv)
H |“ " ax oy | Tl oy ox
v | EJu+v | -€H (111.23)
C

b)_Intégration de I’équation d’évolution du taux de dissipation d’énergie turbulente
suivant la profondeur [15]

L’¢équation du taux de dissipation de ’énergie turbulente & est donnée par

9  0s O¢ _ 9|0}, 3 |U G¢
ot ox 38y ox|§. 0 oy, 0

C,u Oou ou Ou Ovz2 Ov oul ,0v Ov .2 £
*Ca7 2 K[(_ 5) +( 8x) (ax ay)+(6y'6y) J_Cﬂ_f

(111.24)

2

L’intégration de [’équation (,2#) d’une fagon similaire a I’équation (49 donnent :

a(H8)+6(Hu8) d(HvE) 6| v, a(Hs) L, a(HE)
ot ox oy ang ox ay oy

avec,
_—2
C K _ 2 2
p - |,[0Hu) 6(Hv) . O(H u) G(Hv)
h HE Ox oy oy ox
3
Al
C
—2 -2
g=y u +v
K%y 4
C C g'q
b=
up "
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6°/ CONDITIONS INITIALES ET CONDITIONS AUX LIMITES
1-Conditions initiales :

Les conditions initiales sont les conditions au temps t=0, afin de commencer les calculs
a partir de I’état initial de ’écoulement, les valeurs des 5 variables H, u, v, K et £ devrons

étre choisis et spécifiées en tout les points du maillage.
Le choix des valeurs des trois variables H, u et v se fait habituellement a partir de la limite

amont {condition amont).

2-Conditions aux limites :

Pour un écoulement bidimensionnel en régime supercritique, par exemple, trois
conditions aux frontiéres doivent étre spécifiées 4 I’amont et aucune condition a I’aval.

3-Condition sur les parois solides :

Les conditions aux limites au niveau de la paroi sont d’une grande importance, il suffit
. P : ar p
q’une petite erreur se propage pour conduire a des résultats imprévisibles.

Pour évité les erreurs une procédure de réflexion est recommandée pour Panalyse des
écoulements dans les canaux découverts, dont la section est principalement rectangulaire.

Le principe de cette procédure de réflexion consiste a considérer que la profondeur de
I’écoulement H et la vitesse résultante V au point de réflexion fictif du maillage sont les
mémes que les valeurs correspondant au point intérieur de la grille de calcul .

La direction de la vitesse résultante de I’écoulement V, est déterminer telle que sa
composante normale au niveau du mur soit nulle.

Si@ est I’angle que fait la paroi avec 1’axe des x, et 1’angle que fait la vitesse

“fésultante V au point intérieur du maillage et ’axe des x, alors les composantes de la vitesse

uf et vf au point fictif ( point de réflexion ) sont :[ 06,07 }

uf: Veos(20-y)
y’ =Vsin(20-y)

4-Conditions aux limites sur K et & ;

Les conditions aux limites classique en turbulence de paroi consistent 4 imposer en un

points situé a une distance de paroi " comprise entre 30 et 100 :

3 3/4 -3/2
Er uz T un M
K,s:cuz  EsTHS T XS

L)

u

avec & la distance a la paroi,
v : constante de Van Carman, y =0.419.

Plusieurs formulations sont proposées pour exprimées les conditions aux limites au
niveau de la surface libre.
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Chapitre Il] choix du modeéle de turbulence

Les conditions de paroi précédemment énoncées sont parfois employées au niveau de la
surface libre, en particulier lorsque le vent génére un cisaillement a la surface que I"on peut

estimer.
—1

. . . . K
U, est une exprimées par analyse dimensionnelle, par la relation ), = ¢, -

avec Cu : constante numérique ( égale 0.09 dans le modéle standard ).

Conclusion

Aprés la modélisation de la turbulence, le systéme a résoudre est le suivant :

aH |, OTu)  HV) _ ‘
£y + o + EY =0 (I11.25)
— 2 JE— 2 .
d(Hw)y OHuw) oHuv) _ g H_ 1
5 T e T P =" %5183 +gHSnx+pZ'wx
P (111.26)
THU, |
ox Oy
SHW BHTY) BHY ) H
o(Hu uy o(H v _ a1 1
a a3y ay[ngJrgHSay*pT’W
(11.27)
Fv Fv |
+H/,1t ¢ T+ —3
ox Oy
a(HE)+a(H§E +a(H\7_) ol v awWK)| 8| L a@HK)
{ ot ox 8y oxl o, Ox 'ayLJk oy
Y WY (eHm) o)
U o (Hu) o (Hv) u v
+ +
7 252 25 - 5
- 3
+ [ﬁi EZ+GZJ -¢H (I11.28)

o(HE) o(Hug) owve) _ ol v, swe)], o[ v, 2WE)
ot 8x oy  oxl g, Ox ayLo'g oy
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%[c P -C EH] P (IT1.29)
('-_K“z 2 2 2
avec, P —Lm a(H") G(H;) 3(Hﬂ) 6(Hv)
T +2 ———Z | + 3 3
Heg ax ay y x
3
P =%
C . ——
-2 =2
g=y u +v
l/ 5 4
C C g q
o PS P
g nrc*

Pour fa modélisation numérique du phenomene etudle une discrétisation des équations
ci dessus doit étre effectuée.
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CHAPITRE 1V

Modélisation Numérique
de ’écoulement étudié

« Les solutions analytiques exactes, qui sont rares
en physique, sont élégantes, mais n’ont pas plus de
valeur intrinséques que les solutions numeriques. On ne
doit pas sous-estimer la facilité et la puissance des
methodes de calcul numérique »

M..A. RUDERMAN
Cours de physique de BERKELEY.
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Chapitre 1V

Modélisation Numérique
de ’écoulement étudié

INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles constituent avjourd’hui Pun des thémes
important de la compréhension scientifique.

Le champs d’applications des équations aux dérivées partielles augmente
d’importance et englobent le domaine hydraulique.

En effet, plusieurs problémes en hydraulique exigent, par manque de solutions
analytiques une résolution numérique des équations aux dérivées partielles.

L’arrivée des ordinateurs, leurs progrés immenses et incessants ont permis— pour la
premiére fois dans I"histoire- de calculer a partir de modeéles, des quantités qui ne pouvaient
étre que trés approximativement estimées.

L’avantage de cette approche est que :

* L’expérimentation numérique a une parfaite maitrise des propriétés physiques
du fluide.

* L’écoulement n’est pas perturbé par I’instrument de mesure.

* Possibilité d’évaluation de I'influence spécifique de chaque hypothése.

Cette approche est basée sur la transformation d’un modéle mathématique en un
modéle numérique, en passant par des méthodes numériques telles que volume finis, éléments
fints, ou différences finie.

I-DIFFERENTES METHODES NUMERIQUES [06,07]
I-1- Méthode des éléments finis :

La méthode des éléments finis est la méthode la plus utilisée pour les études des
structures 4 trois dimensions, car elle étend les possibilité des méthodes matricielles a un trés
vaste domaine d’application et permet donc I’analyse des structures complexes.

Le principe de cette méthode, consiste a subdiviser la structure éudiée en sous
domaine, de forme relativement simple « éléments finis ». L’approximation de la solution
concernera I’élément constitutif et non pas la structure totale.

I-2- Méthode des volumes finis :

Il s’agit d’une méthode de formulation intégrale dans Pespace physique des lois de
conservation. Bien qu’elle ne soit pas fondamentalement différente aux méthodes au
différences finies ou aux éléments finis, il est d’usage de la considérer a part, parce qu’elle
trouve un domaine d’application tout & fait spécifique.
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I-3- Méthode des différences finies :

La méthode consiste 4 estimer par approximation les valeurs d’une ou de plusieurs

fonctions & partir des conditions au limites. Cette approximation représente une discrétisation

du domaine en remplacent ’opérateur différentielle par un opérateur aux différences finies.

En d’autre termes, le domaine de variation continu, est remplacé par un ensemble fini
de points ou nceuds, délimité par des fronti¢res et formant ainsi un réseau (appelé aussi
maillage ou grille) ( Figure IV.1 ).

A

X1 X X i+1

Figure IV.1 : maillage élémentaire

Si f est une fonction continue différentiable, on écrit :

S =f f -f
of | T T o i i
[6xj|i  Ax o [aﬂi T Ax

Avec, J =fx) et x =({i-1)Ax

Dans les différenciations ci-dessus, on a utilisé respectivement une différence avant et

une différence arriére. )
L’ordre d’approximation dans une méthode aux différences finies se détermine a

I’aide du développement en série de Taylor de la fonction f .

n-1_n~

(Ax)" 0"
]+
(n-1)t 0x g

x X

wn 057

fOra)=T N+ TEFE +

ou, lereste R estdel’ordrede |Ax| , ce quel’on note habituellement :
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Cas d’une approximation a plusieurs dimensions :

R, :O[HAx

n ; représente I’ordre d’approximation .

La méthode peut étre aisément étendue au cas ol la fonction £ considérées dépend de
deux ou plusieurs variables,

Ainsi si f dépend par exemple de deux variables ( x |, y ) ; et si dans le plan oxy on
trace une série de droites paralléle aux axes déterminant de la sorte un réseau de points

(1,]) (figure IV.2) auxquels correspond les coordonnées de la fonction inconnue f  on
)

peut écrtre pour les différences centrales -

af N 'f;H,j 'f;',l’j
Bx w'_ 2 Ax

éf f:,j-n_ fi,j—l
[Eﬂ 24y

st y

i-1 i i+t . X

Figure IV.2 : Maillage correspondant i une fonction dépendant de
deux variables.
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D’une maniére similaire, pour les dérivées de second ordre, on a -

2% A R

2
ox’ | (Ax)
L7
-
o zf fi,,-'+l B zfi,j +f,-,j>1
= 2
6y2 (Ay)

Fazf (‘/;'+]_j+l_f )“(f _f )

i-1, j+1 i+1, 51 i-1,j-1

Oxdy 4 AxAy

L L

Ax,Ay :Pas d’espace suivant les directions x,y respectivement.

IT - ANALYSE DE L’APPROXIMATION [05,12,25,26]
a) Erreur de troncature

L’erreur de troncature vient du fait qu’on a tronqué le développement en série de
Taylor de la fonction f .

L’erreur de troncature par pas est la différence entre la valeur calculée et la valeur
exacte, en supposant qu’un pas précédent la valeur calculée et la valeur exacte étaient
identiques.

b) La consistance d’un schéma aux différences finies

Nous n’aurons de chance d’obtenir la convergence du schéma que si nous approchons
correctement le probléme continu, c’est-a-dire si nous remplagons les dérivées partielles par
des différences finies effectivement.

La « qualité » de cette consistance s’appelle la précision du schéma. -

¢) La stabilité [07,12]
Un schéma numérique est stable, si les erreurs de n’importe quelle origine

n’augmentent pas & chaque pas de temps de calcul. L’instabilité numérique peut avoir une
cause d’origine physique ; ¢’est le cas lorsque le phénoméne n’est pas correctement modélisé.
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d) La convergence [03,12,26]

Un schéma est dit convergent quand la solution de I’équation aux différences se
rapproche de la vraie solution de I’équation aux dérivées particlles ayant les mémes
conditions initiales et aux limites lorsque la dimension des mailles de discrétisation diminue.

Généralement, un schéma consistant est stable et également convergent.

I1I- SCHEMA EXPLICITE , SCHEMA IMPLICITE

Un schéma est explicite , si chaque valeur approchée de la solution, au temps (t +A t)
est au point X est écrite a partir des valeurs de la solution précédente au temps t. Ceite valeur
est donc explicitement fonction des valeurs communes déja calculées et s obtient directement
pour chaque valeur de x.

- Un schéma est implicite, si la valeur approchée en un point au temps ( t+Aft) est écrite
en fonction de la solution précédente au temps t et des valeurs voisines au temps t+Az. 1l

s’agit donc d’une hiaison implicite, entre toutes les valeurs au temps t+At, qui se résout
globalement.

1V- CHOIX DU SCHEMA NUMERIQUE

Plusieurs schémas au différences finies explicites aux second ordre ont été

développées pour la résolution des systémes d’équations de nature hyperbolique qu’on
rencontre toujours dans la dynamique des fluides.

On distingue principalement les trois schémas ci-dessous :

¢ Schéma de LAMBDA.
» Schéma de GABUTTL
e Schéma de MAC CORMACK.

Le schéma de MAC CORMACK est I'un des plus utilis¢ dans I’intégration des
eéquations du mouvement du type hyperbolique non linéaire.

IV-1- Description du schéma de MAC CORMACK {14]

La méthode du schéma de MAC CORMACK consiste & discrétiser les équation de
base en deux séquence , une séquence de prédiction est une autre de correction . Le but est de
calculer une valeur des variables de I’écoulement au niveau du pas de temps (k+1), sachant
que leurs valeurs sont connues au pas de temps k.

Considérons les équations de base sous forme conservative, régissant I’écoulement
¢étudié, et données en coordonnées cartésiennes par le systéme

Ur +Ex +Fy +5=0

tel que :
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.ok
bx T ox

or
=5

Le schéema de MAC CORMACK appliqué au systéme ci-dessus se compose de deux
étapes :

a) Etape de prédiction :

7ot Kk ok ok 2<i<n
Uy =, T.lE, £t (F,, ~F )AL, {2 <j<m (IV.1)
b) Etape de correction :

7 ~ ”” - ~ Py 1<i <p—-1
Ui,j:U,-,j_Tx(E;_,_l'j_l;‘;,j )_Ty(Fj‘j+17Fi,j)_AtSi’j {lﬁjgm—l (IVZ)

\ .Y . _ Al '
ou bl z-x - Ax 2 T ' Ay
La solution au temps ( k+1) est telle que :

k+1 ] k A
Ur',j = §(U!j + U:‘,j) (IvV.3)

Les indices 1 et j correspondent aux points du maillage suivant les directions x et y
respectivement.

Dans ’exemple développé ci-dessus, auquel le schéma de MAC CORMACK a été
appliqué, les différences finies arriéres sont utilisées pour I’ approximation des dérivées
partielles spatiales dans I’étape prédiction et les différences finies avant utilisant les variables
prédictées sont utilisées dans I’étapes correction .

Il faut savoir par ailleurs qu’il est possible d’utiliser les différences finies avant dans
I’étapes prédiction et les différences finies arriéres dans I’étape correction, comme il est
possible d’alterner la direction de différenciation d’un pas de temps a ’autre .

IV-2- Stabilité du schéma

Les schémas aux différences finies nécessitent une condition de stabilité, qui est
exigée pour les schémas explicites.

Ainsi, le schéma de MACCORMACK est stable que si la condition de stabilité
* COURANT- FRIEDRICHS- LEWY ’ (C.F L) soit satisfaite. Cette condition est exprimeée,
pour les écoulements bidimensionnels par I’expression suivante [14.15,30 et 64] :

)4

_ (V+gh)Ar 2 22
=Bt (| (49 ) | =
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Ou ; V :est la vitesse résultante au point du maillage

V=y (1.r2 +v2)

C est le nombre de courant.

"

l b(x)=b :est la largeur du canal.

Cette condition {C.F L) doit étre satisfaite en tout points du maillage, il est donc
évident de prendre I’incrément de temps At tel que :

C, dx)(Ax)}(Ay)
At =

A

Max(V +\Jgh )[(Ax)2+b(x)(Ay)2]

A chaque instant t, la condition (C.F L) fixe le pas de temps « At », sachant que les
pas d’espace Ax et Ay sont supposés constants.

Remarque

11 faut noter qu’une expérimentation numérique est requise avant de choisir la valeur
optimale du courant C,.

IV-3- Application du schéma de MAC CORMACK au modéle mathématique étudie :

A partir des équations de base régissant notre probléme :

OH d(Hu) 8(HV)
a2 T Tar 3y =0 (IV.4)

2

O HW+ (Hu +87 Vi @ (Huvy=ois +l7 _
at(Hu)+ax(H;ur + > )+ay(Huv)ﬁgH5m +p‘£'m gHSﬁ

j— 2— 2

K du ou
tHC, —=p(—5+—) (Iv.5)
3 Ox Oy
. 2
CHW+L (Huny+ L (Hy +8H _ 1r _
5 (Hv)+ax(Huv)fay(Hv ) =gH S T gHS
_ 2 2_ 2_
K dv 0w
+HC# =p(——+—7) dv.e)
& ox Oy

2 —

o(HE) a(HuK) oHvE) o|G&X JHK) a[qK dHK)
+ + = +

ot Ox 3y 0x| 0,& Ox 8y[ 0, & 9y

Projet de Fin d'Etudes ENP 2000 47



Chapitre IV Modélisation Numérique de ’écoulement étudié

P +P - H (IV.7)
h k h

_.2 2
a(HE)+a(H§E)+a(HGE) 3 “K swe :a GR s .
o1 Ox 8y ox og,& Ox dy| . & 0y

%[C] P -C EHJ—}; (IV.8)

2

C K _ .2 .2 — _
p " 8 (Hu) 8 (H v) ¢(Hu) 8(Hv)
"OHE [2[ axJ”[ay]*(aerax

2 -2
g=y u +v (1V.9)

En effectuant le changement de variables suivant :

U=uH
V=v H
2
F=Hy +87
2
” 2
sy +82
S T2
G=Huv
2
M=
£
Q=gHS_ +% T. (TV.10)

- 1
WegHS, +o7,
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Z=HvE
Les équations deviennent :

OH W) a) _

a tax Tay 0 (IV-11)
oU oF aG du d'u
e av.12)
ox 6y
2_ 2_
oV 3G as
22,02 (IV.13)
o ox oy o 5 Sy
_ 2 _2
o4 o1 ot a|% % 24| 516K 54

3t "3x "3y x| ope ox| oy 0,& 3y
pi

2 2 3
C M oU 8V [ [-2 = =

8R+6X oz EJCMGR 6(;‘M8R

81 " 8x '8y x| o. ox é‘jggWJ

_ C M ? 2 ?
£ i U oV ou oV —

o
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R (IV.15)

Appliquons maintenant le schéma de MAC CORMACK aux équations du
mouvement, apres le changement de variables ci-dessus :

Etape prédiction :

(H H ) (QHJLU ) (lj+] .j )
At T Ax Ty 7Y (1V.16)
(L{] _ljf,j ) (}.?Hl_j ) (G,JH rj)
At * Ax M Ay -
n " n (ui+l._f +ui7],j"2ui',f ) (ur L J+1 u1 L, J-1 - ui,j)
Q,-8H.;S;N, ; (IV.17)
(Ax) @y

—~—

(r]—,J) (Gr+!] G ) (SUH rr;)

At * Ax * Ay - -
" " " (v1+],j+_,q,j_ _z,j) (v,_',_,,l ,j,1ﬁ2—,_,)
Wl'.j _gHi,J'Sfy+Ni.j ) + 5 (IV.18)
(Ax) (Aay)
(41 _41) ( l+lj_1rj) ('J'“‘l i ) _
At N Ax M Ay B
c\ 4 +4° 24 C Y "y
i+l f i-1,f LJ n M i+1, f nJ i+, f L
Mt A A
O.k (Ax) P X X
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c Y a" va” 24" M a4 -4
# i, j+1 ij-1 iJ rJ+l Ly nj+1 (%)
+
% Ay Ay
c u'o+u” " v
H n i+l i-1,j FJ i'_}+| r -1 L7
+ - MJ 2
H_ (Ax) 73%)
n - n n B n ( —, L 3 n ., (IV19)
Lit nJ i+, 5 iJ g — — —
¥ ; + -& H
Ay " TAx CZL\/(EQ ) [v'rf) J b
(]z2 —RJ ) (‘ij _X ) (ZUH a 11 )
At Ax T ay  °
C R n n _2Rn C ' n _ ( n _ n
i+1 i-1,f nr Mn N i+l f LY i+1,j LJ
o, (Ax)2 L o, Ax Ax
Cﬂ 12!_}4—1 i, M i j+1 o L R,jﬂ Ly
+ +
i A A
i (Ay)’ 7 7
\
JE— n " n n n n
6;,}' 1+1 J r U'J V:’,jﬂ +Vi,j—1 wZVi,J‘
= | C +2 .
K (Ax)’ (Ay)
n n n n : % % 4
Ur’ajﬂ _Ui,j V;n, J _Vi:f C c T Cz CF g 4 (IV'ZO)
+ _ —
Ay N Ax 2 &:J ]:{J B X
Hj_ D C

De cette premiére étape, on tire les valeurs suivantes :
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H,=H -T (U, ~U)-T,¢  -v ) av.2n

i i+l rJ

n

U, =U, -t (), ~F)-T, @G,

ij L7

n

1311 IJ)

2 2
" n 2T = =" p
+At(Qu _gH;,ijx)+N;,j IR - )+ (u o T Zu ;) (Iv.22)

—~ ”n

KJ‘ :V::J‘ -7 (Gﬁ-n,j ) 75 (S,J“ U)

2 2
n

n " n Tx —_
+At(W{_’j _ng,fo)*N,,j F(vm,ﬁ . )+ 2v ) (Iv.23)

JJ+| 11+1

—~ n

4, =4, -T. U,

i+l

_1 ) T (TJ-H T'_:)

C 2 C 2
S 2 R VDY Y A B | I 73N I VA VAR
O't At ( i+l i-1,j [¥) LJ o At ( Tl - 1) )( i+, 7 _AEJ)
k

C 2 C 2
T R T MR Y Ve B | KA Y ’
O-k A l_]+]+! l_ !,j_) i‘,j+ o Ar ( 1J+] zj)(Ai_;H :,')
k

C 2 2
H n Tx n n _ n Ty n n n
+ n MJ 2(A1 J(Q-}-],J +D:—l,j 2Ui,j )+2{ Zt_] (Vf,j-n +Vi,j—1 —2Vi,j )

+[ry(§w g TV )J } u( Y+ J 2 H At (V24)

n

R =R -T. (X -X')-T,(%

L i,

n

_Zr,f)

i,j+1
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o At i+, -ty
£

S|

C 2 C
M z‘ n n n n H
H [ x ] (R, +R 2R )M +

2
T: n " n n
[W} (MH],J; _M‘j )(Riﬂ,j —R,J_ )

P 2
fz IR Y VY P | KA A VA . 3
At +1 =1 L i J o Af i, j+1 _,u+i i,_}
E L 2
J(Um; +Ui—i,j _ZUr'.j ) +2 Al (Vf,jﬂ +Vf.j—1 72V;',j )
i J
y %
4
n _n 2 o om C, C;Zg q
+(ry( / —U )+rx (F;U =¥ )] ch; & H, At]—mn_z—%m (IV.25)
H,0'c
Etape correction :
A —~ ~ —~ —~ s
(H,-H,) G, -4 ) 0 - j-1 ) 0
A7 + A + Ay = (IV.26)
(UU B ’J‘) (E‘J B ;—l,j ) (GiJ _qJ-l)
Ar | Ax Ay ©
_ - _ (E‘, e LJ—2§U) (ar!j_+1 ”11-1_25fj)
Q -&H.,Sx 5 + . (Iv.27)
(Ax) Ay
A~ ~ ~ ~ ~
Uy ~Y,) (G,-G,) 5,-5,)
Ar Ay T T Ay T
N - . (?»HLJ_-%F?_]J“ZV]_J) (;r‘,j+l+4f,j7]_2;i,j)
W .—8H, SN, 5 + : 5 (1v.28)
(Ax) (Ay)
i ~ ~ i~
(4 -4) U~ ) (T,-T,.,)
Ar T Ax Ay B
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c\ a4 14 24 |
M i+l j =15 i/
+ 2 LJ t
% (Ax) '
C, VA4 +4 24 |_
M ij+1 i/~ 1,
+ M +
o 2 i
U (Ay) )
C U u =20 .
H 1.7 i-1,j iJj
+ M
o~ Lj 2
H, (A%)

M - A —A
b i~1, iLJ i-1,f
Ax Ax

M4 -4
ij i, j—1 iJ ij-1
Ay Ay
T =2V
ii-1 LJ
2
(Ay)
3

[\/(;_lj )+(;7: )J & H (V29

i~

(M:f MMr'—i,J ) (]{i,j _R r'—l,j)

Ax Ax

C (R +R -2R ) _
M i+l j i-l,f L

3 M+
= (Ax) ’

C.’H (R:.jﬂ i j-1 _2R I ) A"/} (Adf,j —MU_] ) (R,-)J- —Ri,j—])
‘e 2 ot Yy iy
& (Ay)
6:',; C"u ~ (Um,j +Q—I,j szi,j ) (Vf,jn +Vf,j-1 _2Vi,j )
+= q — MJ_ 2 +2 5
] A
K H., (Ay)

y A

3 4
GC g a
H D C

i
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De cette deuxieéme €tape, on tire les valeurs suivantes :

A o~ —~ —~ — —~
Hi.j - W + z-.r(%' N ('fl-l.j )+ Z.y( I{j B I{j—l ) (lV_3])
A~ ~ ~ ~ ~ ~
I]i,j = Uf,.f +z-x(}ij 7‘}:';4.;' )+Ty((‘zf _Gr',jn] )_At 4 Hi,ij_r
N 2
-~ ~ *Z'x g -~ = Ty g - =
+ At QI_J+NM AT (um,}, +uH’J,—2 u, )+ A7 ( o -2 uw_) (TV.32)

~

A — ks — o o~
I{.f = I{J + Tx((?,j - q_u ) +Ty( '5:,: _‘%j—] ) _AtgHi-ijv

2 2
~ ~ T, g =~ = T, o g =
+ Ar . W'_‘j+N,.’j A7 (vf'+1,j+vr'—l,j_2 v’_’j) + A7 ( VootV -2 ",-,,-) (IV.33)
N ~ ~ —~ ~ ~
fr'l,j :A*}J' Nz (Ii,j_]i—-l_j) _Ty (T:J sz‘,j—l)

NI 1A RS 5 A P S i
o, At |V w0 g || AL (M, =M, )( 4, - ,-,,-4)
t
C 2 2
e m |21 & W +U. 20 ) 2| Bl vy
ﬁ i At i+, i-1,5 ij Al Lj+l g1 iJ
L
~— 2
+ Ty[( 7 uiH) +7, (17”— ;i_”)) }
) 3
g ~ 2 + ~ 2 —~ ~
+ Ay )T (v )| - H At (IV.34)
c ij ij SN
FA — —~ ~ ~— o~
Ky =R, — T X, -X,,)) T, (2,72, )
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C 2 ~ - _ C 2N - ~ ~
"Bk 4R 2R )M 4| || E M M YR -R )
+ Il At ( i 1,7 i iy o At L i-1, i j -1, 5

C 2 C 2
A UEBR +R 2R M+ — || T \ar a1 (R R
g —1 ( i, f+1 1 i ) o3 —f ( ¥ !j]) J‘|)

i+1,f i-1,5 At i j+1 ij-1

71 A Voo.n 2) s 5 s
H=le =m0 z{fx J(U_ +U_ U, P I (U AN
»J ’

~ ~ N ~ o~ ,C g g
['r 0, .U”])+Tx(V )J Jﬁ(g E H M|~ — " At (IV39)

ou;

la solution au temps (nt1) est telle que :

H.' =Y+ H,,)
u =) +u )
AT v,, (IV 36)
k=% (k,ﬁlz,,)
L'””—}/(g +£ )

Ainsi nous obtenons les équations de notre systéme discrétisé si dessus.

La résolutton de ce systéme se fait par I’élaboration d’un programme de calcul en
FORTRAN 90 donné par I’organigramme suivant.
Les résultats obtenus par le programme et I’interprétation de ces résultats serons développé
dans le chapitre IV, ‘résultats et interprétation’.
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Entrée des
donnees

Entrée des Conditions
Initiale Hl ,ul,vl ,Kl,gl

Entrée des
Conditions aux
limites

Recherche du max des
variables

I

Calcul de
I’incrément de
temns {C.FI)

v

Procédure de réflexion
(Paroi latérale)

v

1=0,X=0

1 »l

I=1+1

L

J=0,Y=0

Ii
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II | «

J=J+1

!

Procédure prédiction

!

Y=Y+AY

J<m

X=X+AX

I<n

v

1

© Projet de Fin d’Etudes ENP 2000
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Procédure correction

!

Y=Y+AY

f>

X=X+AX

v <

@

Calcul de

t+1 t+1 1+1 t+1 t+1

. Hi,j’ui,j’Vf,j’Kj,j’gi,j

'

t=tt]

¢ tgtm>
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Ecriture des
résultats

I
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CHAPITRE V

RESULTATS ET INTERPRETATIONS

I-PREMIERE APPLICATION:

Dans un premier temps on teste le programme sans turbulence pour le valider. Une
application est faite sur un canal découvert rectangulaire droit, avec des berges
rectilignes.

L’€coulement est supposée non permanent et non uniforme.

Le canal est partagé en plusieurs trongons, les dimensions d’un de ces trongons est
présenté ci-dessous.

A
Y
A
h,
A
I b B
Vo
v -
i "X
L
Figure V.1

Pour la validation des résultats du modéle mathématique élaboré le canal étudié par
LAROUI[19], & été pris comme exemple de calcul. ‘

Les données et les conditions aux limites de cet exemple sont :
Les condtitions aux limites de I’écoulement sont

- Le tirant d’eau a I’amont est hg= 0.371m.

- La vitesse transversale a I’amont est considérer nulle (vo=0m/s).
- La pente du fond suivant I’axe longitudinale est S.,= 0.001.

- Lapente du fond suivant I’axe transversale est So,= 0.

- Les pentes de frottement sont supposé nulle.
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- Lespas d’espaces sont : Ax=0.23m, Ay =0.058m.
- Le pas de temps est pris : A7=5.2 5, est reste constant durant toute la
manipulation.

En ce qui concerne les conditions initiales
- La hauteur initiale hy=0.371m.
- La vitesse longitudinale initiale ug =0.371m/s.
- La vitesse transversale initiale vo = Om/s.

Et cela sur toutes les points du maillage (50*50).

Résultats et commentaires °

Les résultats que nous avons obtenu par cette application sont les suivants:

- Les figures (1.1, 1.4, 1.7) représentent les hauteurs d’eaux obtenues pour (y =15} en
utilisant notre modéle.

- Lesfigures (1.2,1.3), (1.5, 1.6), (1.8, L9) représentent chacune ’allure de la vitesse
longitudinale u et la vitesse transversale v respectivement pour chaque 10 pas.

En comparant ces résultats aux résultats de LAROUI [19]on peut déduire:

- Le méme ordre de grandeur et la méme allure pour les hauteurs, et les vitesses
longitudinales.

- Pour les vitesses transversales, on remarque une symétrie par rapport a I’axe
longitudinale.

De cela, on constate que le schéma de MACCORMACK donne de bon résultats pour
les écoulements a surface libre.
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2.380

] T=7100s
0.370j
-\ :
E .
N~ ]
% 0.360 ]
0‘350—I[llllrll lllllllf[lllil!llll’
10 20 30 20 5o
X
Profil de H=f(X)

] TN T —~
H‘: \r
ra
I ___._/J _,_/ _/
%000 0100 0464  &800  OFd0  d400  O#d 01 ol S X" a.Joomgn.sbo

Profil - de U=f(Y)

RESULTATS DE LAROUI : PRESENTATION DU PROFIL . DE LA VITESSE LONGITUDINALE U

EN FONCTION DE Y POUR CHAQUE 10 PAS ET LA PROFONDEUR
EN FONCTION DE X POUR Y=1.5 A L’INSTANT T=100s

Projet de Fin d Etudes ENP 2000

64



Chapitre 17 Reésultats et interprétations

500601 ¢ me e S
4.00E-01 -

~ 300E0 -
£
£ 200601 -

1,00E-01

0,00E+00 T T T r T v v
10 15 20 25 30 35 40 45

(Fig.1.1) Profil de h=f(x) X

60 m = e [P

50

40 4

> 30 4

20

10 4

0 Y T v T
0,00E+00 5,00E-02 1.00E-0% 150E-01 200E-81 250E-01 300E-01 350E-01 400FE-01 450E-01

(Fig.1.2) Profil de u=f(y) u (mvs)

Y T T T 1

N 1 S

£

Adadet b dt s aclilas gpdgass

T T T T ™Y T O T t —— L] T T T ™

-1,00E-01 -5,00E-02 0,00E+Q0 5,00E-02 1,00E-01
v (nv's)

(Fig.1.3) Profil - v=f(y)

PRESENTATION DES PROFILS DE VITESSE SELON X ET Y EN FONCTION DE Y POUR CHAQUE 10
PAS ET LA PROFONDEUR EN FONCTION DE X POUR Y=15 A L’ INSTANT T=100 s
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500501 - —--

4,00E-01 -

3.00E-01

h(m)

2.00E-1 4
1,00E-01 4

0.00E+00
10

15 20 25 30

35

(KFig.1.4) Profil de h=f(x)
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-
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Chapitre V Résultats et interprétations

I1- DEUXIEME APPLICATION :

Dans un second temps on teste le modéle en tenant compte de la turbulence. Cette
application porte sur ’analyse d’un écoulement turbulent a surface libre.

Les dimensions de notre ouvrage et les conditions initiales restent les mémes que
celles prescritent dans la premiére application.

Pour les conditions aux limites on considére °

- La hauteur initiale a I"amont hy=0.371m.
- La vitesse longitudinale u=0.371m/s et la vitesse transversale v=0m/s.
Ces valeurs sont adoptées comme conditions initiales et sont spécifiées en tous les points
du maillage.
- Pour les problémes de stabilité le nombre de courant est pris d’aprés la littérature
comme suit : C,=0.9.
- Les pas d’espace Ax=0.05m, Ay=0.04m,

Résuliats et commentaires:

Les résultats que nous avons obtenu pour cette application sont les suivants :

- La figure (I1.1) représente 1’allure de la hauteur d’eau obtenu pour (y=35).

- Les figures (I1.2, T1.3) représentent Pallure de la vitesse longitudinale u(m/s} pour
chaque 10 pas.

- Les figures (IL.4, I1.5) représentent 1’allure de la vitesse transversales v(m/s) pour
chaque 10 pas.

- Les figures (I1.6, 1.7) représentent I’allure de la dissipation d’énergie turbulente K
pour chaque 10 pas.

- Les figures (I1.8, I1.9) représentent ’allure de taux de dissipation d’énergie
turbulente & pour chaque 10 pas.

En comparant les figures de la premiére application avec celle de la deuxiéme
application, pour les hauteurs en moyenne on retrouve I’ordre générale de grandeur
0.371, ainsi que pour les vitesses longitudinales,

En ce qui concerne les vitesses transversales 4 premiére vue les résultats semblent
¢tre cohérent. :

Pour plus de précision et pour valider les résultats obtenus il est nécessaire d’avoir a
notre disposition des résultats expérimentaux.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons utilisé un modéle x—¢ pour la simulation
d’un écoulement turbulent a surface libre bidimensionnel.

Nous avons commencé par ['intégration, suivant la profondeur des
équations de la conservation de la masse et les équations de la quantité de
mouvement.

Nous avons adopté le modeles K-& pour la modélisation de la turbulence.
Ce modele nous a permis la résolution du systéme de cinq inconnus H, u, v, K
et £.

Un schéma numérique aux différences finis «schéma de
MACCORMACK » a été choisis.

Un programme en en FORTRAN 90 3 été développé en introduisant la
turbulence.

Une premicre application est faite sur un écoulement sans turbulence, Les
résultats obtenus sont comparés avec les résultats obtenus par LAROUI [19].

Les résultats obtenus sont trés satisfaisants aussi bien au niveau de I’ordre
de grandeur qu’au niveau de I’allure.

Le modéle mathématique avec le schéma de MACCORMACK donne de
bon résultat.

Mais I’absence d’études expérimentales ou numériques, ne nous permet
pas de conclure sur Pefficacité des résultats obtenus pour la deuxiéme
application. Ceci n’enléve pas par ailleurs, en rien la qualité des résultats
obtenus.

Finalement, nous pouvons dire que nous avons atteint le but que nous

nous somme fixé, a savoir, présenter un modéle mathématique capable de
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simuler les écoulements turbulents a surface libre dans un canal rectangulaire

uniforme a faible pente.
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