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RESUME

I
i

L’objectif de notre travail est Ia simulation des paramétres _h){drdlﬁétédrolégi_ e
cycliques (températures) et aléatoires (pluies) au pas de temps journalier, =

R

Pour cela, on a utilisé le modéle de simulation GESTOP '(br’ute et non_iié) basé sur i_
I'analyse en composantes principales (ACP), afin de générer des séries synthétiques qui sont ..\'(Q"g‘
utilisées comme entrées aux modéles d’optimisation de la gestion de la ressource en eau.
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N Le modéle de simulation GESTOP développé, permet d’atténuer les inconvénients

des autres modeles, 4 savoir le pas de temps, la stationnarité et la chronologie.
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I§[ ABSTRACT
AL g1z The aim of our project is the simulation of the hydroclimatologicals cyclical
".5': g.i;‘. parameters (temperature) and random parameters (rainfull) on daily steptime.
EaN
‘_—,:‘— We have used for that, the simulation model GESTOP (brut and normed) based on
_I _ the principal components analysis (PCA) to generate a synthetical series, who are used as
= f input to management models of water resources.
'g":;, The GESTOP model of simulation devlopped, permit to mitigate the draw back of
=3  other models that is the steptime, stationnarity and chronology.
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Introduction générale

L'optimisation de la gestion des barrages réservoirs nécessite comme entrées
la modélisation des séries synthétiques de débits, ces débits sont générés par des pluies,
par le biais des fonctions de transfert, s'il y a des séries simulées de pluie, on peut
aboutir a des séries synthétiques de débits.

Les barrages sont congus pour satisfaire les demandes domestiques (A.E.P.),
industrielles et agricoles, cette derniére est quantifiée par le biais de la demande
climatique, elle-méme obtenue a partir de ['étude chronologique des
évapotranspirations.

Les caractéristiques des séries chronologiques des paramétres étudiés
(pluviométrie, température) sont totalement distincts, en effet la pluviométrie suit un
phénoméne totalement aléatoire contrairement a la température qui est un phénoméne
cyclique.

Dans la premiére partie de ce mémoire, et dans le premier chapitre, on a
présenté quelques modeéles de simulation existants en hydrologie, la théorie de I'analyse
en composantes principales (A.C.P.) est présentée dans le deuxiéme chapitre, et enfin
dans le troisiéme chapitre, on a présenté les techniques de simulation, et le modéle
GESTOP permettant la simulation des séries chronologiques.

La deuxiéme partie est consacrée a l'application et la présentation des
résultats du modéle de simulation GESTOP au pas de temps journalier des variables
aléatoires (pluies) et cycliques (températures).
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o CHAPITRE I

Modéles de simulation en hydrologie

La plupart des modéles de
simulation en hydrologie contenue dans
ce chapitre sont connus, nous ferons
qu'apporter une bréve description sur ces
différents modéles.

I.1. Introduction.

La simulation a fait I'objet de nombreux sujets de recherche, elle répond a la
nécessité de générer de séries chronologiques similaires aux séries historiques, dans le
sens ou elle préserve les caractéristiques statistiques de ces derniéres.

La génération des séries synthétiques, trouve son application dans la recherche des
méthodes d'optimisation de la gestion, en général la simulation est destinée au design, la
planification et les études opérationnelles des schémas de gestion de la ressource en
eau.

Différents types de modéles ont ét€é proposés pour la modélisation des séries
hydrométéorologiques, parmi cette panoplie de modéles, on trouve le modéle
autoregréssif de Thomas et Fiering (1962), le modeéle du bruit Gaussien fractionnel
[FGN] de Mandelbrot et Wallis (1965), le modéle autoregressif a moyenne mobile
[ARMA] de Carlson et Al (1970), de O'connel (1971) et de Hipel et Al (1977), le
modele de la ligne brisée de Ditlevson (1969) et les modéles ARMA-Markov de
Lettenmaier et Burges (1977).
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1.2. Les modeéles saisonniers de Thomas - Fiering.

En hydrologie, les modéles saisonniers appliqués aux séries mensuelles sont a
origine utilisés par Thomas et Fiering (1962) et par Roesner et Yevjevich (1966) en
utilisant la méthode de Yevjevich (1966).

Les X, . représente le débit au mois t, t = 1, 2, 3,... 12N (N : le nombre d'années)
l correspondant aux mois t,t =1,2, 3,... N.

Les modeles saisonniers de Thomas -Fiering prennent la forme suivante :

Xt, = et O pt(Xt-l sl = Heel )/ Gr.] 7Ot
avece

P =E{( Xt,t - M )(X{-l ,t=1 = Ha-l ) }/ G Or-1
C'est le coefficient de corrélation entre les mois t et t-1.
Pour la composante aléatoire E(n, ) =E(n.n.«) = 0 pour k #0 et var (1, ) = 1-p%,

Le coefficient d’inclinaison appliqué a la composante aléatoire au mois T est
donné par :

Yo =(e =P e )/ (1-p%)””
Ou v, est le coefficient d’inclinaison.

L’inconvénient ici, c’est que pour les séries d'observations assez courtes les
valeurs de p. sont trés différentes, et on n'arrive pas a les estimer quelques fois, mais p.
peut prendre la valeur nulle pour des mois particuliers de I’année.

1.3. Le modéle du bruit Gaussien fractionnel (FGN) .

Apres que les résultats des études de Hurst ont été connus, Mandelbrot (1965) a
construit une classe de processus aléatoires connus sous le nom de Fractionnel
Gaussien Noise (FGN).

Les processus FGN différent dans leur structures autocorrélatives des processus
ARMA, la différence de base consiste dans leurs mesures relatives de persistance, qui,
si on suit la définition de Taylor (1938), peut étre définit comme I'intégral de la
fonction d'autocorrélation entre les bornes 0 eto , la persistance est finie pour tous
types de processus ARMA, au contraire l'intégral de la fonction d'autocorrélation du
processus FGN est infinie.

BB e el L . i el it o Sl
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l.4. Le modéle de la ligne brisée (Broken Line) [,

Le processus simple de la ligne brisée était mis au point par Ditlevson (1969), il
est dérivé de I’interpolation linéaire au temps t entre les points A, B, C,.. J, K, L,...
d’ordonnées normalement distribuées, de moyenne nulle et de variance o2, ces points
ont des projections égales sur I’axe de temps de distance a;.

Le processus simple de la ligne brisée B;(t) est représenté sur la figure ci-dessous.

_.._. L

A_______________._...-o
! 1\
-

35 n._.._.__ ]

Figure I-1 : Représentation du Processus simple de la ligne brisée.

La figure I-1 représente le processus simple de la ligne brisée, il est formé par
I’interpolation au temps t entre les points A, B, C,... J, K, L, d’abscisses -ka;, ai-ka;,
2a;-ka;,... etc

Le point A est placé avant I’origine de 1’axe des temps d’une quantité k a; ou k est
uniformément distribué dans I’intervalle (0, 1).

Il s’ensuit en général,
t+kai—
Bi)=mnij+ T(Wla“ -Nij)

jai-kaiéts(iﬂ)ai-kiai

généralement, on indique que var{B(t)}=2 o%/3
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Le processus de ligne brisée &; est formé par la somme de n processus simples de
lignes brisées 3 i(t), comme suit :

£=Y B
i=1

Pour appliquer ce modéle, on a besoin de déterminer n, a;, 6%, i=1, 2.... n, ¢a fait
au total 2.n +1 paramétres a déterminer, et ceci est un inconvénient 4 cause du nombre
¢élevé de paramétres a estimer.

L.5. Les modéles autoregressifs.

Les modeles autorégressifs ont été utilisés depuis le début des années 1960 en
hydrologie pour la modélisation des séries temporelles annuelles et périodiques,
I’application de ces modéles a été intéressante en hydrologie 4 cause de :

- La forme autorégressive qui est une caractéristique des séries étudiées.
- La simplicité d’utilisation.

La procédure utilisée pour I’estimation des parameétres des modéles était basée
sur la méthode des moments, et la méthode aux moindres carrés.

1.5.1. Formulation mathématique du modéle.

1.5.1.a. Les modéles autorégressifs a paramétres constants
Soit Y une série temporelle normalement distribuée de moyenne p et d’écart type

o avec une structure de dépendance. Le modéle autorégressif d’ordre p noté AR(p)
représente la variable Y; s’écrit généralement comme suit :

Y=+ (Yo-w)+ 62(Yez - ) +.+ by (Yep - 1) + &

P
Yo=p+) ¢ (Yej-m)+e
j=1
ou :

& : Série indépendante normalement distribuée de moyenne nulle et d’écart type o
¢1,... ,§p : Paramétres auterégresssifs.
Les parameétres du modele estimés a partir des données sont [, Gg, ¢1,...,0p.
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1.6.1.b. Les modéles autorégressifs a paramétres périodiques

Le mode¢le autorégressif AR(p) & moyenne et variance périodique et de coefficients
autoregressifs constants, peut étre représenté par :

Yv,t=Yr+thv,t

P
Zv,‘:= Z ¢‘jzv,t~j +8v,t
=1
ou :

Y., «- Variable dépendante pour I’année et le temps (mois, semaine,... ) avec
=1, 2,...0 et ® est le nombre d’intervalles de temps.

Yy, «: Supposé normalement distribué de moyenne p . et de variance ¢> et a
une structure autorégressive d’ordre p.

Z,, .. Variable dépendante normalement distribuée de moyenne nulle et de
variance unité.
€y, : Variable indépendante de moyenne nulle et de variance c?..

Les paramétres du modele sont : i, ¢; ... ¢, et 2.

Un modele autorégressif d’ordre p a coefficients périodiques est donné par :
P
Z\Lt:z ¢'j,t Zv,t-j + GstE_, v, T
i=1

ou:

¢ ;.. : Coefficient autorégressif périodique au temps.
o.. : Coefficient périodique.
€ v« : Vanable indépendante standardisée.

Les paramétres du modele sont : p: ,6%, ¢ i1<,....0p: €t 6%, T=1, 2,.. 0.
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1.6. Les modéles Markoviens.

1.6.1. Définition.

Une chaine de Markov est un systéme qui subit au cours du temps des
changements d’états a transition aléatoire, et qui sans étre dénué de mémoire ne garde
de son passé que le souvenir le plus récent.

Une chaine de Markov est dite d’ordre k si I’équation ci - dessous est vérifiée

P{ Xi, Xetyos Xk s Xtek-1} =P{Xe, Xeetyoor Kok 41, X ok }

Ou X est une variable aléatoire.

Pour I’ordre k, la réalisation d’un état donné ne dépend que des k réalisations
précédentes, dans ce qui suit la pluviométrie (phénoméne aléatoire) est prise comme
exemple.

1.6.2. Déduction analytique des paramétres
Les précipitations sont décrites par le processus stochastique suivant :

Zy =X Yy

X, : Caractérise 1’état au jour t (X, =0 : jour sec, X =1 : jour pluvieux )
Y. : Hauteur de la pluie (st X, =1).

Pour la détermination de la matrice de passage, on s’intéresse seulement a la
variable X, qui décrit le passage d’un état E; a un état E;.

1.6.2.a. Processus d’ordre 1.
Soit X la variable aléatoire caractérisant I'état du jour, X peut prendre deux valeurs
(systéme binaire), O pour I’état sec et 1 pour I’état pluvieux.

Ce processus va étre caractérisé par les probabilités conditionnelles de passage de
I’état de la veille a I’état d’aujourd’hui.

Ainsi si I’état au jour k ne dépend que de 1’état au jour k-1, on note :
Prob (Xgk=j/ Xka=1) = a;j

o : Représente la probabilité d’obtenir au jour k 1’état j, sachant qu’au jour k-1,
on avait |’état 1.
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En considérant deux états possibles, on

obtient une matrice de passage P présentée ) Etat au jour k
e contie Etat au jour k-1 o >
: 2 0 a o

La matrice P ayant les propriétés d’une 3 10 B

matrice stochastique implique la relation : k. et

ajo + ;=1
Les coefficients de la matrice P sont obtenus par le décompte des jours
caractérisés par les états (0,1).
La probabilité marginale (ou inconditionnelle) P, peut s’écrire comme suit :

o o 10
Pos e or
l—-aoo+aio

Compte tenu du caractére booléen de la variable aléatoire, le coefficient
d’autocorrélation s'écrit :

_ao0-Po_ an-(1-Po)
1-Po Po

1.6.2.b. Processus d’ordre 2.
On cherche la probabilité de 1’état de la classe 0 ou 1 d’aujourd’hui, en fonction
des états connus d’hier et d’avant hier.

La matrice de transition est présentée par le tableau suivant :

Bioo: Représente la probabilité

Etats au jours Elats sviogric Vet k conditionnelle d’obtenir un doublet
k-1etk2 00 01 10 11 de classe (i, j), du fait qu’il y a
00 Booo | Poot - - chevauchement de deux couples sur

01 it . Bein | Bor la wveille, il est nécessaire d’avoir
’égalité de la classe de transition

10 B1oo | Pror - r dans les deux couples pour cet ordre,

11 - - Biio | P11 I’état au jour k, dépend de I’état aux

jours k-1 et k-2.

Lors de la définition de la matrice de passage exprimant les probabilités de
couples successifs, i1l y a impossibilité de certaines combinaisons vu la succession de

certains doublets.
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1.6.3. Principe de la simulation.
La simulation aboutit & ’obtention de séries synthétiques & partir d’une série
historique plus au moins longue.

Comme on a vu précédemment la variable s'écrit de la maniére suivante :
Zi=X Y

Pour ’ordre 1, a partir des probabilités conditionnelles o et a0, on génére 1'état
journalier des séries synthétiques aprés tirage d’un nombre aléatoire compris entre 0 et
1 (et constituant une probabilité) qu’on compare & ;o (i=0 oul), le jour simulé est sec,
sinon il est pluvieux.

Le principe de simulation est similaire pour les ordres supérieurs dans ce cas la
probabilité obtenue par tirage aléatoire sera comparée aux probabilités conditionnelles
de la matrice de passage correspondant a I’ordre du processus de simulation.

S’il s’avere que le jour simulé est pluvieux, on lui attribue une hauteur de pluie
qu’on tire des fonctions de répartition conditionnelles.

En tenant compte de la position du jour humide dans un épisode donné, on donne
a chaque jour simulé pluvieux une hauteur de pluie, cela se fait par le biais d’un
deuxiéme tirage d’un nombre aléatoire qui sera confronté a la fonction de répartition
considérée.

I.7. Les modeéles de désagrégation.

Les modéles de désagrégation ont été introduit pour la premiére fois pour la
modélisation en hydrologie par Harms et Cambdell (1969), mais le premier modéle qui
fut accepté est celui présenté par Valencia et Shaake (1973) ce modéle est de base de
technique de désagrégation dans la simulation des séries hydrologiques.

Medjia et Rousselle ont proposé des modifications du modéle de base pour
surmonter les défauts de ce dernier, Lane (1979) a aussi proposé quelques améliorations
supplémentaires.

L a plupart des applications de la désagrégation ont été dans le domaine temporel,
Lane (1979) a appliqué les mémes principes dans le domaine spatial.

10
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I.7.1. Descriptions du modéle de désagrégation.

Le modele de désagrégation est un processus par lequel des séries temporelles
sont générées dépendant des séries déja disponibles. Les séries de départ sont générées
par un modele stochastique choisi puis désagrégé en sous séries.

Généralement dans le cas de désagrégation saisonniére (données saisonniéres) la
somme des sous séries doit donner exactement la série originale (données annuelles) ou
série clé.

Les deux formes de base des modéles de désagrégation sont spatiales

(désagrégation des données annuelles en données mensuelles et décadaires) et
temporelles (désagrégation des débits d'une riviére en débit individuel des affluents).

Il est a noter que la désagrégation n’est pas limitée a un seul niveau, autrement dit,
une série annelle peut étre désagrégée en série semi-annuelle en premiére étape, qui
elle-méme peut étre désagrégée en séries mensuelles.

I.7.1.a. Modéle général de désagrégation.
Le modé¢le de dépendance linéaire est donné par

Y=AX+Be

Y : Séries d’observations a simuler (sous séries).
X : Série clé.
¢ : Terme stochastique.

1.7.1.b. Modéle temporel de désagrégation a site unique.
Trois formes du modéle de désagrégation temporel a site unique.

I.7.1.b.i. Le modéle de base.
Celui de valencia et Shaake proposé en (1979), il est de la forme :

Y=AX+B¢sg
X  :Série mére.
Y  : Série des valeurs saisonniéres.
A, B : Parameétres du modéle.

C’est le modele le plus simple, sa structure est désignée pour préserver la
covariance entre les valeurs annuelles et les valeurs saisonniéres, et de préserver la
variance et covariance entre valeurs saisonniéres.

11
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1.7.1.b.ii. Le modéle étendu.

Développé par Medjia et Rousselle (1976), ¢’est une extension du modele de base,
un terme supplémentaire a été inclus pour préserver les covariances saisonniéres entre
saisons successives, il a la forme :

Y=AX+BY+CZ

Z : Matrice colonne contenant des valeurs saisonniéres de 1’année précédente.
C : Matrice de paramétres supplémentaires.

Le nombre de paramétres du modele est excessif, et ceci rend I'estimation de ces
parameétres, plus compliqué.

1.7.1.b.iii. Le modéle condensé.

Lane (1979) a développé une approche qui annule chaque paramétre du modéle
étendu qui n’est pas important, c’est le modéle condensé, le nombre de paramétres
estimés, ainsi que le nombre de moments préservés est réduit, le modéle utilisé est le
modeéle étendu mais sur une base saisonniére, il est donné par

Y = A'[X Lot B';E + CT-YT-!.

1 : Saison a générer, donc il y a w saison, donc w équations individuelles suivant
la forme de I’équation et donc w ensembles de paramétres A., B., C..

Le principal avantage de ce modéle est la réduction du nombre de paramétres,
mais il a deux inconvénients majeurs : le premier, est que le modéle n’est pas aussi clair
et direct que les deux précédents, le second, puisque les saisons ne sont pas générées
successivement la somme ne donne pas exactement les valeurs annuelles.

Il est & noter que le probléme est comme a toutes les formes, si les données sont
soumises a des transformations.

12
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1.8. Les modéles autoregressifs a moyennes mobile ARMA '],

Le groupe de modéles ARMA mis au point par Box et Jenkins (1970), sont des
modeéles stochastiques appliqués généralement aux séries temporelles stationnaires.

Il en existe trois types : les modeles autoregressifs (AR), les modéles a4 moyenne
mobile (MA), et les modeéles mixtes (ARMA).

1.8.1. Formulation mathématique.

Un modéle autoregressif d’ordre p est décrit tel que la valeur & au temps t est
constituée de p valeurs aux temps t-1, t-2, t-3,... t-p en lui ajoutant un nombre aléatoire
t=0,1,2,... il prend la forme suivante :

& =@ p & T 05282383 ot Gppbp T
=i ¢p,i&t—i+'rll (EQU I-l)
=l

Ou ¢p,i,1=1,2,3,..psont les paramétres autoregressifs, les propriétés de & et n,
sont :

E@&) =E(m) =0
Var (&) =E (§%) =o%
Var (n,) =E (%) =o%,
Les modéles a moyenne mobile MA(q) d’ordre q, prennent la forme suivante :

E=Mu-0g1 M1 -0g2 M2 -..- 0. q g

q
= M- Z Bq,iMc-j (Equ. I-2)

j=1
E@)=0 e E(Ex)=1
E : Représente 1’espérance, ou bien la moyenne de la composante stochastique.
La variance de la composante aléatoire est donnée par :

0% =1/ (1+ 0% 1+ 0%, 2 +.+0% ¢ )

13
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Les modeles du troisiéme type (ARMA) sont des combinaisons de modéles des
deux premiers types, comportant les termes non répétitifs des équations (I-1) et (I-2)
comme suit :

&l i ¢ p,1 E..l-l + ¢'p,2 Et.z + ¢p,3ét-3 ik ¢p,p&l-p + T - Bq,l MN-1- ﬁqagTh-g - Bq,q T};q

q
:i Gpi&-itme 'Z 0q,j M-
j=1

i=1

¢ p,i, Bq,j: Paramétres du modéle estimés par la méthode des moindres carrés.

14
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CHAPITRE I

Analyse en composantes princt}mle;

Dans ce chapitre, nous nous
efforcerons de décrire la théorie de
l'analyse en composantes principales, et
son mode d'utilisation.

I1.1. Définitions.

L’analyse en composante principale est basée sur I’étude de la covariance ou de
la corrélation entre variable, ses résultats sont représenter sous forme graphique.

Soit la matrice d’observations suivante :

X X X, <L Variables
N {

X1 | X2 Xip
X21 x;z x-zp
Individus de la =[X]
-an xn2 e —aw - xnp-

X1, X2, Xs,..., X, : Vecteurs colonnes de la matrice d’observations.

Les composantes principales sont des combinaisons linéaires des variables de la
matrice d’observations X = (Xi, Xz, X,..., Xp).

Donc : Cj = bj; X+ bj2 X, + bj3 X3+..+b e, ¢ p> dont la variance est maximale.

15
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Supposant que les variables sont centrées réduites, les C; le sont également.

G, % X; Xp
! g s 2
Czj Xn X9 X2
=bj | bl byl
\ Cni ) \ Xn1 J \ Xn2 ) \X“P)
(bﬂ N\

etGi=Xb; tel que : b;=|.

b.

P

La variance de la j*™ composante principale est :
1 1
;lecjz ;(X.b,-)'.(x.hj) = C.C; =(b;'.X").X.b;

Cj'.Cj = bj',X'.X.bj == bj'_V,bj
tel que V représente la matrice de covariance de X.

Afin de conserver la plus grande partie de I’information apportée sur la variable

d’origine, on cherchera b, by, bjs,...,b;, de fagon que la variance de C; calculée sur les
données soit maximale.

Le probléme est de trouver b; =[bj;, bj,...,b,], tel que b V.b; soit b V.b;, soit
maximum, avec b;'.b; =1, rappelons que b;"V.b; est une fonction quadratique.

1 faut annuler la dérivée par rapport a b;' du Lagrangien L :
L =b;'.V.b; - k.(b"b; -1)
avec bj'bj-1=y(b)=0 (cela veut dire que b est un vecteur normé| b| =1)

-(%— =2.Vbj-2kb;=0 (Annexe II)

J

= Vbj-kb=0 = (V-kI).bj=0

16
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Donc les vecteurs b; recherchés sont les vecteurs propres de la matrice de
covariance [V] de X, et k multiplicateur de Lagrange, c’est la valeur propre.

Résultat :

On a pu démontrer que b; sont les vecteurs propres de la matrice des covariances
de X (matrice des observations initiales), et A, sont les valeurs propres associées,
tel que A>2>23 >.... >A,.

D’ou 1'écriture matricielle généralisée :

Cj=X.B;

Il.2. Interprétations.

Pour chaque observation, on effectue la transformation C, = b,'.x. Si on projete
chaque observation sur le premier vecteur propre b;, on obtient N points dont la
variance est maximale (A; variance de C,), et ceci quelle que soit la forme du nuage des
N points dans I’espace a n dimensions.

On peut dire que la premiére composante principale rend compte d’une proportion
A1/ tr (V) de la variance totale (ce pourcentage dans certains cas dépasse 90%), cela veut
dire qu’une seule composante permet d’expliquer les variables d’origines avec une trés
forte proportion, mais ceci ne suffira pas, c’est pour cela que dans la plupart des cas, on
fait la projection sur le plan des deux premiéres composantes principales pour bien
expliquer la variabilité des observations (variables d’origine) ;

(C) est alors représentée par un point de coordonnées
Ci\_ (b
= . |x
(2x1) (2xn) (nx1)

L’expérience montre que trés souvent la troisiéme composante C;, méme si le
pourcentage de vanation expliqué par A; est faible, compléte trés utilement la
description, c’est pour cela qu’on est ramené a réaliser les projections (C;, C3) et
ou (Cy, C3) en méme temps que (C;, Cy).

En général, les interprétations varient avec le probleme étudié, on ne peut
généraliser une régle donnée sur les interprétations.

17
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I.3. Calcul des composantes principales.

Le calcul des composantes principales se ramenant a celui des valeurs et vecteurs
propres de la matrice des covariances.

[1.3.1. Calcul de la matrice des covariances.
La matrice de covariance de X est :

_V” V]z ...... le i
: I Va1 Va2 .-.ooe Vap
V=— (XX ass ) o S (Annexe III).
n
Vo1 Vp2 oo Ver |

11.3.2. Calculs des valeurs et vecteurs propres.

Pour les matrices d’ordre 2 et 3, les valeurs propres peuvent étre calculées
directement a partir des équations caractéristiques qui sont du degré 2 et 3 en A

A-(viitva )A+(viivaa-vi2va1 ) =0
A+ (vit t vaatv33 ) A%(Vi + Vo ot V33)K+IV| =0

Mais a partir du cinquiéme degré, les racines ne peuvent étre calculées que par des
méthodes itératives, i1l en existe plusieurs, dans notre approche, on a choisit une
méthode dite : itérative de la puissance.

I.3.2.a. Théorie de la méthode itérative de la puissance.

I1.3.2.a.i. Calcul de la premiére valeur propre et le premier vecteur propre.
Supposons que la matrice des covariances est de dimension 3, pour déterminer son
.1

premier vecteur propre et sa premiére valeur propre, partant d’un vecteur x°[1|, en
1

effectuant le produitV.x° on aura le vecteur x', en divisant ce vecteur par son plus grand
terme (pour le normer), et en multipliant encore la matrice V par ce dernier, on obtient
le vecteur x>, en le normant, et en appliquant le processus suivant :

0 1
Vx =x

1 2
Vx =x
,,,,,, e
Vx 7 =x

k K+l
V.x X

18
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On arréte ’opération lorsque le vecteur produit sera stabilisé ¢a signifie que
x* = x*"!, alors ce dernier sera le premier vecteur propre de la matrice de covariance, et
la premiére valeur propre associée a ce vecteur, est le plus grand terme du vecteur
correspondant non normé.

11.3.2.a.ii. Calcul de A, et b..

On peut calculer A, et b, par la méthode de déflation ; elle est basée sur la
propriété suivante :

Si b; et b;' sont tels que (b;.by' = 1), la matrice V&) = V - A,.b1.b;' a les mémes
valeurs propres et vecteurs propres que V a I’exception de A; qui est remplacée par
une valeur nulle, les lignes ou colonnes de V - A;.b;.b,' définissent un sous espace de
dimension (n-1) déduit de I’espace de dimension n définit par V.

Si on a une matrice de covariance d’ordre 3, ses vecteurs propres définissent un
espace de 3 dimensions.

Le sous espace V - A;.b;.b;' correspond au plan définit par b, et bs.

Le produit (V - A;.by.b'1).x°, est un vecteur x' du plan b,.b; la suite de 1’opération
c’est a dire :

(V- Abib) x® =x!
(V = ll‘bybl') Xl = x2

(V- Abrby) 5! =8
(V - ;\,Lb[.b;') Xk =t Xkﬂ

Jusqu'a ce que la stabilisation (x* = x*'"), tende vers le deuxiéme vecteur propre et
la deuxiéme valeur propre.

19
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11.3.2.a.iii. Calcul de A; et b,.
De méme on obtient A; et bs aprés une seconde déflation tel que

V(z) =V- l[.b].bli - lz.bz.bz' avec bz,bz' =1

Cette nouvelle matrice V® a les mémes valeurs et vecteurs propres que V a
I’exception A; et A, remplacées par des valeurs nulles, elle définit un sous espace
d’ordre (n-2) qui ne contient pas les vecteurs b et b,.

Le produit

(V-Arbiby' - A2ba b)) x° =x'
(V- Mbb' - Aababy) x! =x

(V - ?t.1,b1‘b1.b{'- K;.bz.bz') xk" — Xk
(V- Mbb' - bo b)) ¥ =%

Jusqu'a Ila stabilisation, c’est a dire x* = x*'' tendra vers le troisiéme vecteur
propre et la troisiéme valeur propre, et la plus grande valeur du vecteur carré
correspondant non normé.

Remarque : on peut déterminer A, et b, aprés n-1 déflations, et ¢a donne une
matrice diagonale des valeurs propres, et une matrice des vecteurs
propres définit par les colonnes des vecteurs propres calculés a

chaque étape.

1.3.3. Composantes principales.

Apres avoir déterminer la matrice des vecteurs propres, on peut déduire la matrice
des composantes principales comme suit :

[Clap = Xlnp-[Blpp
tel que :

[X] : Matrice d’observations.
[B] : Matrice des vecteurs propres de la matrice des covariances.

[C] : Matrice des composantes principales.
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I.4. Représentations graphiques.

Les résultats d’une A.C.P. sont représentés dans un cercle unité s’appelle cercle de
corrélations, I’axe (1) représente la premiére composante principale (C;) et ’axe (2)
représente la deuxiéme composante principale (Cy).

Pour cela on calcul la matrice des corrélations entre les composantes principales et
les variables de la série d'observation X, dont la corrélation est donnée par la
formulation suivante :

_ Covariance (C;, Xi)

- Jvar (G)fvar (Xi)

DA RD? (annexe IIT)

Les variables sont représentées sur un
cercle par des points dont 1’abscisse est la T axe2
corrélation entre la premiére composante
principale et la premiére variable
d'observation, et I’ordonné est la corrélation
entre la premiére composante principale et la =

deuxiéme variables d'observation. >
AXE1

Var 1

Remarque :

La distance d’une variable a 'origine
des axes est égale a sa norme (son écart-
type). Le cosinus de l’angle formé par deux
variables est égale a leurs coefficients de

corrélations. Fig l-1 : Cercle de corrélation
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I.5. Diagramme de calcul.

Le diagramme de la figure II-2 refléte un apergu sur la technique et la
méthodologie de I'analyse en composantes principales.

Matrice d'observations
homogéne

‘_.

Matrice d'observation [X]np

—

Matrice d'observations
hétérogéne

La normalisation de la matrice d'observation

équivaut a centrer et réduire cette demniére.

Si on veut éviter cette procédure, on peut calculer
directement la matrice de corrélation de [X], et
passer directement a ['étape 2.

v

Normalisation de la
matrice d'observations

Matrice des covariances [V]

Calcul des valeurs propres
et leurs contributions de la
matrice des covariances

!

Matrice des vecteurs
propres [Blpp

I

Matrice des composantes
principales [Chp

|

Matrice de corrélations entre
composantes principales et
variables d'observations

|

Représentation graphique
(cercles de corrélations)

g

Fig. 11-2 : Diagramme de calcul des composantes principales
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I.6. Exemple d'application.

On se propose d'étudier et d'analyser une classe d'étudiants de 10 individus dans 5
matieres différentes qui représentent les variables de notre série d'observations par le
biais de I'A.C.P.

Maths Physique Chimie Philosophie Littérature
Individu 1 15.00 15.50 15.00 10.50 10.25
Individu 2 16.00 15.75 16.50 09.75 10.00
Individu 3 14.50 14.00 15.00 10.00 10.00
Individu 4 16.00 15.00 16.00 11.25 11.00
Individu 5 16.75 16.50 15.50 10.00 10.50
Individu 6 16.50 16.00 16.00 09.00 09.25
Individu 7 14.75 15.00 14.50 10.25 10.00
Individu 8 14.00 14.50 15.00 09.50 09.50
Individu 9 15.00 15.00 14.75 10.00 09.50
Individu 10 16.50 16.75 16.00 10.00 10.00
Résultats de l'analyse :
Moyenne Ecart-type

15.50 00.96

15.40 00.87

15.42 00.67

10.25 00.59

10.00 00.51

Matrice des corrélations
1.00 086 0.76 -0.04 0.28
086 1.00 05 -0.17 0.09
0.76 05 1.00 -0.10 0.20
-0.04 -017 -0.10 1.00 0.20
028 009 020 086 1.00

Matrice des covanances
0983 072 049 -0.02 0.14
072 075 032 -0.09 0.04
049 032 044 -004 0.07
-0.02 -009 004 035 0.26
014 004 007 026 0.26

Matrice des covariances
070 0.08 003 070 -0.11
059 -015 -0.57 -0.54 0.03
039 002 081 -044 -0.08
-0.04 075 -0.14 -0.14 -062
009 063 -001 -0.04 0.77
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Valeurs propres Contribution Contribution cumulée

00001.83 66.71 066.71 (1)
00000.59 21.44 088.15 (2) @

00000.24 08.67 096.82 (3) O

00000.06 02.32 099.14 (4) O

00000.02 00.86 100.00 (5) Onireniingie gie s

Matrice des composantes principales

deux premiers axes
arrivent a expliquer
plus de 85% de la
variance totale.

025.99
027.43
024.75
026.82
028.04
027.70
025.31
024.67
025.55
028.17

013.57
012.92
013.23
014.79
013.35
011.87
013.27
012.42
012.79
012.99

002.14 -006.33 -001.10
003.34 -006.31 -001.05
003.05 -005.78 -000.97
003.15 -005.93 -001.20
002.08 -005.80 -000.81
002.91 -005.74 -001.17
002.05 -005.97 -001.09
002.82 -006.32 -000.97
002.30 -005.85 -001.36
002.34 -006.31 -001.20

Corrélation entre CP & X

0.98 0.06 0.02 0.18 -0.02
0.92-0.13-0.32 -0.16 0.00
0.79 0.03 0.59-0.17 -0.02
-0.09 0.97-0.11-0.06 -0.16
0.23 0.94 -0.01-0.02 0.23

toutes

On remarque dans la figure 11-3, que
variables
représentées puisqu'elles sont proches
du cercle de corrélation.

les

Les variables Maths, Physique et

sont  bien

7563

2

Philo.

Littérature

Maths

chimie sont orienté vers l'axe 1, ceci
s'explique par la faible variation de la
moyenne de chaque matiére, il en est de
méme pour les deux autres variables
orientées vers l'axe 2.

On notera que les variables proches
dans le plan sont proche dans la réalité,
c'est-a-dire qui sont bien corrélées.

=25

75

Phys.

Chimie

Fig. II-3 : Analyse des variables
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CHAPITRE Il
Le modele GESTOP de simulation

Le modéle GESTOP en deux
versions, brute et normé, basé sur la
technique de !'analyse en composante
principale sera le ceeur de ce chapitre.

l11.1. Définition.

Par définition, simuler c’est faire paraitre comme réel une chose qui ne I’est point,
et toutes les sciences utilisent la simulation afin de créer des modeles pour tester ou
représenter une théorie quelconque, en s’appuyant sur les calculateurs numériques ou
les ordinateurs.

La simulation permet dans certain cas d’éviter les déboires de I’expérimentation.

La simulation s’appuie sur la construction d’un modele dont toutes ces
caractéristiques sont connues, qui vise a identifier le comportement d’un procédé ou
d’un systéme et interpréter son mécanisme, ce qui aide a entreprendre de meilleures
décisions. Dans tous cela, on peut dire que la simulation est un trés bon planificateur.

En hydrologie, la simulation nous permet de créer a partir des séries
d’observations, d’autres séries qui ont les mémes caractéristiques statistiques, afin de
pouvoir faire des études statistiques et anticiper la gestion de la ressource en eau.

Réalité

= M

™ —_— -— - —, - _—

Faits 4 Théoie —» Modéle —» Simulation

Observations 4

Figure lll-1 : Mécanisme de simulation.




Chapitre I Le modéle GESTOP de simulation

lll.2. Techniques de simulation.

La simulation est basée essentiellement sur le concept du hasard, c’est-a-dire le
tirage de nombres aléatoires, qui n’a de sens scientifique que si ’on se référe au
mécanisme de génération qui différe d’une méthode de simulation a une autre.

l1l.2.1. Simulation par la fonction de répartition ),

SiI’on considére la variable aléatoire x de fonction de répartition F(x), la nouvelle
variable y=F(x) est uniformément répartie sur le segment [0,1].

Prob(Y <y)=Prob[F(x) <y]=y

1 1

/ Prob. (Y<y)

F ()

X y 0

Figure lll-2 : Passage d'une fonction de probabilité F & une loi uniforme.

Quelle que soit la variable aléatoire, on peut toujours la transformer en une
variable uniformément distribuée sur le segment [0,1].

Figure IlI-3 : Tirage aléatoire a partir de la fonction de répartition.
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Chapitre Il . Le modéle GESTOP de simulation

La figure (III-3) représente le tirage au hasard :

- d'une valeur de la variable aléatoire x définie par la loi de probabilité F(x).
- d'une valeur de la variable aléatoire z définie par la loi de probabilité H(z).

On met la loi de probabilité F et/ou H dans I'urne des nombres aléatoires et on tire
au hasard un nombre y,, qui aprés transformation fournit la valeur x; et/ou z;.

l1.2.2. Simulation par les chaines de Markov .,

Un processus stochastique est un processus dont la valeur a I’instant t dépend des
valeurs antérieurs, celui-ci est dit Markovien si la valeur a I’instant t ne dépend en fait
que de la valeur la plus récente, c'est-a-dire :

P{X(t) = % =x XEy=x,, .. X(t)= xn} Sl = P{X(t) = % = x“}

Pour simuler une série donnée par les chaines de Markov, il existe deux types de
modeéles :

- les modéles binaires dont le principe est basé sur I’existence de deux états.
- les modéles multiclasses dont la série est subdivisée en différentes classes.

I11.2.2.a. Construction de la chaine de Markov.

On définit en premier lieu I'état O et I'état 1, sur lequels on se base pour
transformer la série donnée en systeme binaire (00111010...). Pour obtenir une telle
série, 1l suffit d'effectuer un comptage des éléments appartenant respectivement a I'état
0 et 1. On calcul ensuite les probabilités inconditionnelles P et P;.

_ Nombre d'éléments appartenant a I'etat O
=

Nombre total d'éléments

~ Nombre d'éléments appartenant a I'etat 1
=

Nombre total d'éléments
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Chapitre il Le modéle GESTOP de simulation

l11.2.2.b. Génération par les séries de Markov.

Aprés avoir construit la matrice de passage d'ordre zéro (0), on détermine les
fonctions de répartition des valeurs appartenant aux états 0 et 1.

La simulation se fait en générant uniformément un nombre aléatoire y dans
l'intervalle [0,1], qu'on compare aux probabilités inconditionnelles.

Sachant que Py + P; =1, alors P; =1 - Py,

Donc si y est inférieur a Py, la projection de y se fait sur la fonction de répartition
correspondant a I'état 0, sinon elle se fera dans celle de I'état 1.

111.2.3. Simulation par les lois d’ajustement.

La simulation par les lois d'ajustement n'est applicable que si les deux étapes
suivantes sont satisfaites :

- sélection d'un échantillon de données satisfaisant certains critéres statistiques tel
que I'indépendance, I'hnomogénéité et la stationnarité.

- choisir la loi d'ajustement la plus adéquate pour I'échantillon considéré.

l1.2.3.a. Tests statistiques ..

lll.2.3.a.i. Test d'indépendance.

Wald et Wolfowitz, ont émis un critere d'indépendance signifiant qu'aucune
observation appartenant a I'échantillon ne devrait influencer l'observation suivante; en
d'autre termes, les observations ne devraient pas étre corrélées entre elles.

Pour un échantillon de taille n (x1,x2,...,%,) le test de Wald-Wolfowitz considére la
valeur statistique :

n-1
R = in,xm S G

i=1

Au cas ou les éléments de I'échantillon seraient indépendants, R suit une
distribution normale, de moyenne et de variance respectivement :

_Si-8,
n-1

R
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VarR)- =St g2, SI480S;+48,8, +83 28,

n-1 (n=1).(n-2)

Avec :

S, =nm,
m, le moment d'ordre r del'échantillon.

La valeur U= suit une distribution normale standardisée (moyenne 0 et
vVarR)  yariance 1) et peut étre utilisée pour tester, a un niveau

de signification, 'hypothése d'indépendance en comparant [U| avec la valeur normale
U*? correspondant 4 la probabilité de dépassement de o/2.

ll.2.3.a.ii. L'homogénéité.

Les méthodes statistiques d'analyse des séries pluviométriques exigent de celles-ci
une homogénéité de leurs composantes car nous ne pouvons pas faire une analyse
statistique d'un échantillon composé de n observations d'une variable hydrologique que
si certaines de ces n observations ne présentent pas d'erreurs systématiques rendant
I'échantillon hétérogeéne.

Soit deux échantillons de taille p et q (p<q) ; leur combinaison donne un
échantillon de taille n=p+q, rangés par ordre croissant.

Le test de Mann-Witney (1947) considére les quantités :

ViR o2 ED

W=PQ-V

Ou R est la somme des rangs des éléments du premier échantillon (taille p) dans la
série considérée.

V et W sont calculés a partir de R, P et Q.

V représente le nombre de fois ou un élément de I'échantillon 1 suit dans l'ordre un
élément de I'échantillon 2.

La valeur statistique de Mann-Witney est U et elle est définie par la plus petite des
deux valeurs de V et W.
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Quand n > 20 et p, q > 3, et quand les deux échantillons ne proviennent pas d'une
méme population, U est approximativement normalement distribuée avec une moyenne:

_PQ
= 5o

U

Et une variance :

W L8 n’-n
Yo L-(H-l)HIZ“ZJ

Sachant que :

3
T = J =]
12

Ou J est le nombre d'observations associées a une classe donnée. Pour un test a un
niveau de signification «, la quantité:

U =|(U-T0)var W)}

est comparée avec la variable normale standardisée correspondant a une
probabilité de dépassement de o/2.

NI.2.3.a.iii. La stationnarité.

Ce test a pour but de mettre en évidence les points singuliers de la série. Pour
appliquer ce test, nous devons calculer tout d'abord :

X = o(X+Kx )

X = e(X—KN-S)

X et S sont respectivement la moyenne et la variance des logarithmes naturels des
¢léments constituants I'échantillon.

Ky est la valeur statistique du test de Grubbs et Beck, tabulée, pour différentes
tailles d'échantillon de niveau de signification, par Grubbs et Becj en 1972.
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Chapitre llI Le modéle GESTOP de simulation

Au niveau de 10%, l'approximation polynomiale suivante a été proposée par
Pilon (1985).

K, = -3.62201+6.28446.n"* —2.49835n"'% + 0.491436.0*'* -~ 0.037911.n

Ou n est la taille de 1'échantillon.

En appliquant le test de Grubbs et Beck, toutes les valeurs de I'échantillon
supérieures a Xy ou inférieures a X sont considérées comme points singuliers qu'il faut
comparer avec les autres valeurs des autres variables.

111.2.3.b. Simulation par la loi normale !,

La génération dans la loi normale est la base de la simulation dans la plupart des
lois d'ajustement statistiques.

Un tirage aléatoire dans une loi Laplace-Gauss centrée réduite peut étre effectué
selon la méthode Box-Muller (1958), on tire deux nombres U, et U, grace a la fonction
Random qui effectue un tirage aléatoire dans la loi uniforme su [0,1].

On calcul :

1

Z, =(-2LnU,)?Cos (27 U,)
1

Z, = (-2.LnU,)? Sin (21.U,)

Ainsi définies, Z; et Z, sont des variables aléatoires de Laplace-Gauss centrées
réduites et indépendantes.

Si la loi d'ajustement et une normale (m,c), on peut toujours se ramener a une
normale de moyenne nulle et d'écart type unité N (0,1), et faire une transformation
inverse par la suite.

X=m+ocZ

Z : Variable de Gauss.

X : Varnable initiale.

m : Moyenne de la vanable X.
o : Ecart type de la variable X.
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Chapitre || Le modéle GESTOP de simulation

l1.2.3.c. Simulation par la loi G.E.V '2,

La théorie des valeurs extrémes qui date depuis 1927, revient a Frechet (1927),
Fisher et Tipeh (1928). Il existe trois types, le type I développé et appliqué par Gumbel
(1958), c'est une distribution particuliére des valeurs extrémes possédant deux
paramétres, ses applications sont limitées, ce qui explique la considération d'autres
types : type Il et type III de distribution des valeurs extrémes, possédant trois (03)
parameétres.

Le type 11, de distributions asymptotiques de valeurs extrémes est donnée par :

Lim [Pr{W,, < x}J= exp [ {MH

X—»oD X-E

Pr : Probabilité au non dépassement.
W: Variable aléatoire qui représente la valeur maximale.
x : Valeur particuliére ; x >& et p>¢.

Elle est connue généralement sous le nom de distribution de Frechet

X =&+ (u—g).exp [}L] (Equ. 11I-1)
(04

y : Variable réduite de Gumbel type I de distribution des valeurs extrémes.

Pour une forme exponentielle positive (o>0), x augmente lorsque y augmente.
Alors la distribution est représentée par une courbe concave vers le haut sur un papier
probabilité Gumbel.

Le type 111, de distribution des valeurs extrémes est donnée par :

Lim [Pr{W, < x]]= exp{_{w-xﬂ

n—»ao W -Uu
XS0 ,us0o
la relation entre x et y est donné par :

X =m—(®—-u).exp [— i] (Equ. I11-2)
o

C'est un type exponentiel négatif, et il est représenté par une courbe concave vers
le bas sur un papier de probabilité Gumbel.
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Chapitre Il Le modéle GESTOP de simulation

La formule générale de distribution des valeurs extrémes correspondant a
I'équation (1II-1) et I'équation (I11-2), a été suggéré par Jenkinson (1967) :

L1 1-exp(Ky)

Equ. lll-3
" K (Equ )

X=u
Cette relation représente la relation entre x et y des trois (03) types de distribution

des valeurs extrémes, avec u, a et k, paramétres de localisation, d'étendue, et de forme
respectivement.

Elle est appelée general extreme values (G.E.V.) distribution.

Pour (k = 0), la formule méne a la relation linéaire de x en fonction de y, ou elle
caractérise le type I de distribution des valeurs extrémes donné par I'équation
y = a.(x —u), c'est la variable réduite de Gumbel.

Le type II de distribution des valeurs extrémes est appliqué lorsque k<0, et si k>0,
ca signifie le type III de distribution. Ces deux types sont représentés par
I'équation (I1I-1) et I'équation (I1I-2) respectivement.

Afin d'évaluer la variable de l'année T par la méthode de Jenkinson,
I'équation III-3 est écrite comme suit :

z(T)

x(T)=u+—-= (Equ. 111-4)
o

z(T) : valeur de la variable standarisée z est donnée par :

2= l—_%(-—kyl (Equ. 11-5)

tel que y et T sont reliés par l'équation qui donne la relation entre la variable
réduite de Gumblel y et la période de retour comme suit :

y = —Ln (Ln (T)-Ln (T-1))

la méthode de sextiles appliquée par Jenkinson (1969) donne I'estimation
approximative des parametres k, u et o.

La population infinie des valeurs de Z, la distribution peut étre donnée par une
fonction de k et y a travers I'équation (ITI-5), est considéré pour arranger dans un ordre
croissant et en divisant en six (06) groupes de tailles égale. On note la moyenne des
variables dans le sextile par pz; ou 1=1 représente le sextile large, et on note la
moyenne et I'écart-type de ces six (06) valeurs moyennes par y, et ¢, respectivement.
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Chapitre IlI Le modéle GESTOP de simulation

De la méme fagon, on divise les valeurs correspondantes de X en six (06) groupes.
Ceci est donné dans une série, en ordonnant les valeurs de l'echantillon et en les
divisants en six (06) groupes égaux ou presque égaux.

ix; indique la moyenne de la population des variables dans le i sextile groupe.

La moyenne et I'écart-type de ces six (06) valeurs sont :
1 6
p= "6"; My

De I'équation (III-4), et en prenant les espérances et en égalisant les variances :

H=u+ Zz (Equ. 11-6)

G =% (Equ. 11-7)

La relation entre les paramétres de forme k (qui est commun aux deux populations
(X et Z), p,, o, et le rapport de forme r = (u, —pz‘ﬁ)/(pz,l—pz__,) sont donnés dans le

tableau (I11-1).

1-T(1+k)
B

et pour calculer o7 et r, on a besoin d'utiliser la fonction inverse de Gamma.

Le rapport de forme r, qui est commun pour les deux populations Z et X, de
I'équation (I11.4) est estimé par :

~ l‘lx.i _“x.fa
r=—-—=

He1—Hyxo

Par interpolation de k,u, et &, sont données dans le tableau (III-1) apres utilisation
de I'équation (I11-6) et (ITI-7) pour calculer Get .
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Le modéle GESTOP de simulation

Tableau (lll-1) : Rapport entre les différents parameétres de la G.E.V.

k Mz [ r
05 1.54 2.85 0.08
-0.4 1.22 2.24 0.11
-0.3 0.99 1.83 0.16
-0.2 0.82 1.55 0.23
-0.1 0.69 1.35 0.32

0 0.58 1.20 0.44
0.1 0.49 1.09 0.59
0.2 0.41 1.01 0.79
0.3 0.34 0.95 1.05
0.4 0.28 0.92 1.39
0.5 0.23 0.89 1.83
0.6 0.18 0.88 2.39
0.7 0.13 0.87 3.13

[1] k =0.29+0.32.Ln(r)

]
21, =011+ ——A/r
(2] u, T

B3] o, = 0.81+——
=

Afin  de faciliter la
programmation, on a
déterminer les différentes
équations  reliant les
paraméires  représentés
dans le tableau ci-contre.

Kk, pz, oz

Fig. lli4 : courbes reliants les différents paramétres de la G.E.V.
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Chapitre lil Le modéle GESTOP de simulation

l11.3. Modéle GESTOP brut.

Dans le cas d’une A.C.P. brute, les composantes principales sont tirées par le
produit de la matrice d'observation brute [X] et la matrice des vecteurs propres [B] de la
matrice de covariance de [X] :

[C]nxp:[x]nxp- [B]p)qj (Equ. 111-8)

[C] : Matrice des composantes principales.
[X] : Matrice d’observations brutes.
[B] : Matrice des vecteurs propres de la matrice des covariances de [X].

Soit la matrice des composantes principales centrée réduite [C’] tel que :
[CI=(CIHC*).[oc]” (Equ. i)

[C’] : Matrice des composantes principales centrée réduite.

[C*]: Matrice des moyennes des composantes principales (C.P.), tel que
chaque moyenne d’un vecteur est disposée en colonne.

[oc] : Matrice diagonale des écart-types des C.P.
En introduisant 1’équation (I11-8) dans 1’équation (I11-9), on obtient :
[C’1=(1X].[B]-[C*]).[oc]” (Equ. 11-10)
A partir de cette derniére, on tire la matrice d’observations :

[X]IBI[C’]. [oc] + [C¥]
[X]=[C’]. [oc].[B] + [C*].[B

Sachant que :

[oc].[B]' = [COV] = COV (¢;,x;) . [i=1p;j=1,p]
[C*].[B]' = [X*]

[’expression finale de la matrice d’observations devient :
[XI=[C°].[COVH[X¥]

P P
X = Z:cik.covkj +X;= Zcik,cov (Ck,X;j) + X;
k=1 k=1
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Sachant qu’on ne considére que les q premiers CP, et qu’on ne perd pas de vue la
variance non expliquée prise en compte par le terme résiduel €;; , I’expression finale du
modeéle prend la forme suivante.

q [ ]
xij = ;Cﬂ(.cov (c-k,xj)+ )_(.J ot Sij
[XIF[C].[COVIHX*HE]

[X] : Matrice des variables simulées.

[C’] : Matrice des C.P. centrées réduites.
[COV]: Matrice des covariances entre ¢’ et X.
[X*] : Matrice des moyennes des x.

[E] : Matrice des résidus.
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lll.4. Modéle GESTOP normé.

Dans le cas d’'une A.C.P. normée, les composantes principales sont le résultat du
produit de la matrice d'observations [X] centrée réduite par la matrice des vecteurs
propres de la matrice des covariances de [X].

[Clap=[X’Jasxp-[Blpxp (Equ. 1-11)

[C] : Matrice des composantes principales.
[X’] : Matrice d’observations centrée réduite.
[B] : Matrice des vecteurs propres.

Soit la matrice des composantes principales réduite [C’] tel que :
[C’F[C).[oc]! (Equ. 11-12)

[C’] : Matrice des composantes principales réduite.
[oc] : Matrice diagonale des écart-types des composantes principales.

En introduisant I’équation (11I-11) dans I’équation (ITI-12), on obtient :

[C’]=[X’].[B][oc]” (Equ. 11I-13)

A partir de cette derniére, on tire la matrice d’observations centrée réduite :
[X’J=[C’]. [oc]. (BT

Sachant que :
[oc].[A]' = COR (c;,x;) =[COR], [i=1,p;j=1,p]

ona.

[X’]F[C’1[COR]

P P
o ! : ;
Xe= E Cik -COTy; = E Cy OT (Cy , X
k=1 k=1

X.—X. P P
TR [ z ' . Z ' -
Gy k=1 k=1

[XIF[C'].ICOR] [ox5]+[X*]
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Sachant que :
[COR].[ox] = [B]

L’expression finale de la matrice d’observations devient :

[XI=[C)[BIH[X*]

X;; zicikﬁkj +X;

k=1

Le terme résiduel €; prend en compte la variance non expliquée, en tenant compte
que des q premieres composantes principales, l'expression finale du modéle s'écrit :

q L]
X = D B + X+
k=1

(XI=[CLIBIHX*IHE]

[X] : Matrice des variables simulées.
[C’] : Matrice des composantes principales centrée réduite.
[B] : Matrice des coefficients de régressions.

[X*] :Matrice des moyennes des x.
[E] : Matrice des résidus.

Remarque : on parle de matrice de composantes principales réduites, mais en
Jaite cette matrice est centrée réduite, sauf qu’on n'a pas besoins
de la centrer, puisque les composantes principales qui découlent
d'une A.C.P. normée, sont de moyenne nulle.
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lIl.5. Diagramme de simulation.

Matrice d'observations ‘

X |
l
‘ Caracteristiques ststistiques ]
(moyenne, ecart-types des variables) ‘
v
Brute A.C.P. | Normée
[ | .
\ Matrice d'observations L Matrice d'observations
I| brute | Matrice des centrée reduite i
| covariances
h
Matrice des vecteurs |
propres :
. |
Ty { Matrice dfss composantes | N
{ principales .
SRR Wt o AN |
Centrer ect Ir;azdurre les l Reduire les CP
| v = - oMY L &
Calcul de la matrice des | Calcul de la matrice des
covariances | corrélations
: =B ooeosibunbad o ol
! , ol _
: ' Calcul des coefficients
de regression
——b1| Reconstitution -
s g =
| '
ram Calcu‘I d erreurs —
(résidus) _
Modeéle de simulation " Modéle de simulation
[XI=[CL[COVIHX*HE] | XEICLBIHX*THE]

Fig. llI-5 : Diagramme de simulation

par le modéle GESTOP

40




Chapitre lll Le modéle GESTOP de simulation

Génération des
nombres aléatoirs

[ Brute Normée

y

Simulation des C.P.! <

A

- . . : Simulation d efficients de
———»! Simulation des covariances | mul tmn. os co e
‘ ,' | . régression

| |
Ll SRR » Simulation des résidus -

| Simulation des
— —————» moyennes de variables «———
i X '

Matrice des variables
simulées
(séries synthétiques)

Fig. lll-5a : Diagramme de simulation par le modéle GESTOP (suite)

La figure (III-5,5a) représente le processus de simulation par le modele GESTOP
avec les deux variantes, brute et normée.

ar
-

¢
.
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CHAPITRE IV

Simuthion de la pluviométrie au pas de temps
journalier par le modeéle GESTOP

Dans ce chapitre, on va simuler
la pluviométrie au pas de temps
Jjournalier une série d'observation de la
station d'Alger.

IV.1. Données utilisées.

On se propose d'étudier la pluviométrie journaliére de la station d'Alger, pour cela

on dispose d'un échantillon de 50 années d'observations pour une période allant
de 1936 a 1985.

Pluies journalieres (ALGER)

Ce graphique montre
clairement l'évolution >
aléatoire de la pluviométrie .7

Série historique (1936-1885)

Un maximum de
173.8 mm durant
SO0ans !

Pluie {mm)

Figure IV-1 : Evolution des pluies historiques
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IV.2. Analyse des donnés par I'A.C.P.

Les caractéristiques statistiques et les résultats §

de I'A.C.P. de la matrice d'observation (365x50) sont f ~7e4CP e
iyt andy ] ®| Nombre de variables : 365

reportés sur le tableau suivant : 8 Nombre d'individus  : 50

TableaulV-1 : Caractéristiques statistiques de la matrice d'observations pluviométrique

sou | 1Poree TS | T v e | o | Gt
1 004.23 10.51 1389.32 9.0043 9.0043
2 004.11 06.28 982.7 6.3690 153733
3 00263 05.43 812.96 5.2689 20.6421
4 003.75 08.68 79153 51300 25.7721
5 003.74 0.19 639.26 41431 299152
6 003.56 06.75 508 3.2924 33.2076
7 002.82 05.58 469.33 3.0418 36.2493
8 001.74 04.18 466.05 3.0205 39.2699
9 003.53 08.13 461.77 29928 42.2626
10 00251 06.55 4446 28815 45.1441
1 002.74 0595 443.96 28773 48.0215
12 002.74 05.71 41785 2.7081 50.7296
13 004.16 09.26 409.43 2.6535 53.3831
14 002.96 07.42 39534 25622 55.9454
15 002.61 04.46 356.48 23104 58.2557
16 001.96 03.87 328.38 21283 60.3840
17 003.62 09.26 318.18 20622 62.4461
18 004.94 0897 306.23 1.9847 64.4308
19 002.56 04.85 287.56 1.8637 66.2945
20 003.89 0993 28697 1.8589 68.1544
21 002.24 05.78 281.71 1.8258 €9.8802
22 004.61 0.7 271.73 1.7611 71.7413
23 002.42 04.91 269.38 1.7459 73.4872
24 001.86 06.79 256.1 1.6598 75.1470
25 001.80 05.74 22193 1.4383 76.5853
26 002.78 08.89 21986 1.4249 mB.0103
27 002.01 05.41 21448 1.3901 79.4003
28 00222 05.06 193.63 1.2549 80.6553
28 002.31 05.20 19237 1.2468 81.9020
30 001.46 05.38 171 1.1083 83.0103
3 001.67 03.01 169.36 1.0976 84.1079
32 003.50 08.31 167.85 1.0878 85.1958
3 002.65 05.37 163.82 10617 86.2575
34 003.87 11.63 14859 0.9630 87.2205
35 003.83 09.26 135.02 0.8751 88.0956
36 001.82 0465 131.91 0.8549 88.9505
37 00358 11.03 128.25 08312 89.7817
338 002.12 0494 126.52 0.8200 90.e017
<2} 002.76 1055 1M7.21 0.7586 91.3614
40 00258 05.49 11587 0.7510 921123
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Chapitre IV Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

41 00355 07.92 11423 0.7403 928527
a2 002.73 04.22 112.41 0.7285 35812
) 00324 06.35 11023 0.7144 94.2056
44 001.99 03.91 100.61 0.6521 94.9477
45 00294 04.39 8. 41 0.6378 955855
46 003.67 06.91 84.21 05458 96.1312
a7 003.35 05.85 74.79 0.4847 96.6160
) 002.49 08.58 6237 0.4042 97.0202
) 002.73 05.00 55.19 03577 97.3779
50 003.09 05.81 521 03377 97.7155
51 002.72 05.90 2657 0.1722 97.8878
52 001.98 04.41 21.94 01422 98.0290
53 001,67 0356 2004 0.1299 98,1598
54 00261 07.05 18.34 01189 982787
% 003.33 05.86 18 01167 98.3053
56 00225 04.49 17.85 0.1157 985110
57 002.40 05.89 17.31 01122 98 6232
58 003.05 06.75 15.54 0.1007 98.7230
50 003.15 07.69 1431 0.0027 98.8167
60 00257 06.69 1411 00914 98.9081
61 002.27 05.03 13.62 0.0883 98.9964
62 00197 0655 10.89 0.0706 99.0670
002.21 04.21 10.73 0.0695 991365
64 003.16 07.99 1036 00671 992037
& 002.70 06.89 209 0.0589 992626
66 001.79 04.40 831 0.0539 99.3164
67 002.16 0558 825 00535 99,3699
68 00284 05.80 811 0.0526 99.4225
69 001.99 04.64 75 0.0486 04711 |
70 002.12 0498 6.47 0.0419 995130
71 00251 555 6.27 0.0406 995536
72 00193 B75 592 00384 995920
73 002.63 0456 559 00362 90 6282
74 000.65 0181 525 0.0340 99.6623
7 002.61 06.83 432 0.0280 99 6003
76 000.94 0275 415 0.0269 9.7172
77 00094 02.28 375 00243 % 7415
78 001.66 03.86 349 00226 99,7641
79 001.68 03.77 345 00224 %7864 |
80 00136 02.80 3.41 00221 99.8085
81 00063 0154 289 00187 998273
82 001.45 04.44 284 00184 908457
83 002.81 08.39 222 00144 99 8601
84 00185 03.77 205 00133 998734
85 00176 0451 2 00130 %9 8863
86 00120 2% 189 00122 90,8986
87 004.47 0833 188 00122 999108
83 004.64 1367 137 0.0089 9919
89 003.09 0599 125 00081 9099277
) 00185 06507 096 0.0062 99,9340
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o1 001.53 04.20 094 0.0061 99.9400
=7 001.51 03.57 0.88 0.0057 99,9458
¢ 001.93 06.08 0.85 0.0055 99.9513
94 001.91 04.04 084 0.0054 90.9567
o5 001.34 03.83 0.69 0.0045 99.9612
%6 002.98 13.40 056 0.0036 99.9648
a7 003.68 11.68 0.44 0.0029 99,9677
%8 003.17 09.80 0.41 0.0027 99,9703
%9 001.39 04.13 034 00022 99.9725
100 002.86 07.15 033 0.0021 99,9747
101 001.52 04.16 029 0.0019 90,9765
102 004.08 12.22 0.26 0.0017 99,9782
103 003.83 12.76 025 0.0016 99.9798
104 00252 05.36 0.24 0.0016 99.9814
105 002.67 07.39 022 00014 99.9828
106 001.86 04.08 0.22 0.0014 90.9843
107 001.60 0351 0.19 00012 99,9855
108 001.21 03.39 0.18 0.0012 99,9866
109 001.68 04.70 0.18 0.0012 99.0878
110 002.86 07.32 0.15 0.0010 99.9888
111 003.20 09.26 0.14 0.0009 99.9897
112 003.74 08.04 0.14 0.0009 99.9906
113 001.59 04.39 013 0.0008 909.9914
114 001.28 03.43 0.13 0.0008 99,9923
115 00097 03.50 0.12 0.0008 99.9931
116 001.62 04.05 0.1 0.0007 99.9938
17 002.43 05.94 0.1 0.0006 99.9944
118 002.79 05.92 0.09 0.0006 99.9950
119 002.04 06.55 009 0.0006 99.9956
120 002.60 06.42 0.07 0.0005 99.9960
121 002.45 06.18 0.06 0.0004 99.9964
122 001.82 04.48 0.06 0.0004 90.9968
123 002.72 09.25 006 0.0004 99.9972
124 001.82 04.34 0.05 0.0003 99.9975
125 001.64 05.76 005 0.0003 90,9979
126 001.06 02.85 0.04 0.0003 90,9981
127 001.30 03.16 0.04 0.0003 99.9984
128 00235 06.57 002 0.0001 99.9985
129 002.44 05.70 002 0.0001 99,9986
130 000.80 03.29 0.02 0.0001 99.9988
131 000.38 01.42 0.02 0.0001 99,9989
132 000.97 03.13 002 0.0001 99.9990
133 001.24 .05 0.02 0.0001 99.9092
134 000.93 04.28 002 0.0001 99.9993
135 00091 02.68 001 0.0001 99.9994
136 000.69 02.00 001 0.0001 99.9994
137 002.13 06.52 0.01 0.0001 99.9995
138 002.45 07.59 001 0.0001 99.9995
139 001.69 06.87 0.01 0.0001 99.9996
140 000.77 02.93 0.01 0.0001 99.9997
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1M 000.31 01.61 001 0.0001 99.9997
142 000.88 03.01 0.01 0.0001 99.9098
143 00017 00.71 0.01 0.0001 99,9999
144 000.47 01.42 0.01 0.0001 99.9999
145 001.40 05.68 0.01 0.0001 100.0000
146 000.37 0183 0.00 0.0000 100.0000
147 000.91 02.74 0.00 0.0000 100.0000
148 000.70 02.71 0.00 0.0000 100.0000
149 000.61 01.94 0.00 0.0000 100.0000
150 001.16 06.10 0.00 0.0000 100.0000
0.00 0.0000 100.000
356 004.01 09.00 0.00 0.0000 100.0000
9 1 Moyennes pluviomériques journaliéres
8 —
7 - 0 Th i
6
5 il st
4 | ] 4 i l
. l Jikd
AN L _
0 BusEas S e 3
1 50 99 344
Jours

Fig. IV-2 : Variation des moyennes pluviométriques journaliéres interannuelles
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Autres C.P. (4.02%) 1 *C.P. (9.00%)

2" C.P. (6.37%)

3= C.P. (5.27%)

45 C.P. (5.13%)

- ] On remarque que la variance
Fig. IV-3 : Pourcentage de la variance apportée par chaque C.P. totale est expliquée par 145/365

composantes principales

Composantes principales
retirées (19.35%)

Pourcentage retenu par 28
composantes  principales  qui
représentent plus de 80%

retenues (80.65%)

Fig. IV-4 : Choix du nombre des composantes principales a retenir
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IV.3. Reconstitution.

Série observée
Série reconstituée

40 -

35

io0

2%

F0 -

15

10

w e w

200

1a

1318
Ton
80
(]
s

20

Fig. IV-5 : Reconstitution pluviométrique de I'année 1936 pour 28 C.P.
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Chapitre IV

Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi GE.V.

Tlans) =

: = . 1 2 5 28 100 16600
Variable : 1™ C.P centrée réduite 8.6ttt i — . L
: .6 bttt R g P + Dbservation:
— GEV
— Int. Cf. 882
-3.8 [ ; Taplarieae
011520 S Do b I 99.99
Probabilité cumulée (x)
Ajustement : Loi G.E.V. =
5 s T )= 1 2 5 20 160 16060
Variable : 2™ C.P centrée réduite e o

+ Dbservation:

== Int. Cf. BOx

56 by ; i : Papier Gumbel
811520 58 B8 % 93 99.99
Probabilité cumulée (1)
Ajustement : Loi GE.V.
3 g TC )= 1 2 5 ¥l 186 16660
Variable : 3°™ C.P centrée réduite W
6.0 fdededd e Lo Ll L e i =
! : ; + Observation:
4,91
284 _
. : L : : ier Gum
4.0 b —r——— : S0

811528 5 89 5 79

Probabllité cumulée €2)

99.99
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Chapitre IV Simulation de Ia pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi G.E.V. Teams) = 1 2 s 2 160 16000
Variable : 4™ C.P centrée réduite B0ttt 1o e =
=i ¥ : + Observatiom:
: — GEV
5_8_ By S0
— Int. Cf. B&x
3.6
1.44
- .B000 -
e . i Fapier Gumbel
.81 15 20 58 B8 k= 9 99.99
Probabilité cumulée ()
Aju:‘:tcmmt;ml.oiG.E.V_ . Tlans) = 1 zZ s p:] 1688 16004
Variable : 5% C.P centrée réduite 19.0 4
i + Observatiom
— GEV
14.6
— Int. Cf. B0
18.2
5.8
1.4
Y 8 N S S N S
811520 58 B8 9% 99 99.99
Probabilité cumulée (1)
Ajustement : Loi G.E.V. 2 s ) 168 10668

Variable : 6™ C.P centrée réduite

+ Ohservation

— GEU

—| — Int. cf. 8O«

Papier Gumbel

-3.8 Mrrr—r————— ; :
0115 20 59 89 95 99 99.99
Probabilité cumulée ()
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Chapitre IV

Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi G.E.V. Taws) = 1 2 < 2 100 %
Variable : 77 C.P centrée réduite T ; ; s
9.0 + Dhservatiom
. — GEU
H.e £
— Int. Cf. B8«
20.6 4
17.0
6.6 :
5.6 b ; i Paplcr Gl
B1L15 28 50 D9 95 9 99.99
Probabilité cumulée ()
Ajustement : Loi G.E.V.
: y T )= 1 2 S 20 160 16600
Variable : 8 C.P centrée réduite s

b e e 5

Papier Gumbel

4.8 ki ————————
.81 15 28 58 B8 95 99
Probabilité cumulée (x)

99.99

Ajustement : Loi G.E.V.
Variable : 9" C.P centrée réduite

T(ans)

+ Obseruvat ion:

— GEU

— Int. Cf. B8z

Papier Gumbel

811528 5 68 s 99
Probabilité cumulée (x)

99.99




Chapitre IV

Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : G.E.V.
Variable : 2™ covariance

Ajustement i GE.V. L, e - 5 ;
Variable : 1™ covariance o 8600
’ + Dbservat fom
— GEY
3.8 :
— Int. Cf. 88x
-3.8
6.8
T s i O Gun
-9.8 T —— — ; FPapler bel
611528 5 880 5 9 99.99
Probabilité cumulée ()
16068

+ Dbservatiom
‘| — ey

— Int. Cf. B8«

Papier Gumbel

Prubabilité cumulée ()

811520 50 B8 95 99 99.99
Probabilité cumulée C2)
Ajﬂ_stcmmlt‘.nia.l;,\"._ P . B - - 3
Vanable : 37 covanance . 0000
C | + Observatiom
e
> — GEV
Int. Cf. B&x
RIS
i H i £ : be
6.8 b e ; Papier Gumbel
#1528 58 88 95 99 93.99




Chapitre IV

Simulation de la pluviométrie au pas de temps journa

lier par le modéle GESTOP

Aju_slﬂnml;wl.oino(male Tcams) = 1 2 5 20 100 16000
Variable : 4™ covariance 7.84—il n i s iye=iy e I
. ! : i + Dbservation
— Mormale
1.4
— Int. Cf. B8
1.8
—.8000 4 - gy
P
ﬁfj&
344 / ......
el f i i 1 e Tl
.81 1 5 28 58 88 %k 9 99.99
Prubabilité cumulée (x)
Ajustement : GE. V. Tlans) = 16660

Variable : 5™ covariance

] + Observatiom
b -— Int. Cf. BOx
£100 P
z.0 i j I B ; apier Gumbel
8115 20 58 88 %5 9 99.99
Probabilité cumulée (2)
;ﬁk.jua_:tmml;mG,E.V.l I€ans) = 1 2 5 20 100 10000
Variable : 6™ covariance e T e L L
8.0 T : 3 s ; + Dbservatiom:
: ,/"’
o — GEV
— Int. Cf. BB

Fapier Gumbel

et e R -
811528 56 80 %5 99

Probabilité cumalée ()

99.99
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Chapitre IV Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi GE.V. Tlams) = 1 2 S 28
Variable : 7™ covariance

168 16068

+ Obzervation:

6.0 hirir—rr————i— ; ; Tapher: Gunbel
8115280 59 B9 b = I 99.93
Probabllité cumulée (1)
Ajustement : G.E.V.
3 7 Tlans) = 1 2 5 28 160 16666
Variable : 8™ covariance

+ Dbservetiomn

- Int. Cf. 86«

-z.8 Frrer

: : Papier Gumbel
T T
.81 15 280 S8 B0 -

T T T T

99 99.99
Probabilité cumulée (1)

Ajustement : Loi normale. T =
. éme : (ans) = 1
Variable : 9™ covariance

— Normale

— Int. Cf. BEx

Papier Huormal
) 56 e 5 99 93.99
Frobabilité cumulée ()

.01 1 ]
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Chapitre IV Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : G.E.V.
Variable : Moyenne des variables Tlans) = 1 2 5 20 100 16660

+ Observation
GEV
| — Int. Cf. BOx
-Z.9 .I.'1- T T I T 1 | 1 | T | Papicr Sumbe |
011520 58 B s 39 93.93

Probabilité cumulée (1)

On a remarqué que pratiquement toutes les variables ont été ajustées par loi
G.E.V., les variables ajustées a la loi normale étaient trés rares, et quelque fois, on était
obliger d'ajuster par le biais de la fonction de répartition.

Composantes Covariances Vecteur moyenne Matrice des résidus
principales normées interannuels

-Laloi GEV -Laloi GEV -Laloi GEV - Chaines de Markov
- La fonction de - La loi normale
répartition - La fonction de
répartition




Chapitre IV Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

IV.5. Etude des résultats.

La question qui se pose maintenant est : " les séries générées appartiennent-elles a
la méme population que la série historique ?" Puisqu'on a estimer les parameétres
statistiques de I'échantillon observé, on va essayer de les comparer avec la série simulée
et donner des jugements sur l'ensemble.

Pour cela on va tirer dix séries simulées, et on les comparera au cumul annuel,
moyennes annuelles, écart-types annuels et les maximums également annuels.

IV.5.1. Cumul annuel.

Le cumul annuel de la série historique s'ajuste a la loi Gamma généralisé, de
méme pour les 10 séries simulées, qui sont & I'intérieur de I'intervalle de confiance du
cumul historique.

T(ans) = 1 2 S 20 160 10000

- O T T e i 5'//+0bsemtiom
2 T S} T - - s .‘/

A ; : : £

/ — Int. Cf. 952

yETTCR SR I ) SN

(Transformée)
Papier Gamma

R e
.01 1 5 20 50 8o 95 99 99.99
Probabilité cumulée ()
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IV.5.2. Moyennes annuelles.

Les moyenne annuelles de la série historique s'ajuste a la loi1 Pearson, de méme
pour les moyennes annuelles simulées, qui sont a l'intérieur de l'intervalle de confiance
de la variable historique.

T(ans) = 1 Z 5 26 166 16068

FPapier Normal

- ————r
.01 1 5 28 58 Be B 9 99.99
Probabilité cumulée (1)

T(ans) = 1 2 5 20 168 16060
1 1 1 L 1 i L i 1 " L L
o8 by I : + Observation:
— P3 Mn:Cs2
— Int. Cf. 95

Papier Normal

.8006 F— . —— ————
.01 1 S 20 5 Bo 95 99 99.99
Probabilité cumulée ()
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IV.5.3. Ecart-types annuels.

Les écart-types de la série historique s'ajuste a la loi Gumbel, de méme pour les 10
séries simulées, qui sont a l'intérieur de l'intervalle de confiance des écart-types

historiques.

I(ans) = 1 2 5 20 168 10000
w_e al sl 1 iz 1 1 l 1 1 . tlom
— Gumbel MH
4724 iid
— Int. Cf. 95
36.4
25.6 i
11.3_.;,.. S =l
1.0 K Kaplen: Bosbe!l
.01 15 20 58 B0 95 99 99.99
Probabilité cumulée (x)
T(ans) = 1 2 5 20 168 166060
39.9 + DObservatiom
— Gumbel MM
97 .2
-— Int. CF. 95%
36.4 -
25.6 1
14.8
s : FanjeciSonte
.81 15 20 50 ga 95 99 99.99
Probabilité cunulée (2)
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Chapitre IV Simulation de la pluviométrie au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

IV.5.4. Maximums annuels.

Les maximums annuels de la série historique s'ajuste a la loi Gumbel, de méme
pour les maximums simulées, qui sont a l'intérieur de l'intervalle de confiance de la
variable historique.

T(ans) = 1 2 5 20 100 10000

+ (Observation:

— Gumbel MM

— Int. Cf. 95«

Papier Gumbel

.01 15 20 56 80 95 99 99.99

Probabilité cumulée (x)
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CHAPITRE 'V

Simulation des températures au pas de temps
journalier par le modeéle GESTOP

Dans ce chapitre, on va simuler
les températures au pas de temps
Jjournalier d'une série d'observation de la
station d'Alger.

V.1. Données utilisées.

On se propose d'étudier les températures journaliéres au niveau de la station
d'Alger, pour cela on dispose d'un échantillon de 22 années d'observations pour une
période allant de 1967 a 1988.

Cette figure illustre l'évolution

Températures journaliéres (Station d'Alger) ; ,
cyclique des températures.

Série historique (1967-1988)

Figure V-1 : Evolution des températures historiques
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

V.2. Analyse des donnés par I'A.C.P.

Les caractéristiques statistiques et les résultats
de l‘A.,C.P. de la matrice d'observation (365x22) sont ) Nombre devariables
reportés sur le tableau suivant : 8 Nombre d'individus

Type d'A.C.P.

Tableau V-1 : Caractéristiques statistiques de la matrice d'observations des températures

Jour | Moyenne (°C) |Ecart-type (°C) Valeur propre C;n;?;;ﬂg;e Cmﬂtgi:n
1 o8 232 164.650 17.295 17.295
2 94 208 97.560 10.248 27.542
3 91 1.87 76.540 8.040 35.582
4 9.68 206 62.320 6.546 42128
5 9.79 203 56.088 5.801 48.019
6 955 263 50.479 5302 53.322
7 9.48 2.48 45.431 4772 58.084
8 951 25 40.888 4295 62.389
9 9.45 283 36.799 3865 66.254

10 9.28 25 33.118 3.479 69.733
1 8.73 268 20.807 3.131 72.864
12 8.61 225 26.827 2818 75.682
13 923 2.76 24.144 2536 78.218
14 905 304 21.730 2282 80.500
15 9.69 252 19557 2.054 82554
16 985 2.47 17.601 1.849 84.403
17 9.06 206 15.841 1.664 86.067
18 8.48 2.66 14.257 1.498 87.565
19 903 204 12.831 1.348 88.912
20 927 221 11.548 1.213 90.125
21 9.42 183 10.393 1.092 91.217
22 9.61 245 9354 0983 92.200
23 9.75 255 8.419 0.884 93.084
24 9.41 199 7577 0.796 93.880
25 992 212 6819 0.716 94506 |
26 925 231 6.137 0645 95.241
27 954 28 5523 0.580 95.821
28 952 331 4971 0522 96.343
29 10.01 287 4474 0.470 96.813
0 952 267 ) 4027 0.423 97.236
31 958 24 3.624 0.381 07616 |
32 9.32 206 3.262 0.343 97.959
33 9.4 2.26 2935 0.308 98.267
34 952 257 2642 0277 98.545
35 9.75 207 2378 0250 98.795
36 9.71 2.78 2140 0225 ©9.019
37 994 282 1.926 0.202 99.222
38 10.01 236 1.541 0.162 90.384
39 10.19 2.79 1.233 0129 99513
40 9.36 258 0986 0.104 909617
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41 9.89 264 0.789 0.083 20,620
42 974 284 0.631 0.066 20,766
3 956 261 0505 0053 2819
44 952 243 0.404 0042 0.661
45 935 218 0323 0034 99,895
46 209 235 0258 0027 w922 |
47 895 278 0207 0022 90,944
48 96 3.46 0165 0017 99,961
2 9.61 285 0116 0012 20974
50 965 297 0.081 0009 20,962
51 956 27 0057 0.006 99,988
52 098 223 0040 0.004 99,992
53 952 211 0028 0.003 99,995
54 10 242 0019 0002 99,997
5 102 259 0014 0.001 99,999
56 957 182 0007 0.001 90,990
57 9.19 252 0003 0.000 100.000
58 88 24 0002 0.000 100.000
59 11.87 469 0.001 0000 100000
60 9.47 342 0000 0000 100.000
61 932 332 0.000 0.000 100000 |
62 977 25 0000 0000 100.000
000 0.0000 100,000
356 069 224 0.00 0.0000 100.0000

5 - et = e i —
0 e ST ey Sl R { — T {i——————— T T 4T o — 1
1 51 101 151 201 251 301 351
Jours

Fig. V-2 : Variation des températures moyennes journaliéres interannuelles
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Autres C.P. (9.83%) 1%°C.P. (17.29%)

2% C.P. (10.25%)

3% C.P. (8.04%)

On remarque que la variance
lotale est expliquée par 57/365
composantes principales

4" C.P. (6.54%)

Fig. V-3 : Pourcentage de la variance apportée par chaque C.P. Pourcentage retenu par 14

composantes  principales  qui
représentent plus de 80%

Composantes principales
retirées (19.35%)

Composantes principales
retenues (80.65%)

Fig. V4 : Choix du nombre des composantes principales a retenir
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

V.3. Reconstitution.

Série observée

- Séric reconstituée

(=0 I -]

25 | Sdries T — T S = ]

Fig. V-5 : Reconstitution des températures de I'année 1967 pour 14 C.P.
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

V.4. Ajustements.
Puisqu'on a repris quatorze (14) composantes principales, on aura a simuler :

- 14 composantes principales centrées réduites.

- 365 vecteurs covariances.

- 1 vecteur des moyennes des variables.

- 1 matrice des résidus composée de 365 colonnes et 22 lignes.

Chaque variable a simuler, est ajustée a une distribution donnée ou par le biais de
sa fonction de répartition.

On simulera la matrice des résidus par le biais des chaines de Markov.
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi G.E.V. Tlans) = 1 z 5 100 16068
i : 1°°C.P centrée réduite i L
Variable ee 13.6 L ' 5 + Observatiom
S| — e
3.8 ’/’
-/ — Int. CFf. B8z

FToii i i i i
3.0 Kt ———t—t ; ; Tapler: Cabel
0811528 59 B8 k=1 " .99
Probabilité cumulée ()
Ajustement : Loi normale T(ans) = 1 z 5 20 100 16660

Variable : 2™ C.P centrée réduite 5.8 . R S : b :

3.84-
1.8+

ST P R

- | | T T
.81 1 S 20 50 ;] 9% 99 99.99
Probabilité cumulée ()

Ajustement : Loi normale Teans) = 1 z 5 ze 109 10000
Variable : 3™ C.P centrée réduite 5.9 A ! — : T 5
X : : E: 3 : Gl : + Observation:
— Hormale
1.2
— Int. Cf. 89«
1.44
~.4600 {-
'2.21“'
4.8 < oo : R — dapicricrnet
.81 1 5 28 59 @ 95 P9 93.99
Probabilité cumulée (1)
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Chapitre V

Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi GE.V.

TCams) = 1 2 5 20 100 10000
Variable : 4™ C.P centrée réduite o . ; : . :
5.8 i + Dbservat ion:
3.0 % ? i .
v’ — Int. Cf. 80
55
3%
Papier Normal
d T T T
20 S0 80 95 99 99.99
Probabilité cumulée ()
Ajustement : Loi G.E.V. Tans) = 1 z s 2 100 10088
Variable : 5™ C.P centrée réduite 19.8 4uis

11.6

18.2

5.8

1.4

+ Observatiom
© | — GEV

— Int. Cf. B8~

-3.8 M —————1 ; ; Tepter !
811520 58 Be 95 99 99.99
Probabilité cumulée ()
Ajustement : Loi G.E.V. z2 s 28 160 16660

Variable ; 6™ C.P centrée réduite

{ o 2w o e g | L — T

+ (hservat ion

— GEU

-— Int. Cf. B0z

Papier Gumbel

811520 58 89 5 9

Probabilité cumulée ()

99.93
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modele GESTOP

Ajustement : GE.V. Teans) = 1 2z 5 28 100 10000
Variable : 1% covariance

ﬁo‘lllln{ 1 1  I— | —
o i I Y I P S

3.9

— Int. CF. BBx

Fapler Gumbel

-9.8 frrrr i ———t—— — ;
811528 58 B8 b < !N 99.93
Probabilité cumulée (2)

Ajustement : G.E. V.
Variable : 2™ covariance

811520 5 B9 k-] 9 99.99
Probabilité cumulée ()

Ajustement : G.E.V.

2 . Tlans) = 1 2 ] 20 100 16066
Variable : 3*™ covariance 8
= + Observatiom
1609 =
— Int. Cf. 80

Lzl

.{_1_-}: e I

CaT—

Papier Gumbel

6.8 b il T r T r T — T
.81 1528 S8 88 = 9 99.99
Probabilité cumulée ()
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Loi normale Teans) = 1
Variable : 4™ covariance ans

+ Observation

— Mormale

— Int. Cf. B8

Papier Normal
58 B8 s 9 99.99
Probabilité cumulée (x)

.81 1 5 28

Ajustement : GE.V.
Variable : 5™ covariance

18060

+ Observatiom
— GEV

— Int. Cf. 002

-Z.8

A

011520 59 68 s

Papier Gumbel
e

99
Probabilité cumulée (2)

99.99

Ajustement : G.E.V.
Variable : 6*™ covariance

+ Dbservation:

-/‘ : /~- Int. CE. 86«

.81 1528 59 B8 kS

Papier Gumbel
79.99

Probabilité cumulée C4)
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Chapitre V

Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

Ajustement : Fonction de repartition
Variable : Moyenne des variables

Le vecteur moyenne interannuel ne s'ajuste a aucune distribution
statistique, ce qui oblige le passage par le biais de la fonction de
répartition.

On a remarqué que tantdt les variables s'ajustent a loi G.E.V., et tantot a la loi
normale, par contre, on a utiliser la fonction de répartition pour le vecteur moyennes

interannuels.
Composantes : Covariances Vecteur moyenne Matrice des résidus
principales normées interannuels

Génération

Génération

Génération

Génération

- Laloi GEV E
- La loi normale i

-Laloi GEV
- La loi normale

- La fonction de
répartition

- Chaines de Markov
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

V.5. Etude des résultats.

La question qui se pose comme dans le chapitre précédent " les séries générées
appartiennent-elles a la méme population que la série historique ?" Et puisqu'on a
estimer les parameétres statistiques de I'échantillon observé, on va essayer de les
comparer avec la série simulée et donner des jugements sur I'ensemble.

V.5.1. Moyennes annuelles.

Les moyennes annuelles de la série historique s'ajuste a la loi normale, de méme

pour les moyennes simulées, qui sont a l'intérieur de l'intervalle de confiance de la
variable historique.

T(ans) = 1 2 5 20 100 106006
7 T S e

+ Observation:

— Normale

—— Int. Cf. 95

Papier Normal

1.8 =¥+ ero-—y—v———F—
.01 1 S 20 S8 80 95 99 99 .99

Probabilité cunmulée (x)
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps joumnalier par le modéle GESTOP

V.5.2. Ecart-types annuels.

Les écart-types annuelles de la série historique s'ajuste a la loi normale, de méme
pour les moyennes simulées, qui sont a l'intérieur de l'intervalle de confiance de la
variable historique.

T(ans) = 1 Z S 20 100 16000

Fa | YA syl e I e S 1 S I TERY SR S 1 .
BT T T cabeervation

26.0 1

.01 1 5 20 50 8o 95 99 99.99

Probabilité cumulée ()
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Chapitre V Simulation des températures au pas de temps journalier par le modéle GESTOP

V.5.3. Maximums Annuels.

Les maximums annuels de la série historique s'ajuste a la loi Gumbel, de méme
pour les maximums simulées, qui sont a l'intérieur de l'intervalle de confiance des
maximums historiques.

T(ans) = 1 2 5 20 100 16060
91.0 4t + Observations
— Gumbel
45.0i |
: — Int. Cf. 952
39.0-
33.0-
27.0-
Fo ks B RS ORI . L SR Fapicr. Sumbel
011520 S0 80 95 99 99.99
Probabilité cumulée (#)

D'apreés ces résultats, on remarque que le modéle de simulation GESTOP est
assez efficace au pas de temps journalier pour les phénoménes aléatoires et cycliques,
n'empéche que phénoménes cycliques sont beaucoup plus aisés a manipuler au point de
vue ajustement, car elles oscillent autour d'une certaine moyenne avec une faible
variance relativement aux phénomeénes aléatoires.
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Conclusion générale et perspectives

L'étude développée dans ce mémoire, avait pour base les données
hydrométéorolgiques suivant des phénoménes aléatoires (pluviométrie) et cycliques
(température).

L'approche de la simulation de tels phénoménes devient trés complexe en
travaillant a des pas de temps trés court.

Un modeéle a plusieurs variantes a été développé, et a permis de faire la
simulation de différentes variables (aléatoires et cycliques) au pas de temps
Jjournaliers, en éliminant les inconvénients majeurs des modeéles existant, a savoir
l'exigence de la stationnarité, de I'homogénéité et de la chronologie des séries étudiées.

La perspective a venir devrait s'intéresser a la simulation spatio-temporelle, pour
résoudre le probléme du manque ou de la mauvaise qualité des données
hydrométéorologiques, ce probléme se pose avec acquitté en Algérie, du fait de la
construction de nombreux barrages - réservoirs sur des sites ne disposant pas de séries
de données (ou bien séries Itrés courtes) nécessaire au dimensionnement de ces

derniers.
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ANNEXE I

Eléments S?atistiques de base

1. Moyenne.
Soit lasérie Xi,i=1,2,..... . N
La moyenne de I'échantillon est donnée par

L N
X=1/N Y Xtel que N: est la taille de 'échantillon
i=1

2. Variance

La variance d'un échantillon var est donnée par

N o
var = iz (Xi—Xi)? si N»30,
N i

N V.
var = —-l—z ( Xi—-Xi)? si N < 30.
N4

Et I'écart type est défini par la racine carrée de la variance

G = 4var

Dans cette annexe, on présentera
les éléments statistigues des séries
chronologigues en hydrologie.
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Annexe | Eléments statistiques de base

3. Covariance

La covariance est calculée pour deux variables

N
1 - n
Cov= — Xi—Xi)(VYi-Vi
v i 3y (X=X )(Wi-¥)
4. Coefficient dautocorrélation
Le coefficient d'autocorrélation est donné par
_ Cov (X, Yi)
< O xO vy

ox: écart type de La variable X;

oy : écart type de La variable Y;
généralement -l<p<1

5. Variable centrée
Zi= Xi— Xi
Xi : variable initiale
Xi : moyenne de Xi

Z i variable transformée

C'est une translation de l'origine du repére au centre de gravité du nuage de
points

6 . Variable réduite
Zi = Xi / Ox
avec oxest |'écart type de la variable X;

Cette transformation permet de standardiser les variables en considérant
que leurs variations absolues.
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Annexe | Eléments statistiques de base

7. Variable centrée réduite

:Xi—)_(i
O xi

Zi

Cette derniére réunit les deux premiéres, permet d'avoir d'une part, l'origine
du repére confondu avec le centre de gravité du nuage de points, et d'autre part,
des Variables standards qui n'interviennent que par leurs variations absolues.
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CE 1T

1.Définitions

Soit une matrice A :

® Trace de [A]

Tr (A) = iﬂii

® Transposée de[A]

7.5 |

...............

la @21 ast....
Q12 a2z asz...

matrices.
(a1t a1z ais....
az21 @22 Qz23...
[A] 2} ccnnimangrans
ant Gn2 Gn3
ant |
. an2
. Qnn

ain

. aen

.. Qann

Calcul matriciel

Dans cette annexe, on évoquera
quelgues définitions en algebre linéaire
et les principales opérations sur les
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Annexe |l Calcul matriciel

® Matrice diagonale

ait
az2 0

[D] =

®* Matrice unité
1

[I]=

2. Multiplication de matrice

* ABC = (AB)C = A(BC)
A(B+C) = AB +AC
(AB)'=B' A’ B* : transposée de B.

* Le produit d'une matrice par sa transposée donne une matrice symétrique
C= AA°
C : c'est une matrice symétrique

* Si le produit d'une matrice A par sa transposée est égale d I, A est dite
matrice
orthogonale.
A A'=I
ATA A =ATI
IA =A'I
A=A

Une matrice A est dite orthogonale = sa transposée est égale d son

inverse
A=A
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Calcul matriciel

Annexe [l

et linverse de la matrice transposée c'est la matrice elle méme.

A=) =4

3. Formule de dérivation vectorielle
Définition d'une fonction quadratique

Soit x : un vecteur de p éléments
x" : transposée de ce vecteur ( vecteur ligne).

A : matrice de p* p éléments.

Q : est dite fonction quadratique si elle est écrite comme suit :
Q = x" A x, A est appelée matrice de forme quadratique.

Mz Ax + A' x.

dx
En particulier pour une matrice V symétrique ( V c'est la matrice de

covariance et elle est toujours symétrique), c'est a dire V= V*

Donc
M= Vx + V' x=2Vu

dx
(V=V")
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e _ ANNEXE III

Ecriture matricielle des elements stattsttques

Dans cette annexe, on évoquera
guelgues définitions en dlgébre linéaire
et les principales opérations sur les
matrices.

Cas spécial : pour une variable

L'ensemble des valeurs prises par une variable X dans n observations xi, X2, x3, .
., Xn est considéré comme un vecteur de n éléments.

Xz (x1,%; c0ns . %)

* La somme des carrées de n valeurs de X s'écrit C = X? , et sous forme
matricielle s'écrit C= X* X

X : Vecteur colonne.
X" : Transposée du vecteur X (c'est un vecteur ligne)

®* La somme des éléments de X s'écrit : S = x1+x2+X3+. . . . +X,, et sous forme
matricielle Sécrit:S=I'X= X'I

tel que
I : Vecteur identité colonne.
I" :Transposée du vecteur I ( vecteur ligne).
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Annexe lll Ecriture matricielle des éléments statistiques

Cas général : pour N variables

Pour N variables la matrice d'observations est :

(X1l X12 X13 ... X1p )

X21 X22 X23.....X2p
X(n' p}: .................

* Le vecteur somme est obtenu par la multiplication

=
Sz

S

On peut écrire les éléments statistiques représentés dans l'annexel, comme suit

1N fe 1

* Moyenne X3z Xg= =Y Xj==-S=-TI'X=X'I
n 5 n_ n
:&me

X7 : moyenne de la | variable

(Xi=X)? =2 [(Xt - X)2 + (X2 - X )24 .. +(Xo—X)?]

n

MHZ

*® Variance var = —
n .

T
N

:% [)(12+)(2z + ...+ X, _2)_((X1+X2+ . Xn)+n>_<z]

| 1 1

= DON=2— XTI X wp(=T X)?]
n n n
1 1 1

= [OX 2= T AT X +=T XTI X]
n n H

1
Liex-ixrlxrrx
n n 1

I

Var'==l[X‘X .2 X'I I X).
n n
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Annexe Il Ecriture matricielle des éléments statistiques
®Ecart type o= Jvar =/1/n(X’X-1/n(XITX))
: 1
® Covariance Cov = =

n p— f— pr— .
'21 (Xi- X)Fi-T)=(X1—- X)T1—P)+ (X2— X)(¥2-T)+
1=

creie ¥ A XX —F)
1 &
= L(XYieXe Yot # XaYn- X (Vi Yoo Vo )+

- — 1 1

Y (X +Xo+. .. .. +X)+ X Y ]= ;[X\y— ;X‘IV‘I
1 1

-—X'IY'I+—-X'IY'I]
n n

=LY - = XTIY'T)]
i 1

Covz=i[(XY-LXIYI)
n n

c'est la covariance pour deux variables

Pour N variables la matrice des covariances

[ I T
VEA RO iS5 T il

(vii viz vi3....vip )

Val v2z2 va23....V2p

\ Vp! Vp2 Vp3...... Vep )

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance constituent la matrice des

variances

Vit
V22
V33 0

Vpp J
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Annexe Il Ecriture matricielle des éléments statistiques

([ 1/ . : ARy T
. 1/Jvaz _
et on définit D% = -0 1/'v33 0
\ s IR T TR

® Corrélations : est une matrice symétrique et d'éléments diagonaux unité

(r1riz ..... rip )

raara ..... rzp
REBMBD Yo ol

\I'pt p2 ..... f‘ppJ
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APPENDICE

ACP.

(B]
[C]
[C1]
[COR]
[COV]
[E]

(X]
(X1
(X
F()
GEV

D S 3=

- =

Var

Symboles et abréviations

Analyse en composantes principales
Ecart-type d'un échantillon

Valeur propre

Matrice des vecteurs propres

Matrice des composantes principales
Matrice des composantes principales reduites
Matrice des corrélations

Matrice de covariance

Matrice des residus

Matrice de covariances

Matrice d'observations

Transposée de la matrice d'observations
Vecteur colonne de la matrice d'observation
Fonction de répartition

General extrémes values

Rapport de forme

Moyenne d'un échantillon

Taille d'un échantillon

Corrélations

Rapport de forme

Période de retour

Parametre de localisation

Variance

Variable

Variable réduite de Gumble
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