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Chapitre ] Introduction générale

L’hydraulique est une science aussi ancienne que la civilisation humaine .
Son progrés fut lent et laborieux , puis elle prit avec le temps la forme d’une science
empirique .
Le développement de la physique et des mathématiques , a permis de rendre
P'hydraulique de plus en plus rationnelle , sans bour autant perdre son caractére

empirique .

Mais cependant , il reste bien des phénoménes qui ne sont pas encore
expliqués ou modélisés d’une maniére rigoureuse et rationnelle ; I’hydraunlique est
d’ailleurs pleine de paradoxes .

Tout ceci mis en évidence la complexité des phénomenes hydrauliques et la

nécessité de disposer d’outils mathématiques plus puissants .

Les tendances actuelles de cette discipline sont large et prometteuses . La
modélisation mathématique des phénomeénes | compiexes basée sur des hypothéses
simplificatrices et profitant au maximum de 1’évolution des méthodes numériques et
de D'outil informatique , la est un moyen satisfaisant , pour faire face a ‘l’incapacité
actuelle des mathématiques de fournir une solution générale .

La modélisation est une caractéristique des études modernes .
L’hydraulique des écoulements a surface libre est 'un des domaines qui reste un

champ d’investigations trés vaste .

On présente dans cette thése , une étude sur les éconlements a surface libre
qui a pour principal objectif ; la détermination de la ligne d’eau dans les canaux non
prismatiques et  forte pente .

L’intérét pratique de notre étude est de permettre un dimensionnement rationnel ,
par conséquent économique des murs bajoyers dans les différentes structures
hydrauliques convergentes et divergentes .

Les écoulement a forte pente s’effectues a grandes vitesses et a faible profondeurs
en présentants des perturbations a la surface libre . Le passage de tels écoulements

dans des structures de géométrie variable méme sur une courte distance , conduit a

E.N.P.1996 Page /l
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Chapitre 11 Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatigues

ITA- GENERALITES SUR LES ECOULEMENTS A SURFACE LIBRE :

Les €coulements a surface libre sont caractérisés par I’existence d’une
surface de séparation entre liquide et gaz (air ) sur laquelle s’exerce une pression

généralement atmosphérique .

Cette condition limite imposée sur la surface libre de I’eau parait plus faible
que celle 1imposée sur une paroi solide dans les écoulements en charge ( elle donne
un degre de lhiberté plus grand ), mais ceci va entrainer une complexité supéricure
pour la modehsation de ce type d’écoulement du fait que la surface libre est

déformable

11.A.1- Classification des écoulements : [8,10]

On peut repartir les ¢coulements a surface libre suivant plusieurs paramétres

>

par conséquent on distingue les classifications suivantes :

- permanent ou non permanent si le paramétre est le temps .
» uniforme ou varié selon I’espace considéré .
. torrentiel ou fluvial selon 'effet de la gravité .

» laminaire ou turbulent selon "effet de la viscosité .

La classification classique adoptée {10] repartie les écoulement a surface libre

en deux grandes catégories ;

a)-kcoulement Permanent

« Uniforme o Varie

AR

Graduellement Rapidement

E.N.P.1996 ' Page 3



Chapitre 1l Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

b)- Ecoulement non permanent

o Uniforme . /-Varié\
Gradueliement Rapidement

I1.LA.2- Nombre de Froude :

La mise en mouvement d’une masse liquide sous ’effet de son inertie est
refiété par la variation ( dans I’espace et/ou dans le temps ) des principales forces
agissantes c’est-a-dire les forces de pression , de pesanteur et de frottement .

La proportion de chaque ensemble de forces le long de 1’écoulement et/ou
dans le temps exprime le régime de ’écoulement .

En hydraulique on s’intéresse a certains rapports de forces parmi ces
rapports , d’une grande utilité en hydraulique des écoulements a surface libre :

Le rapport des forces d’inertie aux forces de pesanteur | qui est connu sous le
nom de nombre de Froude ( nombre adimensionnel ) .

Ce nombre caractérise la dynamique de I”écoulement et peut étre formuler comme

F=V (2.1)

V . vitesse moyenne de ’écoulement ( m/s)

suit :

on

g - accélération de la pesanteur ( m/s?)
h : La profondeur hydraulique , définie comme €tant le quotient de 17aire de la
section mouillée par la largeur de la surface libre ( m ), pour un canal rectangulaire

h est la profondeur d’écoulement .

L’écoulement est dit en régime critique , subcritique ou supercritique selon
que le nombre de Froude , F est respectivement égale , inférieur ou supéricur a

Punité .

E.N.P.1996 Page 4



Chapitre 11 Etat de connaissance sur les €coulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

11.A.3- Intumescence - onde de gravité : [8,19]

La vanabilit¢ dans le temps d’un écoulement a surface libre se manifeste par
des ondes de gravit¢ a la surface Iibre . On considere ici des ondes de faible
amplitude ou de grande longueur d’onde .

La théorie hydrodynamique pour les ondes de faible amplitude définitla
. vitesse apparente de propagation , appelée eégalement célérité d uneintumescence

comme étant :

0
I
1+
o3
=

(2.2)
ou :

g : accelération de la pesanteur :

h . profondeur hydraulique , définie comme étant le rapport de 1a section
mouillée et de ia largeur superfictelle , qui devient profondeur d’écoulement dans le

cas d’un canal rectarigulaire .

Notant que la relation ci-dessus ( 2.2 ) peut aussi éire obtenue par
"application de I’équation de continuité et de [’équation de I’énergie .
Les deux signes possibles pour la célérit¢ , mndiquent bien que "onde peut se

propager vers I’aval ou vers I’amont .

11.A.3.1- Ecoulement avec onde :

La relation ( 2.2 ) a été établie pour une eau au repos , mais elle reste
cependant valable dans‘ la cas ou I'eau est en mouvement , en effet il y a
superposition des ondes au courant .

Par ailleurs la célérité absolue , Cw pour un écoulement de vitesse moyenne U est :

Cw=U=xC (2.3)

Cette célérite a donc deux valeurs

CW1=U+C , CW2=U-C

E.N.P.1996 ‘ ' Page 5



Chapitre Il Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

' Suite a ceéi on distingue essentiellement trois cas par conséquent trois régimes

i) U < C , ou 'onde avec la célérité | Cy;, , se propage vers aval et I'onde
avec la célérité ., Cwa , se propage vers ’amont ; ¢’est le régime fluvial .

iiy U > C , oul’onde avec la célérité , Cy,, , se propage vers I’aval et I’onde
avec la célénté , Cy, , se propage aussi vers ’aval ¢’est le régime torrentiel .

iii} Dans le cas particulier ou U = C= M . avec h. la profondeur

critique , I’écoulement est en régime critique .

I1.A.3.2- Instabilité a la surface - ondes en cascades :

St la pente du radier est tres importante et/ou I’écoulement est torrentiel | la
surface libre de I’eau peut devenir instable ( figure 11.1 ), cette instabilité se traduit
par . - une série d’onde de gravité de faible amplitude , appe]éeé ondes en cascade,
qui se propage vers ’aval .

- un déferlement qui provoque un entrainement d’air .

Ainsi les ondes en cascade se superposent & I’écoulement , elles se déplacent en
croissant vers I’aval avec une célérité absolue , Cy, , plus importante que la vitesse
moyenne U : _

Cw =U+Jeg-h
Cependant la présence de tels phénomeénes rend extrémement difficile 1’étude

rigoureuse de I’écoulement dans de tels conditions .

région de forte

turbulence

fig.dl.1 : Ondes en cascade

EN.P.19%6 Page 6



Chapitre 1 Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

I1.A.4- Géométrie des canaux a ciel ouvert:

L Proﬁl de la section transversale :

Dans les cours d’eau naturels le profil de la section transversale est irrégulier
( figll2.a ) , par contre dans les canaux artificiels on utilise des sections de
géométrie réguliére , on cite ici les profils usuellement adoptés : profil trapézoidal ,

triangulaire , rectangulaire , semi circulaire et parabolique .

tig.11.2 : Types de profils de section transversale .

a~- profil d’un cours d’eau naturel
b- profil trapézoidal

c- profil rectangulaire

d- profil tnangulaire

e- profil semi-circulaire

E.N.P.1996 Page '7



Chapitre 1 Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

2-Canaux prismatiques et non prismatiques :

* LUn canal est dit prismatique si
» L’ensemble des génératrices du canal sont des droites paralléles entre elles .

» Le profil de la section transversale ne varie pas le long de I’écoulement .

* Un canal est dit nosprismatique st :
« Les génératrices du canal ne sont plus paraliléles entre elles
. La forme du canal présente des changements de section le long de ’écoulement,
produisant soit une convergence , soit une divergence , qui peuvent étre
progressives ou brusques .
Les canaux non prismatiques sont souvent uttlisés sur une courte distance , ¢’est
pour cela d’ailleurs qu’on fes désigne souvent sous le nom de transitions .

Leur présence engendre des instabilités a Ia surface libre .

ILB- ECOULEMENT DANS LES CANAUX NON PRISMATIQUES : [12 28]

Le changement de direction ou de section d’un canal découvert provoque la
perturbation de {’écoulement & [’aval | ceci se traduit par une surface libre
irréguliere et ondulée .

Cette irrégularité est plus accentuée pour les écoulements torrentiels ( ou
supercritiques ) ou elle est négligeable .

L’¢écoulement en régime supercritique dans les canaux non prismatiques est
toujours accompagne d’ondes de chocs ( dites aussi ondes transversales ) ce qui
nécessitera une surélévation importante des parois latérales du canal .

Dans ce qui swit on va examiner la formation d’ondes transversales .

11.B.1- Notion d’ondes transversales : [28]

Il est bien connu que si un écoulement subcritique dans un canal découvert
ne produit pas d’ondes de chocs , Pécoulement supercritique lui par contre

s’effectue en présence de ces dernicres .

E.N.P.1996 ' Page 8



Chapitre 11 Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

Les écoulements avec F > 1, ou écoulements a grande vitesse entrainent des

particularités du type ondes , ces demiéres constituent des problémes
caractéristiques le long du canal dans les deux directions , amont et aval .
Chaque obstacle dans le canal , par exemple , pile , une déviation ou une jonction de
mur , crée une perturbation distincte le long de courbes caractéristiques bien
définies , il se forme un réseau d’ondes stationnaires 4 la surface libre : creux ou ce
qui est plus dangereux surélévation , de telles ondes sont appelées ondes
transversales ou par analogie & la dynamique des gaz ondes de chocs .

Dans les écoulements permanents | ces ondes ne se déplacent pas sauf pour
les variation turbulentes , et nécessitent une revanche supplémentaire .

Il'y a donc lieu de recherche des moyens permettant de réduire de telles ondes .

H.B.2- Etude d’une déviation brusque d’un mur :

Soit un écoulement torrentiel dans un large canal rectangulaire dont la pente

du radier est bien choisie afin de compenser la pente de frottement .

En un certain point , le mur du canal subit une brusque déviation , d’un angle 0 vers

I’écoulement ce qui est illustrer 4 la figure J1.3 |

I

L B Vigs.

£ Ve ®

f- \ Front donde.
)

]

, h1 >V o
FTrTrrT Ty LOLEN 4 S SN G S Sw av o o o oy oy oy o
Section A-A

fig.11.3 : Ondes transversales dans une déviation de mur .
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Chapitre 1l Etat de connaissance sur les écoulements a surface
, libre dans les canaux non prismatiques

La deviation du mur produit une perturbation de I’écoulement le long d’une
ligne droite faisant un angle 3 par rapport 4 la direction initiale de ’écoulement
L’angle [ est appelé «angle de chocs» et la ligne correspondante « onde

transversale » .

L’application respective du principe de la conservation de masse et des
quantites de mouvement.au front.du choc entre les positions a ’amont désignés par

Pindice (1) et les positions & I’aval désignés par I’indice (2) donne :

_ 18
= -9 2

Y“%[(]JrSF,Z sinf) - 1] (2.5)

z oyt 2_L _ 2
F; =} {F] 2},()’ 1)(_“1)} (2.6)

= A
4

F,="2 ,
i /(ghz)]z
h

Le systeme d’équations €crit ci-dessus permet , pour hy , V.0 donnés de calculer h,,

ou :

B et Fz .
Dans le cas ou Fysin3 > 1, PPéquation ( 2.4 ) peut étre simplifiée par I’équation

" approchée suivante .

Y =2-Fsing- 1 (2.7)
et Hager a montré que :
-0+ 3 F 28
B N (2.8)

Les équations ( 2.6 ) et ( 2.7 ) ont été vérifices expérimentalement [21]

EN.P.1996 | Page /] O



Chapitre 11 Etat de connaissance sur les écoulements a surface
libre dans les canaux non prismatiques

11.B.3- Ondes positives et ondes négatives :

La figurell.4 représente un canal découvert, qui subit un léger changement

de direction , d’un faible angle 8 , a I’amont de ce changement F; > 2

fig.11.4 : Schématisation des ondes

positives et ondes négatives .

Le canal change de direction d’un angle 0 aux points A et B |

Au point A | le changement de direction rentre dans I’écoulement , un tel
changement est qualifié de «positif» et engendre une augmentation de la
profondeur d’écoulement , I’onde crée est dite onde positive .

Contrairement , au point B la déviation du canal est considérée négative et
engendre une diminution de la profondeur d’écoulement .
L’onde est dite n¢gative , cette derniére est différente de I’onde positive du fait que

le changement de la profondeur est progressif et non brutal .

Dans la zone située a gauche de ACB | c’est-a-dire a !’amont des ondes
transversales , i’écoulement n’est pas influencé et les lignes de courant restent
parailéles au canal d’entrée .

Dans les regtons ACE et BCD , les lignes de courant sont paralléles aux murs
du canal aval et les profondeurs d’écoulement augmentent et diminuent

respectivement .
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Le point C est le lieu de rencontre des deux ondes transversales .
Leur superposition nous rameéne 4 |’état initial par conséquent les caractéristiques
de la région CDEF sont h; comme profondeur et F; comme nombre de Froude , mais

les lignes de courant ont dévié de 26 par rapport a la direction initiale .

A TD'aval de laligne DF et EF , une nouvelle inversion se produit et les lignes
de courant redeviennent parall¢le aux murs .
La profondeur de I’écoulement augmente dans la région DFH et diminue

dans la region EFG .

Le long du mur ( AEG ) ., la surface de I'eau s’éléve tout d’abord
brusquement , puis diminue progressivement au dessous de la profondeur initiale h,.
L’écoulement est ainsi agité dans le canal , ce qui nécessite des murs plus hauts que
ceux de la zone d’entrée , d’ou I’importance de |’étude portant sur laréduction des

sommets des ondes .

11.B.4- Réduction des ondes transversales :

Pour réduire les ondes transversales et du fait optimiser le cotit de I’ouvrage
(tel que les coursiers ) un moyen simple et efficace est souvent envisagé ; basé sur le

principe de I'interférence d’ondes .

Selon ce principe , une onde négative est produite pour remplacer une onde
positive 1dentique . Par exemple , une déviation de mur positive dans un canal de

largeur finie , telle que représentée sur la figure.ll.5.a, ci-dessous conduit a une

augmentation de la profondeur d’écoulement ( h, > h; ) .

Dans la figure ( IL5.b ), I'inverse se produit conduisant & une diminution de

la profondeur d’écoulement a ’aval .
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2

_sz_ 28 ' \%

@) ) e

fig 11.5 : (a) Augmentation de la profondeur d’¢coulement .

(b) Diminution de la profondeur d’écoulement .

I1.B.5- Rétrécissement d’un canal dans des

conditions d’écoulement supercritique :

I1.B.5.1- Types de rétrécissement :

Un rétrécissement de canal dans un écoulement torrentiel se présente aux
endroits ou :

- la pente du radier est augmentée .

- la rugosité est réduite .

- le débit augmenté .
Un rétrécissement permet de passer d’un canal d’entée de largeur by a un canal de
largeur b; (b <b; ).

On distingue les rétrécissement en forme d’entonnoir .en forme d’éventail et

en forme de tuyeére ( fig.11.6) .

Le premier type a une forme polygonale entre la partie large et la partie
étrotte du canal .
Dans la forme en éventail . on utilise des arcs circulaires dont fa courbure est

orientée vers I’écoulement , alors que la forme en tuyére deux arcs circulaires sont

disposésen S .
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(a)

(b (c)

fig 11.6 : Types de rétrécissement .
a) en forme d’entonnoir
b) en forme d’éventail
¢) en forme de tuyére .

Le rétrécissement en forme d’éventail présente le mmimum de déviation
élémentatres et correspond ainsi a la forme optimale du point de vue géométrique
En ce qui concerne le rétrécissement en forme de tuyére , I’arc amont aura un rayon
plus petit que I’arc aval .

On s’intéresse en particulier au cas du rétrécissement en forme d’entonnoir .

11.B.5.2- Rétrécissement en forme d’entonnoir :

] A

A .

O

=
W

5 a
fig 11.7 : Représentation schématique de I’écoulement dans un rétrécissement de

canal d’aprés IPPEN et DAWSON (1951)

(—— ) onde positive (------ ) onde négative .
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La figurell.7. schématise un réirécissement symétrique , de tracé rectiligne |
avec lignes de courant et ondes transversales .L’indice (1) correspond aux
conditions d’écoulement a [D’amont du rétrécissement , h, ,V, , F, étant
respectivement la profondeur , la vitesse et le nombre de Froude de I’écoulement
amont .

Les largeurs du canal d’entrée et du canal de sortie sont respectivement b; et bs.
Pour un angle 6 arbitraire de rétrécissement , le schéma de 1’écoulement est illustré

sur la figure IL7 .

L’onde transversale positive , ayant comme origine les points A , est réfléchie
sur le mur opposé aux points C et pénétre dans le canal aval .Simultanément , des
ondes négatives se forme aux points D . La superposition des ondes positives et
négatives conduit a un écoulement agité . II en résulte que I’¢coulement dans le
canal aval connait des perturbations .

1l est évident que le choix de 6 dépend du nombre de Froud amont F,
et du rapport des largeurs d’entrée et de sortie ¢ = b/ b; . une fois ¢ et O fixés
chaque changement de F; conduit a une situation représentée dans la figure.11.7 .
Pour un certain choix bien étudié de 6 , les ondes de choc a I’aval du point B sont
dérigées exactement vers les points D . L’écoulement qui en résulte dans le canal

aval n’a pratiquement pas de perturbations de surface .

It s’ensuit que I’écoulement dans la zone.2 ,est le seul qui n’est pas axial
(fig.11.8.a, ci-dessous ) . La figure 11.8.b, représente des profils caractéristiques de

surface , le long des murs latéraux et le long de I’axe du canal .

D’apr¢s Hager et Bretz Pangle de rétrécissement 9 peut étre déterminé par la
formule approché suivante :
i I :
arctg=——| ——1 (2.9)
2503

valable pour 8 < 10°
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e
(b) hy I

fig.11.8 : Conception d’un rétrécissement de canal en forme

d’entonnoir d’aprés IPPEN et DAWSON (1951)

a) Vue en plan
b) Coupdongitudinale avec
(

(---=---~ ) profil de la surface libre ie long des murs

) profil de la surface libre le long de I’axe du canal

La conception d’un rétrécissement s¢ base sur le débit pour lequel la hauteur
maximale de ’onde se produit . Ce débit n’est pas connu & prior on considere en
général , le débit maximal comme débit de projet pour tous les autres débits , la

forme du rétrécissement ne sera pas conforme a ’équation ( 2.9 ) .
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I1.B.6- Elargissement d’un canal dans des

conditions d’écoulement supercritique ;

Les clargissements sont fréquemment utilisés dans les réalisations
hydrauliques, tel que le canal qui débouche sur un coursier a pente raide.
Contrairement 4 une réduction de la largeur d’un canal , ot la vitesse moyenne V
diminue et la hauteur d’eau h augmente dans la direction de I’écoulement | la vitesse
V dans les canaux a parois divergentes augmente et h décroit pour des conditions

pseudo-uniformes ( fig.11.9 , ci-dessous } .

/ — .l
Q—
Tb4 jﬁ\
— Th,
fig 1.9 : Géométrie d’un élargissement dans des
conditions d’écoulement torrentielles
(——— ) profil de la surface libre le long de I’axe
(------ ) profil de la surface libre le long des parois

(o) début et fin de la transition
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Dans la figure ci-dessus by et b, désignent respectivement les largeurs a

'amont et a I"aval du canal rectangulaire . 1.’¢coulement s’effectue de gauche a

droite, on considére de plus que le canal d’entrée est infiniment large (b;/b, —0).

La fonction qui exprime la variation de la largeur ( B = B(x) ) dansla

transition s’écrit comme suit :

5 MR EE
El—:—z—({bl.}:!:l +]J (2.10)

ou : x est représentée sur la figure.11.9.

Remarquons que si la transition entre le canal étroit et le canal plus large est
trop -brusque , des ondes transversales importantes peuvent prendre forme par
contre, une transition trop progressive conduit & un ouvrage de grande longueur et
trés colteux .

Remarquons aussi que la forme de I’élargissement représenté par I’équation

(2.10) empéche la séparation de I’écoulement .
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Chapitre 111 Modglisation mathématique

II1.1- INTRODUCTION :

Le mouvement d’une masse liquide , est gouverné par les lois de conservation
de la physique des milieux continus , ¢n I’occurrence :
» 1ot de conservation de la masse .
» Loi de conservation de la quantité de mouvement .

¢ L.o1 de conservation de I’énergie .

Mais il n’est guere facile de traduire ou de formuler mathématiquement
I’écoulement liquide , en particulier si ce dernier est 4 surface libre .L’établissement
des €quations qui régissent un tel phénomeéne est obtenu par [’application des lois de
conservation mentionnées ci-dessus , en se basant sur un certain nombre
d’hypotheses qui s’imposent pour des raisons physiques et/ou mathématiques mais
qui doivent étre justifiées et c’est de la que vient I’aspect approché des modéles

mathématiques .

11.2- HYPOTHESES DE BASE : [6,8,16,22]

Pour 1'établissement des équations de base , des écoulements & surface libre
bidimensionnels non permanent en régime graduellement varie , on fait les
suppositions suivantes :

1- le fluide est incompressible .

2- la distribution des pressions est hydrostatique .

3- La répartition-des vitesses transversales est uniforme .

4-Les contraintes tangentielles au fond du canal sont
prépondérantes par rapport aux autres contraintes .

5-Les pertes de charge générales sont les mémes gue dans le cas
d’un écoulement permanent de méme profondeur .

6- Accélération de cortolis négligeable .
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11.3- MISE EN FQUATION : [1,2,4,5,11,22.23,31]

Soit un €coulement a surface libre dans un canal non prismatique de pente

considérable a, figure 1II.1

fig L1 : Ecoulement a surface libre

a/ vue en plan b/section A-A c/section B-B
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L’€coulement est defini dans "espace et dans le temps par Jes variables suivantes
- la profondeur d’écoulement h=h(xy,t)

_>
-le vecteur vitesse 7 de composante u suivant x et de composante v suivant y

V- ;(x,y, 1)+ :(x,y,t)

Notant que le repére orthonormé xyz est lie au radier du canal . Cependant |
on a trois inconnus qu’on doit déterminer ; I"application de la loi de conservation de
la masse nous donne une équation et celle de conservation de la quantité de
mouvement nous donne deux €quations I’une suivant x et I’autre suivant y , ainsi le

systeme est ferme .

Considérons un volume de controle élémentaire de base Ax .Ay et de

hauteur h , ou h est la profondeur d’écoulement ( figure 111.2 ) .

el
]
' y
,15% v t[h -
ol
//LI- "
Y ’AI <Y
nX

fig l11.2 : Volume de contrdle élémentaire

e
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Chapitre 111 Modélisation mathématique

a) Equation de continuité :

L’équation de continuité traduit le principe de conservation de la masse , ce
qui signifie qu’aucun fluide ne peut ni étre crée ni disparéitre dans un volume
donné.

Ainsi I'augmentation de la masse , pendant un certain temps ,du fluide
contenu dans un volume donné , doit étre égale a la somme des masses de fluide qui-

y entrent , dimmuée de celles qui en sortent .

Considérons |’élement de volume Ax. Ayh (figlll.2) dansVVintervalle de
temps A t-sa masse varie de ;
e suivant la direction x

[puh(xyt)-puh(x+Ax,yt)] Ay At

e suivant la direction y

[pvh(xyt)-pvh(xy+ Ayt)] Ax At

ot p: masse volumique du fluide .
u, v . composantes de la vitesse suivant les axes x et y respectivement.

h : profondeur d’écoulement .

Par ailleurs la variation de la masse fluide dans les deux directions | est égale
a la masse stockée dans 1’élément de volume considéré .
p.AhAx Ay=[puh{xyt)-puh(x+tAx yt)]Ay At
+ {pvh(xyt)-pvh(x,y+Ay t)] Ax At

p est une constante par hypothese , en divisant I’équation ci-dessus par
Ax. Ay At et en faisant tendre ces grandeurs vers zéro on obtient la relation
mathématique expriment la conservation de la masse ;

é"i%(uh)%(vh): 0 (3.1)
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b) Equation de conservation de la quantité de mouvement :

. énoncé du principe de la quantité¢ de mouvement stipule que la variation de
la quantite de mouvement dans |I'élément de volume pendant I'intervalle de temps
At doit étre égale a la somme de I'accroissement de la quantité de mouvement et la
somme des forces extérieures appliquées sur 1'élément de volume pendant le méme

mmtervalle de temps

L augmentation de la quantité de mouvement dans I’élément de volume
considéré est deéfinie par la différence entre celle entrant par la section x
(respectivement _ vy ) et celle sortant par la section x + A x { respectivement .y +Avy ).
Swivant la direction x { respectivement | y ) elle est donnée par :

e Suivant x

Hphu Ay AD(phu Av. At A« (P huv.Ax. At h-(phuv.Ax At ALl

e Sulvanty :

[(p.h.vz. AX A D p.h_vz. AX A AT I(Phuv Ay At -(phuv.AY At)u Ayl

l.a vartotion de la quantité de mouvement dans I’élément de volume pendant
I"mtervalle de temps Atest:
e suvant x
FiphuwAXAYY-(phuAX AV A
o Suvant y :
[(PhVAX AV -(ph V. AX AY )ALl
D'une autre part | les principales forces extérieures agissant sur I'élément de
volume pendant fe méme intervalle de temps At sont :
- les forces de pression
- les forces de gravite .

- les forces de frottement .
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o BILAN DES FORCES EXTERIEURES:

I- Forces de pression :

La figure HL3 ilustre la distribution de la pression dans le cas d’un

¢coulement torrentiel 4 forte pente [ 19 ]

fig I11.3 : Répartition hydrostatique de la pression .

Les forces de pression ont pour résuitante :

| Fpl = p.ghcosa, Ax. Ay (3.2)

La projection de cette résultante sur les axes donne :

* Projection sur x :

I, = pg/igcosa_‘.AtAy (32.1)

e Projection sury

= ~pgh%cosax_AxAy (3.22)
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2- Force de gravité :

La décomposition de la force de gravité | Fg sur les axes donne

e Survant x ;

Fgx=p.gh Ax Ay.sinoy (331)

e Suivanty :

Fgy=pgh Ax Aysinay (3.32)

3- Force de frottement :

La force de frottement est proportionnelle a la surface de contact eau-fond | le
fond est considére relativement plat | cette surface est Ax. Ay pour I’élément de

volume considére .

Par ailleurs , cette force est aussi proportionnelle au carré de la vitesse ,

opposée a I’écoulement et s écrit :
Fr=-140Co.V.[V]Ax Ay (3.4)

avec . Cr : coefficient de frottement , selon Chezy Cy

2g
_2.

C

est défini par : Cy_

ol : C: coefficient de Chezy

g : accelération de la pesanteur .

Si le coefficient de Manning est utilisé alors :

1 Le
C=—-R
n H

ol : n: coefficient de Manning

Ry : le rayon hydraulique , pour un canal rectangulaire
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B.h

b+

B étant la largeur du canal et h , le tirant d’eau,de plus si ce canal est symetrique :

Ru-

b.h _
Ry - ik avec b=B"2.

Finalement , la conservation de la quantité de mouvement s’écrit suivant les
deux direction x,y comme suit :
e Suivant x :
[(phu A XAyh-(phuAxAy)iad= [(p.h.uz. Ay. At)(p.hu’ A Y. At )+ A}
' +{(phuv.Ax At)-(phuv.Ax A Dy+ Ay

+[pgh sing, Ax Ay- p.g.h%cosax AX Ay

A D+ h "
—n v pgulVILAX Ay] At

¢ Survant y
[(Phv.AXAY)N-(phy.Ax Ay }e Ad=[PhV AX AD-(PHhVEAX AL),, A4
| tl(phuv Ay At)-(phuv. Ay Atha ALl

+ [ p.gh sinoy Ax Ay- p_g.h%cosax AX Ay

b+
—-n ", p.egvIV[ . AX Ay] At

p , €st une constante par hypothése , en divisons les équations ci-dessus par

AX. Ay At eten faisant tendre ces grandeurs vers zéro , on obtient -

2

g(uh) + g(uzh + g%cosaxj + g(uvh) = gh(sox — sfx) (3.5)

2
g(vh) + g(vzh + g%cos afx} + g(uvh) = gh(soy — sfv) (3.6)
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Dans les équations ( 3.5 )et( 3.6 ) on adopte les notations utilisées dans la
littérature ou :

173
o sfx = n2u(u® + vz)”2 [#}
bh

1/3
b+h
o sfy =n*v(1® + ‘)2)1/2( y ]
bh
sfx et sty sont couramment appelées pentes de frottement

*» SOX = SOy

* SOY = SInQly

Finalement

>

le modéle mathématique se résume dans le systeme d’équations
suivant:

o Tt L (un) + %(vh) -0

(3.7)

a

o é’[ h* J 174

G )+ Zwh+ g 2 (uvh) = gh{sox —
d(u) |\ wh+ g cosay -|~03)(uv) gh{sox — sfx)
.2

%]

(vh)+ g(uvh) + g} ( h + g%cos ax) gh(soy — sfy)

C- Développement et simplification des équations

1- Equation de continuité :

On garde la méme forme c’est-a-dire :

V) V74
%h £ () 2 () =0

2- Equation de la quantité de mouvement suivant la direction , x
2
g(uh) + gc—(uzh +g g—cos ax) + %(uvh) = gh{sox — sfx)

(1) (2) (3) 4)

Le développement des termes (1), (2) et (3) nous donne

ENDP.1996
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Chapitre 111

(1 g(uh)=!1%+u§

2
(2) i[uzh + gicosar) = 2huéli+ u2@+ hf—(ghcosa r)
& 2 ' x V7 & '

& é it
3y = \wvh)=u—(vh)+ vh—
()@( ) @’( ) &

En introduisant ces développements , on aboutit a :

[%+§(uh) +§(vh)} + h{%’- +§(7 + ghcosax) + véh—J (4)

Le premier terme de l'équation ci-dessus représente le terme gauche de I’équation

de continuité | par conséquent il est nul .

Aprés simplification on arrive a la formulation suivante
(3.3)

_t —

gl ;(—+ghcosa ] +v%:g(sox—sﬁ)

3- Equation de la guantité de mouvement suivant la direction , y

En sutvant les méme ¢tapes que précedemment on obtient 1’équation ci-

dessous :
(3.9)

A & 7 (v"’ j
—+u—+—| —+ ghcosa soy —§
a & & g X ( Y — ﬁ’)
Donc le systéme d’équations qui traduit I’écoulement apreés les opérations de

simplifications s’écrit comme suit :

G (uh)+—;—(vh): 0

—_— 4 —

a X

%+“§(l:{;+8hcosaxj“’=g(801—sfr) (3.10)
2

%+u%+§(%+ghcmaxj g(soy — sfv)

Page 2 8
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11.4- TRANSFORMATION GEOMETRIQUE : [6.23,30]

Dans la pratique hydrotechnique , les canaux découverts ont fréquemment
une geométrie relativement complexe . La résolution des écoulements dans de tels
canaux par des méthodes numériques basées sur une discrétisation du domaine
physique (notamment la méthode des différences finies ) , nécessite de porter une

grande attention lors de cette opération , en particulier au niveau des parois latérales,

Roache [6] confirme que Iutilisation d’une procédure d’interpolation aprés
discritisation du domaine physique , comme I’illustre la figure 111.4 a conduit a des

solutions aberrantes .

fig 111.4 :Discrétisation aux parois latérales
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A cet égard , 1l est commode dans tels cas de transformer le domaine

physique en un domaine de calcul de forme rectangulaire plus adopte aux calculs

numeriques .

Cette procédure est basée sur la transformation de coordonnees suivante { Anderson

et Al[6] ).

(3.11)
n = y/b(x)
b(x) , étant la distance entre ’axe de symétrie et la paroi latérale 4 une distance x

(fig 1115 )

Aprés cette transformation , 1l est a présent possible d’appliquer les

différences finies dans le maillage amnsi établi . Notant que les frontieres du domaine

de calcul coincidentavecn=0etn=1.

s My
Ja Y . ﬁ‘ | :
—> / L)-’-‘ ot
b(x) L

fig I11.5 : Transformation de coordonnées pour une transition symétrique .
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111.4.1- Application de la transformation géométrique

aux équations de I’écoulement :

Il est indispensable d’adapter les €équations qui gouvernent I’écoulement a la

transformation géométrique effectuée précédemment sur les coordonnées .

Considérons la fonction f=f(x(&n ),y (&n))

D’aprés les propriétés des dérivées partielles on peut écrire :

g_ada, g
X LAk Ik
(3.12)
g _9d& doan
&y Ed nd

L’application de ( 3.12 )sur la transformation de coordonnées ( 3.11 ) nous donne

apres simplification :

i:i_ib'(gi
& I b(s) 1
(3.13)
g._.1 4
& & an
. , d
ou: b (é‘)z-ag(b(é’))
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La procédure mathématique ( 3.13 ) apphquée sur les équations de I’écoulement

conduita :

O amy- Ly Ly + —— |

3 0,,5( h) b(g)b(@é’n( uh) + b((g)&n(h) 0 (3.14)
& (u?

—5+2}E(7+ghcosax) 6] (5)%(?+ghcosaj ) éﬂ—g(sox sfx)
& & b 1 2 (v? _

5 g‘f b(f) b (Eu g) rér)%[—+ghcosax) g(soy — sfy)

111.4.2- Opérations d’algébre matricielle sur les équations : {15,26]

En terme de primitives des variables de 1’écoulement h , u et v, le sysiéme

d’équations ( 3.14 ) qui gouverne I’écoulement s’écrit :

— R, +T=0 (3.15)

i+ Pe = 5 OPy + b(rf) 7

ou: V=(h, u,v)t

uh vh
P = %u2+ghcosax ; R=uv »
uv %vz + ghcosa
0
T =|—-g(sox — sfx)
—g(soy — /)

L’équation ( 3.15)n’est pas dans une forme totalement conservative a cause

. de la présence du terme T appelé « Terme de source » .
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Quand ce terme n’est pas nul , il agit comme une source , mais comme la
contribution de ce terme est généralement petite les proprietés de la forme

conservative ne sont pas altérées .

I1 est cependant , nécessaire pour certain schémas numériques ( schémas aux
différences finies ), que les équations soient dans forme non conservatives ¢’est-a-
dire dissipative , dans ce but , la forme dissipative de I’équation ( 3.15 ) est obtenue
en substituant ies termes P: ( Py, ) et R, comme suit :

Pg:G.Vg (pn=G.Vn)

R,=H V,
ou : G et H sont des matrices jacobiennes , définies par
u h O v 0 h
G=|gcosay u 0 ; H=) 0 v 0
0 0 u geosa, O v

Les valeurs propres :

Les valeurs propres de la matrice G et H sont respectivement :

ﬂpizu
G 12=u+c

/?,3:1,[*6

@y =V

Hiw =v+c
(1)3 =V—-C
ou c:(ghcosax)“2

Les matrices G et H sont décomposables , ou plutdt peuvent étre

diagonalisées sous la forme suivante :
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G=MD; M
H=N.D, N

ou: M et N sont des matrices de passages
M et N matrices inverses de M et N

Dg et Dy sont les matrices diagonales de G et H respectivement .

0 M M 0
M=o Y -y ; N=|1
10 0 | 0

0 0
hh

Les matrices G et H peuvent étre écrites en fonction des valeurs propres .

/24, +4;)  (h/2)(2,-2,) 0
G=i{e/2m)(A, = 4,) 1/2(2,+4;) 0

0. 0 A,

1/ 20w, +@,) 0 hi2dw,-o,)
H= §] (Ul 0
(ci2h) @, -w,) O 1/2w, +e,)

De plus les matrices G et H peuvent étre décomposées d’une autre maniére |

celle qui consiste a les diviser en deux parties , I’une positive et I’autre négative |

G=G"+ G

H=H"+H

ceci est accompli par un test des valeurs propres
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27 = max(4,,0)
Z; =min(2,.0)
w} = max(w, 0)

1=1,23

W, = min(a), ,0)

i

L incorporation de tout les changements sur le systeme d’équations initial conduit a;

|
VAV 4GV,  —L GV + GV Y+ ——(HV +H Y+ T=0 1
L+ .+ N (5)( , ”)+b(§)( , + r?)+ (3.16)

I1L.5- CONDITIONS INITIALES ., CONDITIONS AUX LIMITES : [5,27]

D’une maniére générale , une équation aux dérivées partielles admet une
nfinité de solutions .

La solution particuliere désirée est déterminée a partir de conditions
supplémentaires . Ces conditions portent ,dans la plupart des cas , sur le
comportement particulier de la solution sur une courbe qu’on appelle frontiére ou

limite .

111.5.A- Conditions initiales :

Les conditions initiales sont les conditions au temps t=0 .
Pour ’exécution des calculs , il est nécessaire de partir d’un état d’€coulement bien
défini au temps t = 0 , ceci est réalisé par un choix judicieux des variables de
I’écoulementh ,u,v.

Les trois vartables seront spécifiées en tous les points du maillage .

IIL.5.B- Conditions aux limites :

Pour résoudre un probléme physique donnée on est amené a prendre en

considération les conditions aux limites suivantes :
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« Conditions d’amont et d’aval .
« La condition de symétrie .

« Conditions sur les parois latérales .

B-1- Conditions d’amont , Conditions d’aval :

Pour les écoulements bidimensionnels en régime supercritique , trois
conditions aux limites doivent étre spécifiées a I’amont et aucune a I’aval par contre
les écoulements bidimensionnels en régime subcritique , deux conditions aux limites

doivent étre spécifiées a ’'amont et une condition a I’aval .

B-2- Conditions de symétrie :

Pour la détermination des variables de I’¢écoulement h, u et v au niveau de
I’axe de I’écoulement ( axe de symétrie géométrique ) , il est nécessaire d’utiliser la

procédure de réflexion .

Cette procédure , consiste a remplacer les valeurs des variables de
’écoulement h , u et v aux points fictifs du maillage par les variables aux points

intérieurs correspondants ( tigure 11.6 ).

Notant qu’une réflexion symétrique est utilisée pour déterminer h et u , par

contre une réflexion antisymétrique est utilisée pour déterminer v .
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cs
~
Fd

(PO.\-\'T‘: -ui‘[e.f\‘_e_nr

fig 111.6 : Procédure de réflexion a I’axe de I"écoulement .

B-3- Conditions sur les parois latérales :[14,15]

La condition limite au niveau de la paroi solide , est sur la vitesse
longitudinale u , elle est spécifiée et maintenue égale a zéro , le long de la paroi
solide .

Mais cependant pour le calcul des variables de ’écoulement h et v au niveau des
parois latérales , on est obligé de faire appel une autre fois & la procédure de

réflexion .

Cette fois-ci pour le calcul des variables d’écoulement aux points du maillage
fictif , figure 117 , une réflexion symétrique est utilisée pour la profondeur
d’écoulement h et une réflexion antisymétrique pour la vitesse normale v etla vitesse

longitudinal u .
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WY

Par o SBQX&Q.-\_—M Ix
. —— 7‘““‘“%%“““/ Toul f‘ﬂ&}
8= M) £ T w0
' P [

ﬁ"’“““x-____,\:M

'__—'_‘—-~—-l..______‘_______-_-—u
: > X

3Kk
s AT,

fig.H]i? - Conditions sur les parois latérales .
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Chapitre IV Simulation numérique

1V.1- INTRODUCTION : [13]

La modélisation d’un phénomene physique , se traduit souvent par des
équations différentielles , des équations intégrales ou par équations aux dérivées
partielles , en effet un grand nombre de problémes en hydraulique sont formulés par
des équations aux dérivées partielles .

La résolution d’un probléme différentiel , par exemple , qui est par nature
« continu » , signifie 1"obtention des valeurs d’une { ou de plusieurs ) inconnue (s)
en fonction d’une variable ( comme le temps ) qui prend une infinité de valeurs
possibles St "on est capable de résoudre analytiquement ce probléme différentiel ,
¢’est-a-dire d’exprimer sa solution a l’aide d’une formule , alors tous va bien : il
suffira , a posteriori , d’apphquer cette formule a telle ou telle valeur de t que
choisira "utilisateur .

L’obtention d’une solution analytique ol exacte se limite pratiquement , a des
problémes trés simples ou de géométrie trés particuliére .

Mais par contre une solution approchée est réalisable grace & une résolution
numérique qui consiste a discretisé le probleme , i.e. le remplacer par un probléme
discret censé lui étre proche en un certain sens .

On peut réaliser une approximation par ¢léments finis , différences finies . . . etc. .
Les méthodes numeériques d’approximations sont nombreuses mais leur choix ou
leur emploi represente tout un art dans la présente ¢tude , on a opté pour une

résolution par différences finies .

1V.2- METHODE DES DIFFERENCES FINIES : [7,13,18,25]}

La méthode des différences finies est 'une des méthodes classiques
fréquemment utilisée pour la résolution des équations aux dérivées partielles
régissant les phénomenes physiques , en particulier ceux du domaine hydraulique .

Cette méthode a pour objectif d’approché la solution d’une ou plusieurs
fonctions , en remplagons le domaine continu par un domaine discret et I’opérateur

différentiel par un opérateur aux différences finies , par conséquent , le domaine de
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calcul est constitué par un ensemble fini de points ou noeuds , délimité par des
frontiéres et formant ainsi un réseau ( appelé aussi maillage ), ce qui est illustré par

la figure IV.1 .

2 F
Fint
i $ 1
fia

X;.q KXo Xiad
fig. IV .1 : Maillage ¢lémentaire .

La dérivée partielle d’une fonction f enun point quelconque 1 du maillage est

remplacer par une différence finie , on écrit

gt (4.1)
|; Ax
A :fi_fz‘—l (42)
&l Ax

ou :
f= 1)
xi:(i—l)/_\x

1" équation ( 4.1 ) utilise une différence avant par contre I’équation ( 4.2 ) utilise une

différence arriére .

La discrétisation dans la méthode des différences finies est basée sur le
développement en série de TAYLOR , pour un pas AX petit , on peut €crire que :
(n—1)!

ou n : représente I’ordre d’approximation ou de précision et O(Ax") est erreur de

- 1(x) + O(Axn]

2
f(x+m):f(x)+_i‘!lf‘(x)+(i\;‘z )t

troncature .
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1l est facile d’étendre ou de généraliser la discrétisation des dénvées partielles aux

cas bidimensionnels ( figure.IV.2 ) et plus .

Lorsqu’une fonction f dépend par exemple de deux variable ( X,y ) on peut écrive .

(1] _fi+1,j_fi,j

&/ Ax

ol (43)
[Q‘"_] _fl,j fz—l,j
X i) Ax
(g:] i1y
& i,J Ay

ou (4.4)
(g] iy
& ij Ay

ot (i,)): fait référence au point du maillage dans les directions x , y respectivement

Ax , Ay pas d’espace suivant les directions x , y respectivement .

f

>
o,

a—«a//////
vV /S

A-1 L 11

fig.1V 2 : Maillage bidimensionnel en cspaée :

EN.P.15%¢
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Chapitre IV Simulation numérique

1V.2.1- Notion de consistance , convergence , stabilité : [7,13.25]

a- Stabilité :
Etant donnée I'équation L ( f) =0 ( L opérateur différentiel ) et les

conditions initiales ou aux limites associées on notera :

77 Lasolution analytique exacte

Fi” La solution exacte du schéma aux différences

fl." La solution numérique trouvée .

La quantité SI." =

FI.” - f’.n ’ est I’erreur de stabilité du schéma aux différences .

1] sagit d’une erreur locale au noeud ( i , n ) . La notion de stabilité que nous
introduisons n’a de véritable sens que dans le cas d’un probléme d’évolution . La
stabilit¢ du schéma traduit le fait que des erreurs locales a un instant donné
s’affaiblissent ou augmentent quand t croit . L’erreur de stabilité résulte de

I’accumulation des erreurs d’arrondi .

Nous admettons qu’un schéma aux différences finies est stable si la valeur

maximum de FI.” - fl.n ' tend vers zéro avec les dimensions du maillage et ne croit

pas exponentiellement .
D’une fagon générale , I'amplitude SI.” au noeud ( 1, n ) est inaccessible par voie

analytique . On se contente d’établir des majorations dans certains cas particuliers .
Cependant . les résultats numériques sont toujours plus précis que ces majorations

ne le laissent prévoir .

b- Consistance d’un schéma aux différences finies :

On dit qu’un schéma est consistant ( ou compatible )}, si les équations aux
différences sont construites & partir d’une expression équivalente a ’équation de

depart au second ordre prés .
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Cela signifie que I'erreur de troncature , tend vers zéro , lorsque les dimensions du
maillage tendent vers z€ro .

Notant que la notion de consistance est indépendante de la notion de stabilité.

c- Convergence d’un schéma aux différences finies :

Un schéma est dit convergent quand :

?:7 - FI.” — 0 quand les dimensions du maillage tendent vers zéro .

L’intérét des notions de stabilité et de consistance est li¢ au théoréme de 1LAX qui
établit que pour une large classe d’équations la consistance et la stabilité constituent

une condition nécessaire et suffisante de convergence .

1V.2.2- Schéma explicite , schéma implicite :

Un schéma est exphicite , si chaque valeur approchée de la solution , au temps
t + At et au point x , estdécnite a partir des valeurs de la solution précédente au
temps t . Cette valeur estdonc explicitement fonction des valeurs connues , déja

calculées , et s’obtient directement pour chaque x .

Un schéma est implicite , si la valeur approchée , en un point au temps t +At,
est écrite en fonction de la solution précédente au temps t, et les valeurs voisines au
temps t+ At. Il s’agit donc d’une liaison | entre toutes les valeurs au temps t+ At

qui se résoud globalement .

[V.3- LES MODELES NUMERIQUES COURAMMENT UTILISES
[5.6,9,15,16,17,20,24] .

Plusieurs modeles numériques ou schémas aux différence finies ont été

développés , parmi lesquels :
Schéma de Maccormack , schéma de Lambda et schéma de Gabutti , pour ne

citer que ceux la .
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Les trois schémas montionnés ci-dessus , sont des schémas explicites de type
predecteur-correcteur du second ordre , ils sont fort utilisés pour le calcul des
¢coulements a surface libre en présence de chocs .

La principale différence entre ces schémas réside dans la fagon d’approximée

(discrétiser ) la dérivée partielle par chacun d’entre eux .

1- Schéma de Mac-cormack : [6,15]

Le systéeme d’équations ( 3.7 ) établi au chapitre Il peut se mettre sous la

forme gquasi-hnéaire suivante :

Ut+Ex+Fy+S:O (4.5)
ol
U =(h,uh,vh)*
uh vh
E=lu?h+ l/.’Zgh2 cosa ; = uvh
uvh veh I/Zgh2 cosar_

0
S =| —gh(sox — sfx)
—gh{soy — 5f%)

L’approximation par le schéma de Mac-cormack est realisée comme suit :

e Etape de prédiction :

2<i<N
Coyk Atyypk _Algypk sk |
.y 1,7 Ax I:v.] Ay 1,7 I,J 2SJ <M
¢ Etape de correction :
~ ~ . o~ -~ 1<i< N -1
R Y S N - Y VI _
l:j l:j Ax I:J Ay ’3.} l:.] ]S]SM—l
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La valeur de U au niveau de temps superieur K+1 est :
Uf‘j* -y 2[Ul.k,j + ﬁi’jj

ol
V désigne une différence arriére

A désigne une différence avant

2-Schéma de Lambda : [9,16]

Reprenons le systéme d’équations ( 3.16 )

vV +GYVvr G vs +1[H+V+ + H‘V*j - r;fl[G*VJf + G‘V‘) +7T=0
t 4 S b n n b 7 i

e Ftape de prédiction :

wwk gk | stk 5
ﬁ+ — l?,] l_ 7.] l‘ 7_]

A&
Vk ok
- i+1j 1,J
g A&
e Ftape de correction :
VooV ..
pr_ i) iml
Ag
2V w3V =V .
P = i, i+1, 7 i+2,]
4 A&

La discretisation suivant la direction 1 se détermine d’une maniere similaire .
La nouvelle valeur de V au niveau de temps K+1 se calcul par :

ph+1_ 1/2(1/_" AV j
i) i i)

2
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Remarque :
Le schéma de Lambda a été introduit par Moretti (1979) puis développé et

amélioré par Gabutti (1983) , ce qui la conduit a4 un nouveau schema qui porte son

nom . c¢’est d’ailleurs le schéma de Gabutti qui sera utilis¢ pour la résolution

>

numérique du modéle mathématique qui gouverne le phénomeéne physique ctudier .

1V.4- APPLICATION DU SCHEMA DE GABUTTI
AU MODELE MATHEMATIQUE :

Les écoulements a surface libre a forte pente sont en régime torrentiel ou
supercritique ceci se traduit dans les termes du modele mathématique comme suit :

On a donc le systéme d’équation régissant notre probleme :

v +GTvI+GTV o +1(H+V+ + H‘V“] — qb“(c;ﬂ/* + G‘V‘) +T=0
! & & b n n b n n
1/2(,12 +A,3) h/2c(/12 —13) 0
Gt =G= c/2h(,12—/13) 1/2(,12”,3) 0
0 0 2

(/1] Ay ,/13)>0 par conséquent G~ =[0]

Lo 0 L Lo, 0 “hy
2 2 2¢ 2 123 2¢ 3
HY = 0 o 0 : H = 0 0 0
;za)z 0 ) oh 3 273

(a)] Wy )>O et @ 4 <0
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IV.4.1- Discrétisation des équations :

8 V afegd

T R B aF
. e

Pyt

Ty
i.]
i,

<>

+ Etape de prédiction :

Partie A :
I k' ] k|
r 7 _ _
nk (hi,j hi—l,j) ( I hi,j—lj
IJE;J At k k i k
BRIy 2y (”i,j‘”t—l,j] i b(z) [ I J (”t,j‘ iJj =1
vk . Nk k
L/ Vig T Vi-1j (vi,j_lj~l
[hi,j_hi,j—l) (Ijﬁ—lﬁhi,j)
k k k k
N {Hﬂ o u ) +[H_} (w o u ) | |-,
An (i) AN Ly NI -/
(ij“",-J_J [1}+I“vi,jj
Partic B : |
— —_ ] k_ I
ht'kj (2 i,] _Bht -1, i—2 jj 2hi,j B 3hi,
> k e
k|- AGpE (- VLD A gk (2,
=1 a2 g ) [ RO 2 3
k k
v, .
LT ] (ZVI.’]. 3 i—1 1_221.} (ZVI.,]. —3vl.’ 1ty
L 3 L
_ i _
[2hijjm3hi,j—1 hi,j—Z) (‘%,;‘ 3hi,j+1 ij+2
k
st LN ol
-— — || H 2u, . —3u. . . +| H 2u, . ~ .
A b(i) [ i,J “j T -1 =2 . i A AR Y S
(2v. C=3v. . v a\l r—2v; =3V L Y 4
L | Lj— Li—</ | | ™ i,] i, /]t I,jt+s<

Al 2mdey)

anbuwnu uonBNWIG




9661'd' N'd

6 17 a8ed

» Etape de correction :

i oy
a =i ——Ai[é"]
b 1J A& i,
V. ~
i,] _vl',j_
A ]
An bi) iJ
ph+1 wk wh o 4R
l;.} t’-] Iﬂ.]
uk*.'l =1/2 uk+13 4 u
L] L i,]
o+l k -
RV NN AN

u. . —u. .
i, J i,J—1

V. .-V, .
i) ij—1

Al 21mdeyd

anbuwnu uonBNUIG
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1V.4.2- Conditions sur la parei solide : [15]

Pour la détermination des variables de I’écoulement h u, v auniveaude la
paroi solide , on doit adapter les équations a cette condition  limite et ceci est réalisé
comme suit :

« on multiplie chaque terme du systéme d’équation par M Cest-a-dire -

My T N‘]Vq - n%D

—1,
MW+ D AR P

~1. 1
GM V’7+M =0

son pose ¥ =0 ou u, = 0 (au niveau de la paroi solide )

t

« on obtient apres simplifications les équations adaptées a la frontiere solide
b

h h 1

h gh
—C—ba)lun+5—£(a)2—w3}vn+7(sox—sﬁc)=0 (4.6)

o u, =0 (4.7)

c 1
v, +§-h~3(a)2 - a)3)hi7 +%(w2 + (03)1!?7 Ag(soy—sﬁi)z 0 (4.8)

La discretisation des équations ci-dessus doit se faire suivant la méme maniére

utilisée dans 1V 4.1 .

1V.4.3- Stabilité du schéma : [6]

Le schéma de Gabutti n’est stable que s1 la condition de Courant - Friedrichs -

o '
Lewy ( C.F.L ) est satisfaite .

Cette condition s’exprime pour les écoulements bidimensionnels , parFexpression

sulvante

+ Jgh) At 1/2
an(%((f—fg%[A52+(b(§)An)2) <2 (4.9)
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ou :

V : est la vitesse résultante au point du maillage .
Cette condition doit étre satisfaite en tout les points du maillage , a partir de
’expression ( 4.9 ) on tire I'incrément de temps :

C b _. -AE-Ap
At= n__min (4.10)

1/2
max(V + @)(A&z + (bminAn)zJ

A chaque itération la formule ( 4.10 ) fix¢ le pas de temps At , en supposons que les

pas d’espace AL, An sont constants .

1V.4.4- Traitement numérique des ondes de chocs .

Notion de viscosité artificielle : [6,9,15,22]

Un écoulement a surface libre s’effectuant en présence de singularités
géométriques est accompagner d’ondes de chocs , c’est-d-dire une surface de
discontinuité séparant deux domaines ou la solution est réguliére . La présence de ces
derni¢res est une cause supplémentaire de difficultés car la position de ces lignes de
discontinuité n’est généralement pas connue a priori et fait partie des inconnues du
probléme .

En conséquence direct plusieurs schémas aux différences finies du second ordre
produisent des oscillations numériques au voisinage des discontinuites . Pour le
traitement des ondes de chocs , 1l est nécessaire d’introduire dans les €quations un
terme supplémentaire dit de viscosité artificielle | qut a la propriété d’étre négligeable
par tout ou la solution est réguliere mais de permettre un lissage de singularités la ou
elles apparaissent
Pour amortir les oscillations numérigue une procédure développée par Jameson et Al
(1981 ) ,est utilisée dans ce modéle .

- Un terme de dissipation est ajouté au systeme d’équations régissant le probléme :

'

1 b ,
V +P.+—R —n—Pn+T+DV=0 411
(T Ty (4.11)
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ou :
D : est I'operateur de dissipation défini le long des axes par :

DV=D.V+D V
¢ n

On utihsant une différence finie de second ordre 'opérateur dans la direction &

devient :

D V=T (V. - .j—r [V. oy )
5 [614]/2,]' A A TR VP WA Y A e

Les valeurs des variables calculés sont modifiées en utilisant ’algorithme suivant :

pktl_pyk+l, p yhktl p ph+l

i,] 6,J g 0] niJ
ou :
]"(Si_ "y meaX(Qé’i_ L ,Qé_,i’jJ
avec :
4 estune constante utilisée pour regulariser la quantité de dissipation .
Les valeurs de 2 £ et QU- _en utilisant par exemple la variable h sont données
i, I, ]
par :
0, - ipry 2 R |
i,J hi+ 1L + 2hi,j + hz‘— 1,
hi,j+ 1~ 2hz’,j + hi,jﬂ'l ‘
Q"r‘j:h w20 |+ | }
’ i,j+1 i.j ij-1

aux points ou hi = n’existe pas { fig.ci-aprés ) :
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¢

. —h. .
i,j+1 i,

h .
.J

Q =

I, |h +

i,j+1

aux points ou hi 1 n’existe pas ( fig. ci-aprés ) :

Jj+

Ky
IR A S
A
—
Q,g 1.} ,J
" hi,jﬂ’Jr iJ'
EN.P.1996
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Chapitre V Applications et analyse des résultats

V.A- 1"RE APPLICATION : ANALYSE DE L’ECOULEMENT
SUPERCRITIQUE DANS UN RETRECISSEMENT RECTILIGNE
SYMETRIQUE :

1- Présentation de ’application :

Dans cette application on va étudier un écoulement en régime supercritique
traversant un rétrécissement rectiligne symétrique a  section transversale

rectangulaire qui est schématisé par la figure.V.1.

Ro- 0.0305 m
iFo_: 4-

figV.1 : Rétrécissement rectiligne symétrique .

Les conditions aux limites de I’écoulement sont les suivantes :
« Le tirant d’eau a 'amont est hy =0,0305m .
+ Le nombre de Froude a 'amont est Fg =4 .
» La vitesse transversale a ’amont est Vo =0 m/s .

« Les pentes de fond et de frottement sont supposées nulles .

Nous utitisons un maillage assez raffine en prenant ies pas d’espace suivants :
AL =10,0483 m
An=0,0476 .
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Chapitre V Applications et analyse des résultats

Pour les problémes de stabilité et d’oscillation , on prend le coefficient de
dissipation ¥, = 0,8 et le nombre de courant C,= 0.8 .
Pour le déroulement des calculs , la profondeur hy = 0,0305 m , la vitesse
transversale vop = 0 m/s , et le nombre de Froude Fy =4 , sont considérés comme

conditions imtiales .

2- Résultats et analyses :

Comme premier constat on peut dire que les résultats de notre modele suivent
approximativement I'allure de la ligne d’eau expérimentale [6] et présentent un
ordre de grandeur comparable a ce qui est donné par ’expérience .

La figure ( V.A.1 ) montre que la ligne d’eau le long de la paroi obtenue par notre
modele suit  globalement de trés proche celle obtenue expérimentalement
contrairement au mod¢le numérique de chaudhry [6] dans lequel on observe des
perturbations qui n’ont pas licu d’étre .

Pour la ligne d’eau le long de I’axe médian figure ( V.A.2 ) notre modéie prévoi
quoiqu’avec un léger décalage le pic expérimental , ce quin’est pas le cas dans le
mod¢le de chaudhry qui lui par contre présente un assez long palier a la place du
~ pic, mars par la suite notre modeéle interpréte mal la réalité .

La différence entre les résultats qu’on a obtenus par simulation numérique et ceux
obtenus expérimentalement en particulier au niveau de I’axe médian s’explique par
le fait que ’hypothese d’une répartition hydrostatique des pressions n’est pas
valable dans la zone de choc , et bien d’autre phénoménes quine sont pas pris
rigoureusement en compte ( hypothéses ) . D autre part les bons résultats obtenus au
niveau de la paroi s’explique par la prise en compte et mise en évidence de la
couche limite par notre modele figures (V.A 10,11 ,12) .

Notant que notre modele atteint I’état permanent at = 5s ( voir figures V.A3 4)
contre 3s dans le modéle de chaudhry |

Les figures V.AS | 6 , 7, 8§ montrent 1'étude faite sur ’effet de la viscosité
artificielle sur les résultats numériques . Cette étude nous permet de conclure que
notre schéma présente des oscillations importantes d’ou la nécessité du lissage
numerique effectu¢ et que la valeur de la constante de dissipation x = 0.8 est une

valeur optimale .
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8.0
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Fig(V.A.1): Ligne d'Faw le Long de la Paroi dans le Retrecissement.

8.0
2.5
. t=5.0 sec
2.0
2 n
1.5 —
27
: . — ~ I
10 == - +++++ Experimental
1T = Chaudhry (1992)
~ Mod
o5 odele present (1986)
]
o‘o _‘T[TII‘II‘[l]'ll||li||||||([[l||||l“||||]|]]‘1|lllllitlllllil|||il|||
a 10 20 30 £0 &0 60 70

x/ho
Fig(V.A.2);: Ligne d’Eau le Long de UAxe de L’Ecoulement
dans le Retrecissement.
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Chapitre V Applications et analyse des résultats

V.B- 2"° APPLICATION : ANALYS-E D’UN ECOULEMENT
SUPERCRITIOUE DANS UN ELARGISSEMENT PROGRESSIF
SYMETRIQUE :

1- Présentation de I’application : [6]

Dans cette 2" application , nous analysons un écoulement supercritique dans
un élargissement progressif symétrique a section transversale rectangulaire illustré
par la figure V.2.

La forme de I’¢largissement est formulée par I’équation suivante :

b@):%o[ i ]IVSJQ

%o

b

fig.V.2 : Elargissement progressif .
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Les conditions aux limites de I’écoulement dans ce canal sont
e Le tirant d’eau a I’amont est hy = 0,0305 m .
« L.e nombre de Froude a I'amont est Fy =2 .
» La vitesse transversale a ’amont est vy = 0 m/s .
» Le coefficient de Manningn=0,012 .
« La pente de fond est supposée nulle

« Le rapport profondeur-largeur est ho/by = 0,25 .

Nous utilisons un maillage dont les pas d’espace sont les suivants :
AE=0,0305m
An = 0,0476 .

A cause des problemes de stabilité et d’oscillation nous avons adopté les
coefficients suivants :
« Le coefficient de dissipation y = 0,3

« Le nombre de courant est C, = 0,9

Les conditions initiales utilisées pour le déroulement des calculs sont :

+ La profondeur hy = 0,0305 m
« La vitesse longttudinale Uy = 1,094 m/s

« La vitesse transversale v =0 m/s .

2- Résultats et analyses :

D’apres les résultats obtenus dans cette application on remarque que ;
« Les profils en long de la surface libre | le long de I'axe médian et de la paroi
représentés dans les figures ( V.B.1) et ( V.B.2 ) respectivement , montrent que la
hgne d’eau décroit progressivement le long de I’écoulement .
Au niveau de |’axe médian , cette ligne suit approximativement |’allure des mesures
expérimentales . Bien qu’au niveau de la paroi c’est aussi le cas, mais avec une

majoration de la ligne d’eau obtenu par le présent modele a [’aval de 1’écoulement .
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« La vanation de la vitesse le long de I’axe de I’¢coulement est donnée sur la figure
(V.B.5), on remarque qu’elle augmente dans la direction de ’écouiement .
Les profils de vitesse 4 la section d’entrée et de sortie de ’¢largissement figures

(V.B.6 , 7)) montrent clairement Ie développement de la couche limite .

Suite aux observations faites ci-dessus on peut dire que [’écoulement dans un
canal de telle envergure n’entraine pas de variations rapides de hauteurs , ce qui

s’explique par le fait que "angle de choc augmente et les ondes de chocs divergents.

En conclusion des deux applications A et B on peut dire que :
« Le modéle présent mit en évidence le développement de la couche limite méme si
c’est d’une maniére grossicre , ceci justifié le bon choix des conditions aux hmites .
« Le modele présent donne des résultats satisfaisants et appréciables en ce sens on a
démontré les performances de ce dernier, et c’est d’ailleurs le but escompter de ces

deux applications .
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Chapitre V Applications et analyses des résultats

V.C- 3 APPLICATION : ECOULEMENT DANS LE COURSIER
D’UN EVACUATEUR DE CRUES EN MODELE REDUIT :

1- Présentation de ’application :

* description du modéle réduit [3]

Le modéle réduit en question estun évacuateur de surface , composé d’un
déversoir latéral , d’un bac de réception , d’un coursier a forte pente et d’un saut de
ski . La partie du modéle qui nous intéresse , ¢’est évidemment « LE COURSIER »
sur lequel des essais expérimentaux ont été faits avec des débits de 0,0344 m’/s
(débit réel 1000 m’/s ) et de 0,0688 m>/s ( débit réel 2000 m*/s ) .

Afin de déterminer la hauteur a donner aux murs bajoyers on a relevé la ligne d’eau
des débits exceptionnels de 0,093 m*/s ( débit réel 2700 m*/s ) .
Le coursier est un canal dont a pente du radier est d’environ 28° | sur une longueur

de 0,74 m et posséde une section rectangulaire symétrique de 0,41 m .

* On va déterminé par simulation numérique la ligne d’eau le long de la paroi pour
Q = 0,0344 m’/s et Q = 0,093 m’/s .

Les conditions de I’écoulement dans le coursier sont résumés dans le tableau

suivant:

Conditions de 1’écoulement dans le coursier
- Q (m’/s) 0.0344 0.093
- Le tirant d’ean a ’amont est hy (m) 0.0656 0.1302
- La vitesse longitudinale est Uy (m/s) 1.280 1.742
- La vitesse transversale est V;, {m/s) 0 0
- La pente de fond est o, (%) 28.1245 28.1245
- coefficient de Manning n 0.01 0.01

EN.P.1996 Page 72



Chapitre V Applications et analyses des résultats

On utilisera :
- Un maillage avec des pas d’espace AZ = 0,02 m et An =0,01025
- Un coefficient de dissipation = 0,8

- Un nombre de courant C,,= 0,8

Les variables de I’écoulement sont hy , Uy et V, indiquées dans le tableau ci-

dessus qui sont spécifiées en tous les points du maillage comme conditions initiales.

2- Résultats et analyses :

La ligne d’eau le long de la paroi pour un débit Q = 0,0344 m’/s obtenu par
simulation numérique figure V.C.1 , présente un décalage par rapport a celle
obtenue expérimentalement , mais pour le débit exceptionnel de 0,093 m’/s , notre

modéle numérique donne des résultats fort appréciables ( voir figure V.C.6) .

On peut interpréter les résultats par ce qui suit :
» L’écoulement amont n’est pas stable 4 cause de la présence du bac de réception ,
c’est le siége d’apparition d’ondes de chocs qui se propagent vers le coursier , par
contre dans les calculs numériques on a supposé implicitement que 1’écoulement a
I’amont est stable .
La géométrie constante du coursier n’aurait pas engendrée d’ondes de chocs

significatives .

« Pour le débit de 0,0344 m’/s les ondes de chocs qui arrivent au niveau du coursier
produisent des perturbations importantes , mais pour le débit exceptionnel ces

derni¢res sont considérablement réduites , c’est d’ailleurs ce qui explique les trés
bons résultats obtenus pour ce débit .

Notant que le modéle numérique atteint rapidement 1’état permanent , soit en un

temps t=0,45s ( figare V.C3 et V.C.7).
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On a représenté |'évolution de la vitesse et du nombre de FROUDE le long de
I'écoulement dans les figures ot-aprés. on a méme fait une représentation

iridimensionuelle de 'écoulement illustré dans la figure V-C-10.

En conclusion de cette application, on peut dire qu'on est parvenu a vérifier la

vahidite du modele mathématique étably.
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Chapitre V Applications et analyses des résuitats

V.D- 4" APPLICATION : ETUDE DE L’EFFET D’UNE FORTE
INCLINAISON SUR IL’ECOULEMENT DANS LE RETRECISSEMENT
RECTILIGNE ET DANS L’"ELARGISSEMENT PROGRESSIF :

1- Présentation de I’application :

Dans cette application on va examiner les conséquences d’une forte
inclinaison sur 1’écoulement dans le rétrécissement rectiligne et 1’élargissement

progressif ¢tudies a faible pente dans les deux premiéres applications . En
particulier on se propose deux variantes o, = 30° et o, = 45°

Notant que les mémes données que lors de I’étude 4 faible pente restent valable .

2- Résultats et analyses ;

a~ Rétrécissement rectiliene :

Si le radier du rétrécissement prend une pente de 30° ou de 45° le modéle
numérique prévoit un rabaissement considérable de la surface libre .
Dapres la figure V.D.1 , on remarque que les ondulations de la surface libre au
niveau de la paroi sont localisées a I'intéricur de la transition par contre au niveau
de I'axe médian figure V.D.2, la surélévation ne survienne que trés loin a I’aval |, la
représentation tridimensionnelle de la surface libre figure V.D.8 nous permet de
visualiser un creu important au niveau du centre de la transition .
L’idée qui se dégage d’aprés les observations faites ci-dessus est que 1’effet d’une
forte pente sur I’ampleur des ondes de chocs est une réduction sensible de celles-ci ,

ce qui est prévisible .

La vitesse d’écoulement augmente lineairement ( figure V.D.3 ) et devient de
plus en plus importante , ce qui est aussi le cas du nombre de Froude figure V.D.4
qui atteint une valeur de I’ordre de 20 i I’aval ce qui mis en évidence la dynamique

ultra-critique des écoulements a forte pente .
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Chapitre V Applications et analyses des résultats

b- Elargissement progressif :

La figure V.D.5 montre que la ligne d’ean au niveau de la paroi dans
I’élargissement progressif diminue d’une maniére impressionnante , les hauteurs a
’aval sont presque nulles . . .

On voit d’aprés la figure V.D.9 qui est une représentation tridimensionnelle de la
surface libre dans I’élargissement progressif, que la ligne d’eau est plus importante
au niveaun de I’axe médian contrairement au rétrécissement rectiligne ceci a cause de

la divergence des parois latérales de 1’élargissement .

Suite a cette derni¢re application on peut prévoir que le danger d’une
dépression serait localisé au niveau du centre de la transition pour le rétrécissement

et a la zone proche des parois latérales dans le cas de 1’élargissement .
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Chapitre V

Applications et analy'ses des résultats
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Fig(V.D.8 ): Representation Tridimensionnelle de
la Swurfoce Libre d(L’)’LOS le Retrecissernent
Rectiligne X = 45
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Pour atteindre le but qu’on s’est fixer au début de cette étude c’est -a-dire : la
détermination de la ligne d’eau dans les canaux non prismatiques et a forte pente,
on a construit tout d’abord les équations de base régissants les écoulements a
surface libre bidimentionnels non permanents en régime graduellement varie , par
application des lois de conservation adéquates et en se basant sur des hypothéses
simplificatrices . '

Puis une adaptation & une résolution numérique a été opérée , sur le modéle

mathématique ainsi qu’une prise en compte judicicuse des conditions aux limites .

1’expérimentation numérique de notre modéle sur des applications ou la
transition ¢té de faible pente , a permis de constaté que le modele numérique utilisé

{modeéle de Gabnutti ) jouis d’une efficacité et d’une fiabilité satisfaisante .

Dans la troisiéme application qui concernait I’écoulement dans un coursier
étudier en modele expérimental comme avant projet an niveau de 1’Agence
Nationale des Barrages , nous avons obtenu une approximation numérique valable et

appréciable . Ceci nous méne a dire et affirmer la validité du modéle ainsi établi .

Lors de 1a quatriéme application on a constaté la grande influence de la ligne
d’eau dans le rétrécissement et dans I’élargissement sous ’effet d’une forte
. inclinaison , ceci est traduit par de faibles profondeurs et le danger de dépressions

ainsi qu’une réduction de 1’ampleur des agitations au niveau de la surface libre .

A la lumiére des applications et des observations correspondantes on arrive
aux résultats suivants :

» La mise en évidence par notre modéle numérique de le couche limite a
permis !’obtention de meilleurs résultats au niveau des parois latérales comparis 2

d’autres résultats numériques .

E.N.P.1996 Page 8 8




Conclusion générale

« L’hypothése d’une répartition hydrostatique des pressions est clairement

remise en cause au voisinage du choc .

Finalement notre travail n’est qu'une approche , ceci laisse la voix ouverte a
d’autre études pour des améliorations et la prise en compte plus rigoureuse des

hypothéses ainsi la recherche d’une précision supérieur des résultats numériques .

E.N.P.19%% : Page 8 9
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