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Reésumeé:

Un schéma aux différences finies a été utilisé pour déterminer les
paramétres d'un écoulement laminaire et permanent dans une condutte périodique a
parois sinusoidales de type -convergent - divergent. La méthode est basée sur la
resolution des équations de Navier-Stocks dont les composantes de la vitesse et la

pression sont inconnues.

Abstract :

A finite différence sheme was utilized to demerminate laminar and
permanent fluid flow charactenstics in a converging-diverging corrugated duct. The -
basis of the methord is a resolution of Naiver-Stokes equations where the velocity

composents and pressure ar unknoun.
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Chapiire | introduction genérale

INFRODUCTION

Au 19 si¢cle, Fanalyse mathématique continue de contribuer au progres de

I'hydraulique parallélement aux études expérimentales.

Louis-Marcé-Henrie Navier (1783-1836) chercha a analyser le mouvement
de fluide entenant compte d'une attraction ou d'une répulsion hypothétique entrs es |

molécules voisines.

Les conceptions de Navier furent reprises par le baron Augustin-Louis
Canchy (1789-1857) et Siméon-Denis Poisson (1781-1840) mais c'est finalement le
mathématicien anglais Sir George Gabriel Stokes (1819-1903) qui introdusit, dans
les équations de Navier, le coefficient de viscosité dynamique p et qui aboutit aux
équations classiques de Navier - Stokes concernant I'écoulement des fluides
visqueux. Ces équations qui peuvent se condenser en une équation vectonelle

unique

1 _9 - = -
—grad P =F — y+ vAV
P

Si on savait intégrer les: équations de Navier - Stokes, compte-tenu des
conditions aux limites exprimées en fonction du temps, en particulier. en tenant
compte des forces de paroi, on pourrait résoudre analytiquement les problémes

- d'hydrodynamique.

Mais Tintégration de ces équations se heurte a.des difficultés inextricabies
dés que les termes relatifs a 1a viscosité { vAF) et les termes relatifs a I'accélération
7 sont du méme ordre de grandeur, or, c'est précisement ce qui se produit au
voisinage des parois dans la plupart des écoulements que l'on rencontre dans la
pratique.

On est donc le plus souvent obligé d'avoir recours a l'expérience pour -
faciliter I'étude des conditions de I'écoulement ou a la simulation numérique qui
propose de résoudre le probléme numériquement en le discrétisant ¢'est a dire en le
remplagant par un probéme discret censé Iui étre proche en un certain sens. On peut
réaliser cette approximation par différences finies, par éléments finis, par une
méthode particuliére ou spectrale...

ENP PAGE !



Chapitre | ) introduction ¢énérale

Notre travail est I'étude d'un écoulement laminaire et permanent dans une
conduite périodique & parois sinusoidales de type convergent divergent. Cette €tude
est basée sur la résolution numérique des équations de Navier - Stokes en utilisant
un schéma aux différences fintes et les composantes de vitesse et la pression comme

inconnues.

[-1/ PLAN DE TRAVAIL : - R : '

Ce travai! est subdivisé en six chapitres dont les deux derniers constituent
l'originalité de cette étude.

~.

Le 17 chapitre donne un apercu historique sur 1'établissement des équations

de  Navier -Stokes et la nécéssité de l'utilisation de I'analyse numérique pdur les

résoudre. Ainsi que des définitions des termes qu'on rencontre souvent dans le

domaine d'hydraulique.
Le 2** chapitre est consacré aux travaux antéricurs ¢laborés et développés

sur les écoulements périodiques.
Le 3 chapitre est congu pour l'etabhssement des €équations de baseg de

I'écoulement étudié.
Le 4** chapitre décrit le modéle mathématique et les conditions aux lumnites

du probleme.
Le 5% chapitre, contierit les outils numériques qui vont servir de base pour

¢laborer le programme de calcul:
Le 6°*“chapitre présente les résultats obtenus ainsi que les dlfferentes :

conclusions tirées de cette étude.

I-2-DEFINITIONS ET GENERALITES:
I-2-1- Ecoulements permanents et écoulements non permaments : -

i - Ecoulements permanents :

Un écoulement est "permanent " lorsque le champs de vitesse ainsi que la-
pression et la masse volumique ne dépendent pas du temps. Il s'ensuit alors que :

- U,V,W sont fonctions que de x,y, z seulement.

- les lignes de courant sont des courbes fixés, confondues avec les
trajectotres.

Elles ne dépendent pas du temps ce qui permet d'écrire g =0

EN.P PAGE 2



Chapitre 1 introduction générale

ii - Ecoulements non permanents :

En général, la vitesse ¥ en un point M change avec le temps, les lignes de
courant changent donc de forme avec le temps. L'écoulement est dit "non

permanent” et 2 =0
a

I-2-2-Ecoulements rotationnels et écoulement irrotationels
i- Ecoulements irrotationnels :

Considérons un écoulement dont les lignes de courant sont des cercles
concentriques et la vitesse est donnée par V-or

Les écoulements qui satisfait 1a propriété rot¥ =0 est appelé écounlement

. . . . Y B
irrotationnel en tout point son vecteur tourbillon T = 3 rotV est nul.

- +:Si donc il en est ainsi, il existe une fonction y (x, y, z) telle que - ; ; -

v-% y-H w=Y

S | ¥ &
Clestadire ¥ =grad y

L'écoulement est dit encore "a potentiel des vitesses" ou tout simplement

"écoulement potentiel”.
it - Ecoulements rotationnels :

Lorsque le vecteur tourbillon est différent de zéro, I'écoulement est dit
"rotationne”. On I'étudie en associant au champ des vitesses habituelles le champs
des vecteurs tourbillons.

e o 1=2-3 - Ecoulements laminaires et écoulements turbulents::: .

i - Ecoulements laminaires :

Lorsque les forces d'inertie sont nulles ou négligeables devant les forces de
viscosité, cela correspond au cas ou le nombre de Reynolds est petit, et peut se
produire en particulier :

EXNP _ PAGE ]



Chapitre 1 introduction générale

- si le fluide est de grande viscosité cinématique,

- s1 les vitesses d'écoulement sont relativement lentes,

- s'1l s'agit du mouvement dun corps de dimensions réduites ou des
écoulements dans des conduites de dimensions transversals faibles.

- Ecoulement de Poiseuille ;

On désigne sous le nom "écoulement de Poiscuille”, I'écoulement laminaire
se produisant entre deux plaques planes. Les lignes de courant sont des droites
paralléles & I'axe. La répartition des vitesses est donnée par l'expression suivante :

W=""(R—r?) =W (1-12)

qui représente un paraboloide de révolution ayant son sommet sur l'axe de la
conduite. Cette répartition est Ja méme le long de la conduite. La répartition des
pressions le long de 1a conduite est donnée par l'expression suivante :

— =g

dz
P = - az + constante.

La pression décroit donc linéairement le long de la conduite tout en restant

constante dans une méme section droite.

On peut encore écrire :

P/~P, =al
_P-P,_4P

! !
AP est appelée différence de pression.

a

. ii - Ecoulements turbulents :

Lorsque les vitesses d'écoulement augmentent, le nombre de Reynolds de
Fécoulement augmente et devient supérieur a une valeur critique caractéristique du
type d'écoulement Re > 2600 : le mouvement d'un fluide cesse d'étre Jaminaire pour

devenir turbulent.

ENP PAGE{
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Chapitre | introduction genérale

Note : Il existe une zone de transition entre l'écoulement laminaire et 1'écoulement

turbulent.

1-2-4- Lignes de courant et fonction de courant :

A Tinstant t, on peut définir en chaque point de l'espace le vecteur ¥ qui est
celui de la vitesse de la particule qui y passe a ce moment. L'ensemble de ces

vecteurs constitue un champ de vitesse.

On appelle "ligne de courant” une courbe tangente en chacun de ces points

au vecteur vitesse en ce point.

Les lignes de courant sont fournies par les équations : _— ;o

¥_N _y
&
é’_yf -— ___‘?ﬂ =V
& a
On aura le Jong d'une ligne de courant :
ﬂjdx _f_ﬂl(]y =0

& S

La fonction W est appelée "fonction de courant” sa valeur est constante le
long d'une ligne de courant, et cette constante indique la cote de la ligne de courant.

1-2-5-Vecteur tourbillon ;

Soit le vecteur T des composantes (r,.1..1,) tels que :

ENP PAGES



introduction géneérale

Chapitre 1
1. 0w &V
J:_( A )
2 & oL
1 U W
f;—E(T——E)
1.0V 8U
f,=—(— -~
7 ~z(¢ac é_\;)

Le vecteur T est appelé "vecteur tourbillon” du champ de vitesse, est égal a

la moitié du vecteur rotationnel.

- 1 ~-_
T ——
zrotV

I-2-6- Nombre de Reynolds : . $o

C'est le rapport des forces d'inertie aux forces de viscosité qui s'exercent sur

une particule de fluide.

. . Forces d'inertie  UD
* " Forces de viscos ité v

Ce nombre adimensionnel peut servir a caractériser le régime d'écoulement .

Dans un écoulement a faible nombre de Reynolds, les forces visqueuses sont
dominantes c'est a dire que les forces de viscosité sont bien supérieures aux forces
d'inertie. Le profil d'écoulement résulte d'un équilibre entre les forces de frottement
visqueuses et le gradient de pression. Il s'agit généralement d'un écoulement trés
stable appelé écoulement laminaire et Re est inférieur 8 2000. Dans les équations de-
Nawvier - Stokes cela conduit a négliger les termes en pdU/dt devant les termes gV,

U.

—_—

Dans un écoulement a grand nombre de Reynolds (R, >2000), les forces
visqueuses sont moins:iportantes les forces d'inertie et I'écoulement:correspendant
est beaucoup moins stable c'est 'écoulement turbulent. '

I-2-7-Pertes de charge et pertesde pression :

Quand un écoulement s'effectue avec frottement, il n'y a pas de I'énergie

mecanmique. Les frottements font en effet appraitre de l'énergie calorifique aux
dépens de I'énergie mécanique. Cette demiére diminue au cours du mouvement, on

ENP PAGES



Chapitre | - . introduction_generale

dit qu'i! se produit tine "perte de charge”. On peut dire laors que la perte de charge
représente en hauteur de fluide. la perte d'énergie mécanique totale de l'unité de

poids de fluide entre deux points.

La perte de pression représente en unités de pression la perte d'énergie
mécanique de 'unité de volume de fluide entre deux points.

E.N.P _ PAGE7
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Chapitre ]I TRAVAU&ANTERIEURS

INTRODUCTION :

L'étude aussi-bien numérique qu'expérimentale des écoulements dans les -

conduites a déformations périodiques a été élaborée et développée par plusieurs
investigateurs. Les écoulements sont établis et périodiques loin des extrémités des
conduites, dont la section varie périodiquement dans le sens du déplacement de
fluide. Cette particularité permet de ramener I'étude de ce type d'écoulement a celle
d'un module isolé de longneur égal 4 la distance entre deux sections identiques.

II-1- TRAVAUX ANTERIEURS :
PATANKER et al [11] ont développé un concept général établi et

plaques positionnées transversalement a la direction de I'écoulement.

—
: - —t Ta
P - : r L
: 4ol i
. | : - X ;
—_— ) : -_—4 )
! ] : S ' !
P ] ’ T 3
e ’ B S i
] [ '
SN - TN SN NN NS WO S

Fig [11-1] diagramme schématique de Ja plaque traversée.

Les calculs sont réalisés pour les deux nombres de Reynolds Re=140 et Re=1040

SEPARATIN STALAMLINE e |

—

Fig [11-2-a] lignes de courant Re=140

ENP PAGE
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Chapitre 11 : TRAVAUS ANTERIEURS

0.50

]
0%

SE PARATION STREAMUNE :

F1g [11-2-b] lignes de courant Re = 1040

Les profils de lignes de courant représentées sur les fig [11-2] pour Re = 140

et Re = 1040 respectivement, sont obtenus & partir- de la fonction de courant. .-

W y = [Udy On remarque deux phénoménes dominants dans le champ d'écoulement :
o

e Le premier est Ja rapidité du fluide de toumner a cause du blocage imposé par les .. =

fagades des plaques.

¢ Le deuxiéme est la zone de recirculation massive située a l'aval de chaque
“plaque, la dimension de’ cette zone est un peu plus grande pour des nombres de
Reynolds importants.

1ZUM et al, ont reportés la solution numérique pour un écoulement laminaire
dans une conduite corruguée a deux angles droits coudés, et ont étudiés I'effet des
coudes sur les caractéristiques d'écoulement de fluide.

AMANO a aussi étudié numériquement les mémes conduites pour uny
‘écoulement laminaire et un écoulement turbulent. 1l a comparé les résultats avec les
travaux expénmentaux fait par IZUM et al.

- FAGHRI et -al, ont développés une méthodologie de résolution: des
problémes dans lesquetles une paroi de I'enceinte, enfermant le fluide n'est pas
parall¢le aux lignes de coordonnées.

ASAKO et FA}i’G/RI [1] ont élargis le champ d'application de ce travail au
cas plus général ou les deux parois ne sont pas paralléles aux lignes de
coordonnées. La méthode repose sur [l'utilisation d'une transformation non
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TRAVAUS ANTERIEURS

orthogonale de coordonnées qui change le domaine physique du fluide en un

domaine rectangulaire de calcul.

Fig (11-3-a) illustration générale
du probléme

l 0 T T T T T
1 —f—— " LoD .
L ]
00— { ~l e 2””\}\;:4
- . oz \ i
; 5 F - PR }”j
Pk ——— Phe A
i PUNSES—— | 1 P ’_r,-’ - |
§: . . - 54’, |
S 20i P T AT, -
2 Pl X T AW
= - e o, - .l
4 T L c.166 L _
= H] =~ L . .
) - ’r” /- “
= slge" / =
' %
H
1

o 500 00

Fig (II-4) comparaison de perte de charge pour unc

conduite ondulée et une conduite lisse

f

Fig (11-3-b) les lignes de constantes %, D
dans le domaine physique.

Les réstltats numériques sont les suivants pour différents nombre de Reynolds :

% 867 ;e un I

Fig (I1-5-a) les lignes de courant

pour EI—Q: 0,2886 , 8= 30°,

b

Fig (11-5-}) les lignes de courant pour HT@ = 0.5774 ct 6 = 30°.
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Chapitre 11

ASAKO, NAKAMURA et FAGHRI [3] ont déterminés numériquement les
caractéristiques de perte de charge pour une conduite ondulée avec des coins

arrondis. Les frontiéres sont approchées par des fonctions cosinus.

Fig (I1-6-a) schéma de la conduite ondulée

arrondis
physigue.

- 1000 pour trois angles d'ondu

v

() Re-83 (v) 174 D e) aa e s te) 879

N ~ " Fig (1I-7) les lignes de courant pour ~— = 0,25 8= 45°[3].
(AP/L}),/(dP/L,II (B"S.) (AP/L)}),(AP/L)II [6‘45.) . ’

» v o b= 8
.3 TR T T 1777
o:E'
.-..l
=
@
w o
[ = v
wn T g
g
. 5 3
o . | . 9§
™ m o
a
v a
@ ]
1= o 1
- U]
S
=1 —
o o

(LPIL)I),(Ap!L)fI (3=30‘J
Fig (11-8) comparaison de perte de charge pour une

conduite ondulée et une conduite lisse

{s)

Fig (11-6-b) lignes des avec des coins

constantes £,np dans le domaine

Les calculs concernent un domaine de nombre de Reynolds allant de 100 a

PAGE 1]
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Chapiire 1l TRAVAUS ANTERIEURS

Dans les figures (11-5-a), (11-7) on remarque une petite déformation de lignes
de courant au sommet pour des nombres de Reynolds faibles. Quand le nombre de
Reyri_q\ds augmente il y a déformation des lignes de courant et apparition des zones
de recirculation dans les zones de forte courbure de c6té de la paroi. Ce phénoméne
s'accentue le long de nombre de Reynolds parceque le fluide est incapable de

tourner brusquement en suivant la paroi dans ce cas.

On remarque une seule zone de recirculation de c6té de parois des conduites

a angles arrondis et deux zones de recirculation de coté des parois des conduites a

angles > = = S N T Y1 3

: Les résultats des proportions de perte de charge sont représentés en fonction
de nombre de Reynolds sur les figures.(I1I-4), (II-8) avec H/L et 0 (paramétres de
courbure). Ces proportions sont déterminées numériquement en devisant AP de la
conduite ondulée par la valeur correspondante de la conduite cylindrique
(écoulement plan de poiseuille) avéc un égal de largeur H' pour que le taux de débit
massique dans les deux conduites soit le:-méme, la perte de charge dans la conduite

i a angles arrondis est moindre que celle dans la conduite a angles vifs.

Les données expérimentales de NISHIMURA et al ont ét€ comparéees avec

ces calculs dans la fig (11-9) ci-dessous: 0 : ;

O DATA OF NISHIMURA® !
- 9=38.2°, H'L/=0.85a

TTTTY

. @=45°*, H'/L=0.5

(AD/L)})I(aDILJ||
&

T T vTTTT

\ 930" H/L=0.4186
1 i e ! S O
100 500 1000

<

Fig (11-9) comparaison de perte de charge avec les données
expérimentales

. . . H
Les données expérimentales sont pour une condute - = 4643 et ©=382°

et les résultats numériques pour une conduite H/1=05¢et 6 =45°H71 =0.4186 et
0 =30°
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Chapitre 11 TRAVAUS ANTERIEURS

On remarque que le calcul présent consistent avec I'expérience ASAKO et
FAHRI [2] ont utilisées un schéma aux différences finies pour déterminer les
caractéristiques dun écoulement dans une conduite périodique et de type

convergent-divergent aux sommets d'angles vifs.

I
A
W Y9

SR { ) B

Fig (II-10-a) illustration générale du probléme, -
les lignes de constante &,n dans le domaine physique.

Fig (11-10-b) schéma de la conduite convergent-divergent.

Les résultats obtenus sont illustrés sur les figures suivantes : pour différent nombre

de Reynolds.

\‘% - “ ‘1\\ f
§ \ byl
T % T ;;l"l o llaje 34 “::f‘
WA 0 Ay
il 1
Heoom/s
e x 100 Ri I az gy

. ) H
Fig (11-11) les lignes de courant pour H’”’“‘ =2et B=15°

T
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- (APM‘,’(ADM”
I

1' . LA '
100 : . 500 . 1000

Fig (II-12) comparaison de perte de charge pour une
conduite périodique et une conduite cylindnque

* Sur la figure (II-11), on remarque une petite déformation des lignes de courant a des
nombres de Reynolds qui ne sont pas assez important, cette déformation s'accentue
avec. une présence des zones de recirculations aux sommets si.le nombre de.
Reynolds est important.

La figure (II-12) montre que les proportions de perte de charge augmentent
‘avec l'augmentation du nombre de’ Reynolds, 1'angle du sommet est le rapport
Hmax/Hmin ainsi que la perte de charge dans la conduite périodique est plus grande
que celle dans la conduite cy]indrique.

HASSAINE, DAGUENET et MENGY [10] ont fait I'étude numérique d'un

écoulement bidimensionnelle laminaire et permanent dans une conduite 4 parois
simusoidales.

Fig (11-13) domaine physique d'écoulement
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Chapitre 1]

lIs ont éliminés la pression dans les équations de Navier-Stokes en
introduisant la fonction de courant la vorticité. Ils ont testés la validite du.modele
mathématique et du programme informatique en les appliquant a I'écoulement entre
deux plaques planes, les deux flnides ayant fait I'objet des calculs sont I'eau et I'air.

—I. Sin .-TW

B T .
R e iy g AL R
i 7 PMRRLEe M 000

Fig (1T-14) profil de Ta vitesse pour A = 0

La figure (II-14) montre qu'on obtient un profil parabolique de la composante
horizontale de la viteese. Les calculs donnent une composante verticale: nulle. Les

lignes de courant sont paralléles aux parois.

Pour la conduite a parois ondulés, les résultats sont donnés suriles figures

suivantes :

Fig (11-15) les lignes de courant

Fig (11-16-a) composante de U de la vitesse pour C = 0.1 et A= 0.3

ENP
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Chapitre 11 TRAVAUS ANTERIEURS.

Fig (1I-16-b) composante V de la vitesse pour C=0,1 et A= 0,3.

Sur la figure (11:15) pour la représentation des courbes, la hauteur de la
conduite a été multipliée par le rapport A/L .
Cette figure montre l'apparition d'une déformation des llgnes de courant dans les
zones forte courbure du coté de la paroi qui participe le plus au changement de la
dir_ec’tign de: Técoulement du fluide, cette déformation s'accentue avec
l'augmentation de A et Re. Dans. ces zones apparaissent des,poches de recirculation
qui se situent entre les points de décollements et de réattachement du fluide aux .

parois.

Les figures (I1I-16) montrent que les composantes U,V de la vitesse changent
d'orientation dans ces zones de forte courbure, cet état de fait confirme la présence
d'un courant de recirculation dans ces poches de fluides, cette recirculation est
d'autant plus intense que les valeurs de Re et A sont grandes'. La juxtaposition des
courbes de U au niveau des sections 0,25 L et 0,75 L fait apparaitre une parfai.te
symétrie axiale entre elles, cela signifie que les profils de U au voisinage de la paroi
au niveau d'une section donnée, se répétent au voisinage de la paroi opposée, au
niveau d'une section distante O,S L. La juxtaposition des courbes de V. présente une
symétric centrale, les profils de V sont donc suivre le méme phénoméne de
répitition ; de plus il y a changement d'orientation de cette compostante de la
vitesse en raison du changement d'inclinaisation des parois.

" Ces résultats concordent parfaitemet avec la géométrie de la conduite.
AZZ] et al [4] ont traité I'écoulement visqueux d'un fluide incompressible

dans une conduite ondulée depuis le bords d'entrée jusqu'a la zone d'établissement

complet du régime.
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i
' I cy
P r
\\ b \ /
O 0 R -
A : . -~ .
i o \ _
_—— L [ S

Fig (11-17) géométrie et systéme de coordonnées.

Les équations de Navier-Stockes formulés en vorticité et fonction de courant
sont résolues par un schéma aux différences finies. L'amplitude adimenstonnelle est
prise égal 4 2 alors que la longueur d'onde vaut 10. Le nombre de Reynolds varie

entre 5 et 100.

EXP

Roe= 15 i
N |
4 \ '/'/ \ B i +
SN AN
N
oo T . \ A
Re= 85 vy I [0y
A /,-",""- /\/\ ;0 —
Ay ALY ! bt
L H\Q—"{/’/—:\\\\g PR x w0

Fig (1I-18) lignes de courant

Re=tr

MM L\

C‘ .

AN -

x’-. i

c\} B W oW W

Fig (11-19) profil de la vitesse axiale
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Chapitre_ 11 TRAVAUS ANTERIEURS

Re= 100

e
My

X;U o ‘E‘J .

Fig (11-20) profil de la vitesse radiale

Fig (II-21) distribution de la pression sur la paroi.

La figure (II-18) représente les lignes de courant pour Re = 5, Re = 15 et
Re = 100. On remarque que pour les deux premiéres variantes I'écoulement et
complétement dévelopée a partir de la deuxiéme ondulation, alors que pour Re =
100 il ne lest qu'a partir la septicme ondulation, les zones de recirculation &
I'intérieur du creux n'apparaissent qu'a partir de Re = 15.

Les figures (1I-19), (11-2Q) .réprésentent les deux composantes de la vitesse
pour Re = 15 et 100, on observe des composantes radiales négatives dans les zones
des étranglements et positives dans les zones d'élargissements, les valeurs de ces
composantes radiales diminuent avec le nombre de Reynolds.

La figure (II-21) représente la distribution de la pression sur la paroi pour
Re = 50 et 100.

ENP PAGE 18



Chapitre 1] TRAVAUS ANTERIEURS

I1-2- CONCLUSION :

Dans les différents types des conduites périodiques, on remarque la présence
des zones de recirculations du fluide dans les zones de fortes courbures, ces zones
ont fortement influencées par l'accroissement du nombre de Reynolds et de

I'amplitude de 'ondulation.

Notre travail consiste & résoudre les équations de Navier-Stokes par une

méthode numérique aux différences finies.

ENP | PAGE 19



CHAPITRE I |

EQUATIONS ET
HYPOTHESES
DE BASE




Chapitre 1] Equations et hvpothéses de base

INTRODUCTION

L'écoulement d'un fluide est défini par le vecteur de vitesse V' qui a les
composantes U, ¥ et W dans les directions x, y et z respectivement d'un repere
orthogonal, 1a pression P et la masse volumique p pourvu que les propriétés du
fluide soient connues par exemple p (la viscosité dynamique).

Pour déterminer les variables U, V, W, P, p on dispose des equations

suivantes :

I11.1 : EQUATIONS DE BASE :
I11.1.1 : Equation de fluide :

Cette equation est appelée aussi équation d'état. Elle définit la nature du
. fluide. Pour un écoulement imcompressible, elle est donnée par I'équation suivante:

dp _
-0 i1
o (1L.1)

La densité de chaque particule de fluide reste invariable le long de sa

trajectoire .

Il n'est pas necessaire que toutes les paniculés atent la méme densité.
Considérons par exemple un mélange dhuile et d'eau, un fluide hétérogene, qui
peut étre traité comme incompressible, bien que la densité ne soit pas constante
dans Yespace. La relation ( 1lI-1) implique seulement que la densit¢ de chaque
particule ne change pas durant son mouvement. Par conséquent si a un instant
initial ( 1) est vénifiée, alors la densité de la particule considirée reste invariable au
cours du temps. Il s'ensuit que si le fluide est homogene ( respectivement
hétérogéne ) a un instant initial il restera homogeéne ( respectivement hétérogéne ).
Ainsi pour le flnde homogeéne et incompressible on admet que :

p = constante (111.2)

I -1 -2 : Equation de continuité :

(1 Professeur INGEL RYHMING | Dynumique des Nluide P 29
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Chapitre 111

Elle traduit le principe de conservation de la masse de la particule de fluide,
qui permet d'établir une relation entre certaines caractenistiques du fluide et ses

mouvements, indépendamment des causes qui les provoquent.
d—p+divl7’:0 ' (IM1.3.A)
dt :

avec: a»’zv\./:é)—/+ﬂ é)w/
ox oy Oz

comme I'écoulement est incompressible,

dp .
dt
I1 suit que :

é;U/ é\// é’W/
ox é’y oz

o (T.3.B).

II1 - 1 - 3 - Equation de Navier-Stokes :

Elles traduisent le principe de mécanique '( loi de Newton ), qui permet
d'établir des relations entre les caractéristiquegdu fluide, celles de ses mouvements
et les causes qui les produisent (forces). Cette loi est appliquée a des particules d'un

fluide incompressible et visqueux.

av _ 1P U (IL.4.A)
dt P ox

d_V:y_iéI_)+VAV (111.4B)
dt poy

aw _, 1P (111.4.C)
dr P oz

les dérivées particulaires sont données par les relations suivantes -

VL Y A S |

At ot ax Ey 7z
[ V 4 7 -q 2
dv oV U Ez‘_l AV w eV
dt ot ax é‘_r oz
& W St 3
‘(IW: W+U5W _H,r” +W0W
dt at Ex cy oz
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Chapitre 111 ] Equations et hvpothéses de base

L'opérateur A est définit par :

AU = c?’UZ gu ﬁU
ox’  ady’ ﬁz
AV - 0’"!2 ASid
ox? 8y’ é’z
AW — oW a"’W+§W
oxt 8y’ 87

11.2 : HYPOTHESES DE BASES :

- La viscosité dynamique u est constante,

- Le fluide est imcompressible ( p = cste ). ,

- Les forces de volume régissent I'écoulement sont négligées.
- - L'écoulement est bidimensionnel ( W= 0).

- L'¢coulement est isotherme.

- Les parois de la conduite ne se déforment pas.

D'aprés. ces- hypothéses, les équations de base se simplifient aux €quations

surivantes:
AV _, - (IL5.A)
ox Oy
U, yM U _ 1Py (mSB)
It ox ay p ox
Yo & _19P v (15C)

ot ox - Oy p oy

~.

-3 - CONCLUSION :

D'aprés cette description schématique des équations et des hypothéses de
base, 1l est évident qu'on dispose des équations necessaires pour déterminer les

-vainables inconnues [/ et P

It faut encore ajouter les conditions aux limites et les conditions initiales afin
d'obtenir une formulation compléte du point de vue mathématique.
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Dans le chapitre qui suit, nous établirons ces équations pour un écoulement
laminaire dans une conduite non cylindrique a motifs périodiques de type
convergent-divergent sous forme sinusoidale définie par :

/ : Longueur d'onde ou bien le trongon de la conduite qui se répéte chaque
période. |

do : Diamétre moyen de la conduite.

a0 . Amplitude de 1a paroi de la conduite.

b(x) : Allure de la courbe de la paroi de la-conduite.

N

IKS
Figure ll1.1 : Schema de la conduite.
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CHAPITRE 1V Modélisation mathématigue

INTRODUCTION :[14]

La résolution des équations de Nawvier-Stokes a donneé lieu de nombreux
algorithmes qui utilisent comme inconnues :

- Soit les composantes de la vitesse et 1a pression (U, V, P).

- Soit le vecteur tourbillon et la fonction de courant (T, %)

- Soit les coposantes de 1a vitesse et 1a fonction de courant (U, V, ¥).

L'objet de ce chapitre est decrire le modéle mathématique pour résoudre ces
équations ainsi que les conditions aux limites mises en oeuvre en utilisant les
composantes de la vitesse et la pression comme inconnues.

1V - 1 - TRANSEORMATION GEOMETRIQUE,:[1,2,3,10,11]

La section de la conduite se répéte toutes les longueurs d'onde (fig I1T1-1). De
ce fait & partir d'une distance suffisamment grande de 1'entrée, I'écoulement devient
périodique. Par conséqhe‘nt, le probléme sera ramené a 1'étude d'un écoulement dans
une conduite de longueur égale 4 une longueur d'onde, et comme celle-ci est
symétrique on prend la moitié du domaine.

- Afin de simplifier I'expression des conditions aux limites sur les parois, il est
plus convenable de transformer le domaine physique en un domaine rectangulaire

de calcul .

On considere les coordonnées (&, 1) définies par :

g=2x v -1

n=—_ -2

5 A
Fig (IV-1)Domaine physique d'ecoulement
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CHAPITRE IV Modélisation mathématique

Fig (IV-2)Domaine rectangulaire de calcul
Nous déduisons l'intervalle de vanations de coordonnées (&, 7) :
0<é<1 et 0< <1 IV-3

Il est evident que le volume de controle contenu entre les lignes 7= 7, et
con=n., ., =& et £=£, est un €lément. curviligne avec:des faces non . .
orthogonales .

—> —>
Les vecteurs unitaires € £ et € p qui demeurent le long des lignes de Ia

constante & et la constante 7 dans le systeme en coordonnées physiques ne sont

_> __> [
pas perpendiculaires, et € £ change.la direction avec sa position, alors que € p
—>
reste paralléle a € y qui implique que
e
en= ey IV-4-a
—> —>

Pour determmer € ¢ , considérons le vecteur /2 normal a la ligne de la

constante 7 , le gradient de n est norimal a cette ligne d'ou :

| P

|V
(én
ol [ (;,7‘? = WI
Zy b
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Modélisation mathématique

o (e l)
=
on pose f=— et a=1+7f
-
R (—77 er+e_‘_)
onaura . n= ;
a2

1V-4-b

Les composantes de la vitesse dans I'élément en coordonnées (&, n) sont
determinées comme suit :

V=Ue:+Ve,=Use+Ue,
Mais e = a@e;— nPe,
Vv =U(a@eg—r]ﬂeq)+Veq

= Ua@z¢+(V — qﬁU)e_;

d’ oir: s
, . -5-a
U, =Ua’”
U,=V-npu IV-5-b

Les equations de Navier-Stokes sont écrites dans un repére cartésien suivant
| - - :
les directions des vecteurs unitaires ¢ x et

- -
ces équations par ¢ x et

e, respectivement. En multiphant

. -- % _> .

ey ¢crits en foncion de e f et e  puis en
I

— -
faisant leur somme et leur projection.suivant ¢ 2 . e

7

on aura :
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CHAPITRE 1V
—
e :éU +UéU +V§U
S ot ox ey
_) oV Ué?V N
’7 bt ox é’y

11 P P
= ——[w -np—
P ox

oy

1P

=-tet v AU IV-6-a
pox
2 +UéU +V0°U
ot ox oy

]+v Av — nfvAu

En introduisant la composante U, dans cette derni¢re €équation on aura :

a ou ou
Ny My 1P
ot Ox c?y plLoy
+2v Vonp +2v— U onp +vUAnRp
& & =& &

X ﬂ—}+vAU _y2 218 _yy S0P

n o e &»
- '[V-6b

Pour représenter les équations aux derivées partielles par: rappon aux donnée <.

, on donne {7]

i)} Dérivée premiére :

o~
5]
-3

e
S
[}

~
)
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ii) Dérivée deuxieme :

r 5 } " F ]
2 K 3
& Gl 111 €
Ca/l [ ] i +[ ] 0»-;)7‘
& on a
2, 2, g
& ~ 'Z3 0 nﬂ”l’—ﬂE
g 7
[Cl]: S — 2 =10 0
ﬁ?] 57] 0 ﬂ[
o, 9, ) 2, 9, ) |
-2 0,.,7] il ﬁg 21 2 57] 12 é; 2 |
avec :
: -1 2 ’ ]
_' - TT 202
‘fn ' ‘]212 2J11J12 ! lb lb
(1.]=| £ A 2,J, |=| 0 — 0
. : - b
Jidn Jodn I+ TG g1
v z 272 0 -n- -
i b: b
(7] =-T)C 1]
RN R B2 B 7
a7 p Ty éb Izéf* b’ onf b 3¢
7| 17
@’2 bZarf
7 o 7 17
| &y | i b’ on bz or b 8ty |

A Taide de ces dérivées, on obtient les équations de mouvement regissant
l'écoulement dans le domaine de calcul .
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- Equation de contunuité :

10U 12U, B
T3 b og b

U=0 1IV-7-a

—»

-Equation de mouvement suivant e, :

N v U _1[1&? ﬂé’P}L

ot T b oy 128 "bon

J {15’0 adU_, p U (ﬂ ﬁ’]av}w_?-b

UraRaOrey r

N ag v ar " aeon

—

- Equation de mouvement suivant e

XN, v, U, _ _[ao"P ﬁ@}

ot 1 b oy bog 1ok

10, aafu BU, (B . B\, | 7.
e AL S

§UU nﬂU’+UVAUﬂ+2v{I§;ﬁ?; (ﬂ%—ff%}%}

IV - 2 - CONDITIONS INITIALES ET CONDITIONS AUX LIMITES :[5]
D'une maniére générale une équation aux dérivées partielles admet une

infinité de solutions. La solution particuliére désirée est determinée a partir de

certaines conditions appellées conditions initiales et conditions aux limites.

IY - 2 - 1 - Les conditions initiales :

Elles sont utilisées dans le cas instationnaire (non permanent). On se fixe des
valeurs initiales pour notre probléme a I'instant t = t0.
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IV -2 -2 - Les conditions aux limites:

Elles portent sur le comportement particulier de la solution sur une courbe qu'on
appelle frontiére ou limite. Les principales conditions aux limités rencontrées sont
les suivantes :
o Conditions de CAUCHY : On impose la valeur de 1a fonction ainsi que la
dérivée normale.
¢ Conditions de DIRICHLET : on impose les valeurs de la fonction .
eConditions d¢ NEWMANN : On impose Ies valeurs de la dérivée normale
dela fonction.
» Conditions mixte : On impose les conditions de Dirichlet sur une partie de
la frontiére et des conditions de Newmann sur l'autre partie
. e Conditions de Fourier : On donne une combinaison lineaire entre la
fonction et la dérivée normale.

i) Les conditions sur les parois :

Dans notre étude le fluide est homogéne et visqueux et les parois ne se
déforment pas ce qui nous permet d'écrire les relations suivantes : '

U(x, b(x)) = U, 1)=0 IV-8-a
Vix, b(x)) = V(& 1)= 0 IV-8-b

ii} Les conditions sur I'axe :

Par raison de symetrie géometrique on a :

A

N V(x, 0)= V(& 0)=0 1V-9-a
L IV-9-b
ﬁ'v x.0 6‘;’] E0
JP ZP
—| == =0 IV-9-c
oy| ., on co
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_iii) Les conditions amont et aval (conditions de périodicité):

Vue la géometrie de la conduite, la section se répéte périodiquement (chaque
longueur d'onde), I'écoulement devient pértodique a une distance suffisament

grande de I'entrée de la conduite.

Pour la vitesse, cette périodicité se traduit par les relations suivantes [ 10}

U(x, y) = U(xH, y) = U(x+2L, y) = ..... IV-10-a
V(x,y)= V(x+l, y) = V(x+2L y) = ... IV-10-b.

Mais pour la pression on peut pas determiner cette condition de periodicité,

sauf si on l'exprime [ 1,2,3,11] -
P(x,y) =- 1,x+P(xy)
ou 4, estune constante défini par :
A, =[P(x,y) - P(x+1, y)] 1
P'(x,y) est le terme periodique de la pression :
P'(x,y}=P(x+l, y) = P'(x+2l, y) = ...... | IV-10-c

Par la suite le probléme sera ramené a I'étude d'un module isolée de longueur
eégale a une longueur d'onde . Et comme la conduite est symétrique, on prend la
moitié du domaine .

IV -3-CONCLUSION :

Le modéle mathématique est basé sur une transformation non orthogonale de

.coordoimées iqui change le domaine physique complexe du fluide en un domaine-.

rectangulaire de calcul. o
- caled A< w‘}‘&SQS o U F%S’JM

(e modele utilse les composantés gour resourdre les équations de Navier-
Stokes. Celles-ci seront discrétisées dans le chapitre suivant selon une approche en

différences finies.

ENP PAGE 31



CHAPITRE, V

MODELISATION
- NUMERIQUE




Chapitre V | Modg¢lisation numerique

INTRODUCTION

L'emploi rationnel, par les scientifiques des moyens de calcul modernes n'est
pas aussi naturel qu'il y parait. En effet, un mécanicien, un physicien ou un
ingéﬁjeur..., c'est d'abord un spécialiste d'une discipline dont il connait les lois et les
modeles. Certes, 1l a appris, comme l'exigent aujourdhui toutes les écoles et les
universités, au moins un langage de programmation scientifique. Mais, on ne passe
pas directement d'un modéle physique qui se traduit souvent par une équation
différentielle, une équation intégrale ou une équation aux dérivées particlles, a
I'écriture d'un programme.

En effet, la résolution d'un probiéme signifie 'obtention des valeurs d'une (ou
plusieurs) inconnue(s) en fonction des variables qui prennent une infinité de valeurs
possibles. Or l'ordinateur tout comme 1'homme qui I'a crée est "firii" dans toutes les
directions : il est limité en place-mémoire en précision, en durée de fonctionnement.

.« It faut donc "discrétiser” le probléme, i.e le remplacer par un probléme discret censé .
. lui étre "proche” en un :certain sens. On peut réaliser une approximation par:

plusieurs méthodes. Ces méthodes sont nombreuses, mais leur choix ou leur emploi
représente tout un art : c'est I'analyse numérique. Et c'est I'objet du présent chapitre,
dans lequel on traite les - équations du Navier-Stockes par une méthode aux
différences fintes dont les inconnues sont les composantes de vecteur' vitesse (U, V)
et la pression P,

V -1-METHODE DES DIFFERENCES FINIES |5} :

Clest une ancienne méthode, qui permet la résolution des équations
différentielles et les équations aux dérivées partielles. Elle donne une solution
approchée a ces équations en remplagant chaque dérivée par une différence de
valeurs d'inconnues basée sur le développement de Taylor.

V-1-1-NOTION DE CONSISTANCE, DE CONVERGENCE ET
.. DESTABILITE: t CoE

a/ Stabilité d'un shéma aux différences finies:
Etant donné une équation aux dérivées partieles F(U, V, P) on notera :
£ : la solution analytique exacte
F": la solution exacte du schéma aux différences
[ 1a solution numérique trouvée.
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La quantité S :'F,T" — f;71 est l'erreur de stabilité du schéma aux différences.
Il s'agit d'une erreur locale au noeud (i, J, n) cette erreur résulte de

I'accumulation des erreurs d'arrondi.

Nous admettons qu'un schéma aux différences finies est stable si la valeur
F" —f"| tend vers zéro avec les dimensions du maillage, et ne croit pas

maximum

exponnentiellement
b - Consistance d'un shéma aux différences finies

On dit qu'un schéma est consistant si I'erreur de troncature (qu1 est le terme
néglige dans le développement de Taylor d'une fonction) tend vers zéro lorsque les

diménsions du maillage tendent vers zéro.

¢ - Convergence d'un shéma aux différences finies *

Un schéma est dit convergent quand :

dar =

i

fr-E

d] est l'erreur de discrétisation.

i

tend vers zéro quand les dimensions du maillage tendent vers zéro.

V-1-2/ SCHEMA EXPLICITE ET SCHEMA IMPLICITE :
a/ Schéma explicite :

S1 chaque valeur approchée de 1a solution au temps t + Ar et au point x est
décrite a partir des valeurs de Ia solution précédente au temps t. Cette valeur est
donc explicitement fonction des valeurs connues déja calculées, et s'obtient
directement pour chauqe x.

b- Schéma implicite :

Si la valeur approchée en un point au temps t + Ar est écrite en fonction de la
solution précédente au temps t et les valeurs voisines au temps t + At. Il sagit donc
d'une liaison implicite entre toutes les valeurs au tempx t + A, qui se résoud
globalement.
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V-2/ METHODE DEFOMPRESSIBIL]TE ARTIFICIELLE [12]
=)

Les principales difficultés associées a la résolution des équations de Navier-
Stokes dont les inconnues sont la vitesse et 1a pression sont :

- la présence de la contrainte V1'= 0 qu'il faut satisfaire 4 chaque instant, ne permet
pas l'utilisation d'une méthode explicite simple.
- 1 y a un manque de conditions aux limites pour la pression.

Dans le cas permanent, la difficulté V= 0 peut étre surmontée en utilisant
la méthode de compressibilité artificielle.

V-2-1.- DESCRIPTION DE LA'METHODE : ’ o

La méthode de compressibilité artificielle a été introduite indépendamment
sous.différentes formes par. Vladimirova éqal (1965) et par Chorin (1967).
e
La méthode de Chorin est établie en écrivant en premier I'équation de
continuité perturbée:

P ooy, N, ]

Ou C? est une constante arbitraire.

Cette équation n'a pas un sens physique avant que la condition = = 0 soit
atteinte. La contrainte V= 0 est satisfaite seulement a Ia convergence.
.
Le parametre C2 doit étre choisi pour assurer la convergence ; i.e assurer
I'existence de la solution numérique permanente du systéeme d'équations (¢quations
de moment - équation de continuité) avec les conditions aux limites et les

conditions initiales suivantes :

V =V, a t =1,
P=F ar=1,
/et P sont arbitraires

[/ o
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V -2-2-DISCRETISATION DE LA METHODE :

La discrétisation speciale utilise la maille Marker-And-Cell (MAC)
introduite par Harlow et Welsh (1965). On considére une discrétisation trés simple
dans le temps. L'approximation des équations de mouvement dans les coordonnées

(x, y)est:

sujvant €_ :
(U:T‘IJ/.?_; :+1/21) +a:+1/2; + pAJxP::J/Z; VVU::I/ZJ (V-Z‘a)
suivant &,
I ntd " I I n n
(l/zju r2 +I/1_HI ") + l_,'-IJ' 2 +pA1}):;u‘/" = VVI/J_,HI 2 (V-z_b)
I'¢quation de continuite : ;
—(P"” —P")+C2(A’U'”’+A’V"“):0 (V-2-¢)

Les opérateurs A’ ;A et A, sont définis par :

A]fi.m (f;n ) _f;-nz,j)

1

Ax
; 1
A)'f!,m - A (-ﬂm-ﬂ} 2 _ﬂ,mAI/2) .
V}’z.f.'!,m = x.xf;.m +A_|;1'ﬁ.m

1
Vxx-fi-',m :_m:;(j;fl.m *zfl‘.m +f;-—1.m)
V_Uf = (-f;mdi z.ﬂm + i.m*f)

Lestermes a, ,; et b;,, , sont des approximations définies par :
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”n n
ai”".?.j : .HJ' 2;A9UHI 2. +V”] ‘.'JA;UJ-H/ZJ
n - n " n
bf,j-}l-‘.’ - 1;41 2 jK;f}/ [/i}-H' 7AHKJ+I 2
ou
L]

3 1 " n
UJ;-H/Z 4( i+l 21+U1+J "J-H+U 12 +U ]2;1‘1)
V" 1 +Vo .tV + V] )

i+i72,] = ( P41 4172 i.j+1/2 ij-1/2 i+1,j-1 2
]

(Uz);',', 4( i4172.f +Ui"-n2,j)2

1
- ( r;+1/-+l/z-'; 117)2

(Vz i'.'.f 4

A _d n
(UV)i,j _(U:d 2 j+1 +U£+] 2;)( i+1.j+1/2 +V;u/2)
A?rf;,m :2Ax(f;-u‘,m _f;—I.m)
I
A fom :E(ﬁ.mﬂ ~frm-1)

D'apres le schéma, on peut discrétiser nos équations écrites dans les
coordonées (&,n) comme suit

suivante
U::i'} 2.7 UI’L]/J J U:n‘/ 2.f (U:fj 2. U.I” 122 )
At I 2A&

] n n n n U::'I/J.'f] U:+I 2.5-1
Z(Uq;*}!jfflfz +U'n.ju/z +U’7f,j-1 2 +U'h‘n.j-1 .’) ) 2AT] = =

( H]; })1': T]ﬂ HI 2.j41 2 })x:] 2,.j-1 ") + V(_I_(Ut”-l‘j/,j ‘ZU::I 2.j +Uan1/2j)+
p 1 AE b An 12 PaVald
E(Urnu 2.j41 2U:':1/7 "LU::: 2j 1) 27]ﬁ(Um';u 2 U:«:; 102 _Ui'.IjH 2 +Ui’.'j—1/2)_
b? Aan b AéAn

nﬂ' 3inp’ Uwuz jil ‘Ujﬂn 2.1

- V _ ] -

( L) e ) (V-3-a)

ENP PAGE 3

5



Modélisation numérique

Chapitre V
=
suivant €p:
n+i _ n n _ n
Mij+1 2 Wi jsts2 n " R+l j11s2 Mi-1.j+1/2
ax Af . _( 1;1/2;+U:+I/21U+U1 112;+U }/2;-;}) 2AC_‘,:
Bij+l 2( Nij+3/2 —Um',j—uz) _ ﬁl ( 124 R;n P;"; _ ZT]ﬁ P.':nz,ju/z _E—I/Z,j-fb:.’)
b 2An A4n ! AE
V(i U'h‘+1.j+1/2 B Wi j+172 +Um'-1,j+1/z +E_ %je3s2 N j41/2 * ij-1/2
e AE? b? An?
- 2np U’?Hl/.’.j-rj _U’ﬁ,ju/z _Um-nz,jn +U'h'21/2.j —( nf 3'7/6 ) 'h,usfz Uﬂi.j—1/2)
Ib AZAR b b2 An
I Tlﬂ HJ‘;H/- Ut—l Jj+1/2 aﬁ ﬂzﬁﬂ' Ulj-fj/.. Uaj 1,2
2v(- : +
WG (nF =) i (G 5,
(ﬁ' bz+2ﬂ 3ﬂﬁ‘b)( i+I/2.j +U::I/ ]+]+UJ 172, +U"1/ }11)
"L‘;%(Ui‘:l/:.j+3 2+ UL 2,j+172 MU .,H”” r,.,ﬁ,) _EE(UH 2j#ir2 +U s ;,«1/2) (v-3
I'equation de continuité :
ma A LS I
PP qursa oyt o U U
LJA Cz( itIs ;Aé i-1/2.j +E "Ji'.j-H‘/ZA Tj-1/2 +EUJ”;]’ =0 (V -3- C)
! n

yal &~ &P o ' 4
[ VI - 7 ¥ 4Ty
_——— 4)Y-J —-fé‘fv-— g—-—i)y-—-;— -——--—-Il -—U-? p- nﬁp%uz-bf-(p-‘_‘?.{_.
3 — J\bu af {fbu L : ’%Jr“ Lo &
- I I . lu t
&_1 : él} s A’ﬁ t l ?U f
[ l _; | I I I 1
T rT-1- -t -q——r- —r T 35—
1 et I -16—.11 ¢ b b

£-1 L (x4

Fig (V-1) maille MAC utilisée

pour le schéma de compressibilité
artificielle dans les coordonnées (x. y)

Fig (V-2) maille MAC utilisée
pour le schéma de compressibilité
artificielle dans les coordonnées (Z.n)
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V-2-3-CONVERGENCE VERS L'ETAT PERMANENT :

L'objectif de la méthode de compressibilité artificiclle est d'obtenir la solution

permanente caractérisée par :

1
"C2At

’-‘!- VrH-I _Vn Pn+1 _Pn)sg (V'4)

Unf] _ Un

L
max{—

( at
Pour établir la stabilité, une analyse approximative linéaire est faite. On pose :

Uiiizj =l7,-,j,¢,,2 =U, (constante)
l/i,j-fj/z :I/in‘/z,j =V, (constante).

La premiére étude ‘ést faite .en négligeant le terme de pression dans notre
systéme d'équations (V-2). D'ot les deux équations de mouvement sont de type :

S = (18U, +V 8, - V)
: Re '

ou I est un opérateur d'identité.

Les conditions destabi]ité de ce schéma sont :

%(Uj IV ) A2y (V-5-a)
;ff, s% (V-5-b)

Dans le cas général, le critére de stabilité associé & 1'équation suivante :

AN A A
&+A&+Bo'y vWif =0

ou-A. B et (v>0) sont des constantesest.:

Axl'

a4t < 7-5.
vl s (V50

ou Ax=Ay
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La deuxiéme analyse approximative de stabilité peut étre accomplie en negligeant le
terme (U, =¥, = 0) et en conservant le terme de pression

"+ At 4 " n
UHJ'JM.;' =(1 _E Vh)Uiu‘.‘Z.j - AtA, i+102,
s SR LR

ij+1/2 —( _E 1.) ij+1/2 yVij+1/s2

Py =P~ MCHAUT + AV

ij o LJ
Ce systéme peut étre écrit sous la forme :
(6T =[m]GT

Pour que ce schéma soit stable il faut et il suffit que le rayon spectral associé a la
matrice [M ] soit inférieur ou égal a 1

(M) = Max|2,| <1
A, sont les valeurs propres obtenues en résolvant I'équation suivante :

. det(M -Al) =0

2
s4r 1, AC7 o 20 | (V-5-d)

—
Ax"(Re 2

V-2-4-TRAITEMENT DES CONDITIONS AUX LIMITES :

Soit T lalimite de domaine des calculs V. =(U,V,.)

. , B . O 4
S1 ¥, est calculée de I'équation ,les approximations de b (U,V) et ‘j;:" entrainent

la valeur ¥, qui se trouve en dehorsde domaine de calcul. Cette valeur peut étre

défimie par plusieurs méthodes.
A

f
—4
-\]o ' 1’1{- i \?7 d 1)1.«.
! -1

L e - ﬂJ___-r

Figure (V-3) mailla MAC prés de la limite I
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La premiére technique consiste a écrire la vitesse V. sur T en fonction de V, et U,
g

-\/{L
v, =2V.-V, (V-6-a)

V, est définie par une extrapolation linéaire.
La deuxiéme technique est partiellement identique a la précédente.

Elle consiste }V'approximation des dérivées au point 1 Fig (V-3) avec le ler ordre de
différences décentré. Donc, pour le premier ordre dérivatif

L =_‘!_(V2 —V,—-2V,) ! (V-6-b)

x 2Ax
et pour le second ordre dérivatif :

I

4

ovi
3Ax?

&.2

(V, -3V, +2V,) (V-6-c)

I

En fait, de point de vue programmation, au point 1 on peut utiliser
" l'approximation générale centrée et les formules (V-6) pour défimir la valeur
extérieureV,, *

74

&

Nl
24x 2

ix”/‘*”/’ +2V,)

F)

Cette égalité donne une valeur V, identifque a (V-6-a). De Ja méme maniére

I'équation : ~
a4 V,-2V, +V, 4 ~
¢ SR A A A AN
x|, Ax 3Ax
donne

v, =5 (V- 6V, +87,)

Finallement. si un secondg ordre de différenceg décentré est utilisé nous aurons les

formules :

v, :é(l"_. —6V, +8V,) pour % (V-7-a)

4

et

2

(V-7-b)

1
PR i R 4 Yl — 7
V, = 5(!_,. SV.+15V, =16V, } pour -
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Chapitre_ V

On peut déterminer les valeurs fictives d'une autre maniére en considérant chaque

frontiére (limite) & part : -

a - valeurs fictives a I'axe :

pour raison de sysmétrie [2-11] onta :

V=0doulU, =0.
w1,
& bon
op _16P _,
& bon

d'ou

Um'.q/z = Y
U’?i.—l = *Uw.r
U.',—J/z :Ui.uz
Ui.fl :Ui,l
R,—I/Z :ﬂ.uz
Pi.-] :Pi.r

b - valeurs fictives a la paroi :

on a la condition suivante :

U=V=U,=0
d'ou
U¥pise: =-U,,,
Ui,raﬂ = ‘“Ui.n-J
Time1s2 O Mimel 2
;'Ti.nf.l' ::U”f,n-l
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¢ - valeurs fictives a 'amont

pour raison de périodicité de I'écoulement on a

=U

n-1,j

U
U‘uz.j = Un-J/Z.j

r Um.-;,j

n_i:2j  Mn-l/2.f

U
P, =P

L n-1,j

= Pn—nz,j

d - valeurs fictives a I'aval

en appliqant la condition de penodicite

Unu.j '—'U:.j
Un-h‘/.",j = UJ/Z.j
U’Tn+1,j :U’Tj,j

U'Tn+1/2.j _'Ufmz.j
Pn+1’.} ::Rf.;
P-éJ'f’Zj :})J/Z.j

V -3 -CONCLUSION

On a ¢laboré le programme de resolution des équations de Navier-Stokes
permanentes en discretisant ces deriveés selon une methode aux differences finies
appelé "methode de compressibilité artificielle " .Cette methode appliqueé a chaque
pas de temps est baseé sur la perturbation de I' equation de continuité en
intoduisant uine constante C- choisie afin d'assurer la convergence
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Organigramme général

entrée des données
n,0,d0, i,y,‘l L8t ,Ap

[ conditions aul limites J

I procedure de caleul de Un I

i
| lire § t

l calcu) dey conditions initiales ]

[ Pmax = 1000

procédure de caloul des

valeurs rictives

procédure de calcul de U, Un, Pmax

Procédure de calcul de P, Pmax

non
I calculde V, ¥ . 10 ]

Impression des risultats ]

]

affectation des conditions amont 2 1'aval
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Chapitre VI Applications et Resultats

Introduction.

C'est @ l'ingénieur et au physicieﬁ qu'il appartient de
définir les équations qui représentent convenablement Ile
probléme posé mais il ne faut pas trop espérer a les résoudre a
la main! or 1l'ordinateur a été congue & l'origine pour des
calculs scientifiques. I1 permet de résoudre par voie numérigue
tous les problémes susceptibles d'étre exprimés par des

équations.
VI-1 Applications

Les conditions de 1l'écoulement étudiés sont les suivantes
- Le fluide ayant fait 1'objet du calcul est 1l'eau u_= 1,6.10°¢. .

- A 1'entréé de:la conduite la répartition de la composante U de
‘la vitesse et uniforme, la composante V de la vitesse est nulle

et la répartition de la pression est uniforme.
- Le coéficient de compréssibilité artificiel C = 50.-
- Le nombre de Reynolds Re Varie entre 99 et 1000.

VI-1.1 Premiére application

a) Présentation de 1l'application.

Cette application consiste & tester la validité du modéle
mathématique et du programme informatique en les appliquant a
1l'écoulement dans une conduite cylindrique. Pour cela il suffit
de prendre aoc = 0.

On utilse une grille a mailles uniformes 10 x 10 et un pas de
temps 2§3§ 0,02 s.

- La longueur de la conduite L = 0,1 m

- Le diamétre de la conduite do = 0,01 et 0,015 m.
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b) Résultats et analyses.

Les figures VI1 et VI2 montrent qu'on obtient des profils
paraboliques de la composante horizontale de la vitesse U. Ces
profiles augmentent avec 1l'augmentaion du nombre de Reynolds, et
diminuent lorsque le diamétre de la conduite augmente.

Les calculs donnent une composante verticale de la vitesse
V nulle.

Les lignes de courant sont paralléles aux parois.

Ainsi on retrouve les résultats connuent de 1'écoulement
établi dans une conduite cylindrique dans la zone située loin des

éxtrémités.
VI.1.2: Deuxiéme application .

" Analyse de 1l'écoulement dans une conduite ondulée du type

convergent - Divergent.
a) Présentation de 1l'application

Cette application consiste a déterminer les profils des
composantes de la vitesse dans les différentes sections de 1la
conduite ainsi que la répartition de la pression

Les calculs sont réalisés pour:

- Une valeur d'amplitude ao &gale & 0,06698 m
- Un diamétre do égale a 0,04019 m | -

On utilise une grille a mailles uniformes 16 x 10 et un pas
de temps égale a002s

On prend en considération les pertes de pression le long de

la conduite.
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b) Résultats et analyses

Les figures (VI5, VI6) montrent gue les composantes U et V

de

vitesse changent d'orientation dans la zone de forte courbure
{ section 0,51} du cOté des parois qui participent au changement
de la direction de 1'écoulement. Cet é&tat confirme la présence
d'un courant recirculation qui se situe entre les points de
décollement et de réattachement du fluide aux parois. Cette
recirculation et d'autant plus intense que la valeur du nombre
de Reynolds est grande parcecque le fluide est incapable de
tourner brusquement en suivant la paroi dans ce cas.

Les Figures (VI7, VI8) montrent que loin de la 2zbne de
changement de direction (Section 0,751) les profiles des
composantes U et V de la vitesse ne font pas état de valeurs
négatives, ce qui confirme gqu'il n'ya pas de courant de
récirculation dans cette zdéne.

Les figures (VI3, VI4 :)montrent que les calculs donnent une
valeur trés petite de composante V devant la composante U
(Section 0,251)celd est du & la z0ne de récircuation et de la
géométrie de la conduite ( convergent).

Toute les figures presentent une symetrie axiale pour 1la
composante U et une symetrie centrale pour la composante V.

Pour des valeurs de Reynolds superieur ai000 figures (VI9,
VI10, VI1l)} le modéle n'est plus valide,

Les figures_ (vI12, VI13, VIi4, VI1S5) expriment la
distribution de la pression au niveau de la paroi est ou au
niveau de l'axe sur huit longeurs D'ondes.

La pression au niveau de la paroil est supérieur a celle au
niveau de l'axe.Cela est de fait que la pression augmente-avec
1taugmentation de la hauteur.

La pression diminue lorsque le nombre de reynzlds augmente.
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Chapitre VII Conclugion Génerale

Conclusion generale

Dans le present travail,nous avans établi un modéle pour
modéliser et simuler 1'&coulement laminaire et permanent loin des
éxtrimités d'une conduite périodique du type convergent

divergeant.
—

L'adaptation d'une méthode numérigque "méthode de
compressibilité artficielleﬂggsée sur une transformation non
orthogonale de coordonnées et d'un schéma aux différences finies
‘nous’ ont pefmis la résolution des équations de Nairer-Stokes
incompressible dont les composantes de la vitesse et la pression
sont inconnues. o

P

Le modélé mathématique et le programme informatique aPPliqués:fxwx
4 1'écoulement dans la premiére partie ont permis de retrouver ;A_\““
les principales caractéristiques connues de . cet

&coulement,justifiant ainsi leur validité.

La présence des courants de récirculation du fluide dans les
zones de forte courbure de coté de la paroi impliguent des
déformations des lignes de courant.

Ces récirculations et ces déformations s'accentuent le long
du nombre de reynolds parceque le fluide est incapable de tourner

brusguement en suivant la paroi dans ce cas.

ces resultats ont &té déja obsérvés dans des études de

configurations géométriques proches.
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Chapitre VII Conclusion Génerale

Néaumoins,nous comptons toujours la poursuite de cette étude
en prenant en compte les conditions aux limites car elles portent
sur le comportement particulier de la solution et en adaptant un
maillage non uniforme.Ce maillage doit étre rafiné dans les zones

de fortes courbures et de coté des parois ou en choisissant
d'autres méthodes numériques de résolution plus puissantes et
plus précises malgré que l'expérience numérigue montre gue cette
méthode est trés éfficace pour des nombres de reynolds
inférieures & 1000 accordés & un choix de maillage - et de.
coefficient de compressibilité raisonnables car ces  deux
facteures sont trop sensible pour la stabilité et la convergence.
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Symboles :

a, : amplitude de la conduite [m]

b(x) : allure de la paroi de la conduite [m]

d,: diametre de la conduite [m]

€ ,€, . vecteurs unitaires dans les directions x, y
e,,e, . vecteurs unitaires dans les directions & n

g : accélération de la pesanteur [m/s?}

1 : longueur d'onde de la conduite {m]

n . vecteur unitaire normal a un élément de surface

P : pression [Pas]

P': terme périodique de 1a pression [Pas] . i S )
t : temps [S]

U

V composantes de la vitesse en coordonnées cartésiennes (X, y, z)

74

respectivement [m/s]

U,,U, composantes de la vitesse en coordonnées transformées (,n) respectivement -
[m/s]

X

y Coordonnées cartésiennes [m]

z

T : Vecteur tourbillon

v : Vecteur vitesse

X

Y Composantes du force de volume par unité de masse suivant les
VA

directions x, y, z, respectivement [m/s?]

(3] : inverse de la matrice Jacobienne

[J] : matrice Jacobienne de la transformation géométrique
Re : nombre de Reynolds {adimentionnel]

a : fonction géométique



- B : fonction géométrique
g : précision de la solution

":} coordonnées transformées [m]
1? .

A, perte de pression unitaire [Pa/m]
u: viscosité dynamique [Kg/m/s]

v : viscosité cinématique {m?3/s]

p : masse volumique [kg/m3]

p(M) : rayon spectral

y : fonction potentiel des vitesses

Y : fonction de courant

: vitesse angulaire (rad/s).
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