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Resumé
Le but de cefte thése est Fanalyse des écoulements a surface libre dans les
transition . Aprés obtention des equations bidimensionnelles de Saint-
Venant par modélisation mathématique,les variables du probléme sont
approximées par éléments finis.

La résolution est effectuce par lutilisation du schéma de KAWAHARA
(Selecting lumping-two step method).

Les résultats obtenus par expérimentation numérique sont compares a ceux
des autres modéies .

ABSTRACT

The objectif of this thesis is to analysis the free surface flows in the transitions.
After elaboration of the Saint venant bidimensional equations by mathematical
modelisation, the variables of the problem were approximated by finite
elements.

The resolution is done by utilisation of KAWAHARA scheme (Selecting
lumping two step method).

The numerical experimentation results are compared with other model 's ones.
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Chapitre [ Introduction

Introduction :

La théorie d'écoulement dans les canaux découverts est connue et confirmée par

'expérience depuis longtemps .

Les équations correspondantes ont été établies il y'a un siécle, mais on ne pouvait
pas les résoudre’ pour les cas pratiques avant Fapparition des ordinateurs dans les

années cinquante .

Le premier modéle mathématique important d'une riviere a é1é construit en 1953

par Stoker, Isaacson et Troesch du courant instituts of the New York university .

Leurs idées ont ensuite ét¢ appligquées et améliorées en France . A la suite de ces
applications, dans les années 1959 - 1961 les modéles mathématiques sont devenues un

outil communément utifisé pour toute étude hydraulique d'une certaine envergure .

L'objectif de ce modéste travail est la modélisation, a l'aide de la méthode des
éléments finis, d'écoulement a surface libre dans les transitions, décrites par les

équations de Saint Venant .
o
Nous commengons au début par des généralités sur les écoulements a surface

libre, et dans le Chapitre "1II" une bréve et modeste étude sur les écoulements dans les

transitions a été effectué .

Nous présentons dans le chapitre "IV” le modéle mathématique ( Bidimensionnel)
des écoulements a surface libre de Saint-Venant aprés un bref rappel des équations de

Navier- Stokes d'un modéle tridimensionnel geénéral |

le Chapitre "V" présente le modele numérique utilisé pour résoudre les equations

de Saint Venant , qui n'est autre que la méthode des éléments finis .

Enfin nous terminerons cetle étude par quelque applications .

ENPYS - Nt
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Chapitre 11 Génédralités

11 . 1/ Définition d’'un écoulement @ surface libre : {3,4;5,20]

L'écoulement de I'eau dans un it ouverl est appelé a surface libre, a lieu sous
l'action des forces de gravité et caractérisé par une présence obligatoire d'une surface
libre du courant, cest a dire d'une telle frontiére de séparation lelong de laquelle le
courant est en contact avec un milieu gazeux , en général, l'air sous pression

atmosphérique .

11 faut souligner que I'écoulemment de l'eau tibre est un phénomeéne beaucoup phis
compliqué que I'écoulement en charge parceque la présence d'une surface libre entraine

les variations des sections liquides suivant la longueur du courant .
Tous les lits peuvent étre subdivisée en deux catégories :
lits naturels et artificiels .
On rapporte aux lits naturels les riviéres, les ruisseaux, elc. .

Les lits artificiels sont les canaux sur appuis, les galeries, les tuyaux de drainage

et d'autre tuyaux partiellement remplis .

IT. 2/ Classification des écoulements : [3,4,5,20]

On peut classer les écoulements dans les canaux a ciel ouvert selon deux critéres:
espace et temps . En prenant Je premier critére, I'espace, on peut distinguer f'écoulement

unifofme ( dont la profondeur est la méme partout ) et Yécoulement varié ( dont la

profondeur varie lelong du canal ) . L'écoulement varié ( ou variable ) peut encore étre
divisé en deux catégories : graduellement variable ( sa profondeur varie, avec la

distance , graduellement ) ol rapidement variable : la profondeur change brusquement.

Le deuxiéme critére permel de diviser les écoulements en permanents ou
stationnaires ( la profondeur, dans une section données, reste constante ) et non

permanents ol pon stationnaires ( la profondeur, dans une seclion, varie avec le temps)

EN.P 95 No o 2



Chapitre 11 (Généralités

‘Théoriquement un écoulement uniforme ou un écoulement varié peut étre ou bien
permanent ou bien non stationnaire . Dans la pratique I'écoulement untforme rion
stationnaire est presque impossible a réaliser . par contre les écoulements non
stationnaires graduellement variés ou rapidement variés sont souvent rencontrés dans la

nature .

II. 3/ Régime d'écoulement : [3,4,5,20]

Le régime d'écoulement est caractérisé par le rapport des forces d'inertie aux

forces de gravité . Ce rapport est donné par le nombre de Froude locaks: .

F=V/C

ol : V est la vitesse locale .

C est la vitesse de propagation ou célérité des ondes de surface .

Pour un écoulement unidimensionnel, fa célérité dépend uniquement de la
pgéométrie de la section transversale et peut élre exprimé comme suit : C= fg. A/ B;

A : Surface de la section transversale,

B, : Largeur en surface,

g : Accélération de la pesanteur .

Dans le cas d'un canal rectangulaire de largeur b et de surface iransversale

A =bh.ou hest la profondeur de I'écoulement. {a célérité devient : C=/gh

Dans le cas d'un écoulement peu profond bidimensionnel, 13 célérité peut changer
dans les directions transversale et longitudinale suivant la surface locale de

I'‘écoulement .

Lorsque la vitesse locale est égale a la cékérité, I'écoulement est qualifié de
critique et F = 1. Lorsque F < 1, 'écoulement est fluvial ; lorsque F > 1, I'"écoulement

est torrentiel .

EN.P 95 ' N° 3



Chapitre Il Généralités

Remarque :

On doit noter qu'une onde gravitaire peut se propager vers I'amont d'un canal

pour un écoulement en régime fluvial, et ne peut se propager pour un régime torrentiel .

I . 4/ Canaux prismatiques, cananx non prismatiques : [3,4,5,20]

Les lits prismatique entrentdans fa catégorie des lits ouverts ceux dont les
paramétres ( sauf profondeur ) caractérisant la forme de la section transversale restent

constantes sur toute la longueur du lit .

Par exemple, un canal rectangulaire est considéré prismatique si la largeur de son

fond ne change pas en longueur, sinon on a un lit ouvert non prismatique .

Les lits naturels sont, en général, non prismatiques et possédent le caractére

irrégulier variable des paramétres de la section transversale .

EN.P 95 A
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Chapitre 111 Fcoulement dans les transitions

IIT. 1/ Introduction :

Ce chapitre est consacré aux ondes de choc qui constituent des perturbations
stationnaires a la surface libre d'un écoulement torrentiel . Le terme " Onde de choc "
tire son origine de la dynamique des gaz et en hydraulique, le terme " Ondes
transversales " est plus approprié . Ces ondes prennent naissance a l'extrémité aval des
piles de I'évacuateur de crue et se manifestent sur une grande longueur du coursier . Ces
ondes stationnaires sont provoquées par toutes perturbations situées sur le coursier,
telles que changement de direction, rétrécissements et élargissement, ou méme piles , ce
chapitre aborde bri¢vement la question des ondes transversales et indique les

possibilités de réduire les ondes de haulcur excessive .
HI. 2/ Déviation brusque d'un mur : [3,6,8,12]

Soit un écoulement torrentiel dans un large canal rectangulaire, I'écoulement dans

le canal est uniforme .

En un certain point, le mur est dévi¢ vers 1'écoulement , d'un angle -+ 0

La déviation du mur cause une perturbation de I'écoulement lelong d'une ligne
droite faisant un angle par rapport a la direction initiale de I'écoulement .
L'angle P est appelé " angle de choc " et la ligne correspondante " onde transversale .

L'angle de choc P est toujours plus grand que l'angle de déviation du mur 6.

- En désignant respectivement par les indices ( 1) et ( 2 ) les positions a 'amont et &
F'aval de Fonde stationnaire, 'application du principe des quantités de mouvements et de

l'équation de continuité donne :

Fig 1111

Onde de choc dans une
déviation d'un mur
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Chapitre 1l Ecoulement dans les transitions

h 1 5 . 2% ]

E_E[(IHBFI smé) -1 (1LY )
h, 188

hl tg(Q—e)

1
B=y' [Fl2—-2—§(y—1)(y+1)2]

, Vi
ou:ly=——"7r

(ghy)*

h
est le nombre de froude de l'écoulement entrant et : y = Tl est le rapport des
N

profondeurs de l'écoulement .

Le systéme d'équations a été établi en supposant que l'eau était peu profonde, c'est
a dire que la pression était hydrostatique, et que fes distributions de vitesses étaient

uniformes .

Pour des paramétres donnés h, , V, , et B, on peut calculer h,, B et F; . Dans le cas

ou F sin B > 1, I'équation peut étre remplacée par I'équation approchée suivante :
‘ | .
Y=V2F 31“[3"5
et Hager a montré que :

R=0+, 5N (111.2)

. 11
pour @<—; et F1>2,

les valeurs caractéristiques tirées de l'équations ( 1112 ) présentent un é€cart
inférieur & 2° par rapport & la valeur exacte . De plus | on peut représenter le nombre de

Froude aval F, par l'équation approchée -
P q PP

ENP 95 | o6



Chapitre [l _Ecoulement dans les transitions

Fj cos? B

JisinB[l——(Z «/iFlsinB)"l] > !

i =

Fronts des ondes transversales étaient raides pour y > 2 et le passage de h; a h,

presque brutal.

1II. 3 / Notion d'ondes positives ef négatives : [3,6,8,12]

Une application du mur de déviation est le canal représentant un changement de
direction brusque mais faible . La figure ( {11.2 ) représente un canal dont le nombre de

Froude de I'écoulement a l'entrée Fy > 2 .

Aux points A et B le canal change de direction d'un angle 8 . Au point A le
changement de direction rentre dans I'écoulement, la déviation du mur est qualifiée de
" positive " et la profondeur de ‘écoulement est identique a celui précédemment
examiné . Au contraire la déviation du mur au point B est " négative " et une onde

négative se forme avec diminution de la profondeur de 'écouiement .

Cette onde est différente de l'onde positive du fait que le changement de

profondeur est progressif et non brutal .

A Famont de la zone délimitée par ACB, n'est pas touchée par le changement de

direction, les lignes de courant restent paraliéles au canal d'entrée .

Dans les zones ACE et BCD, sont influencée par la déviation, la premiére zone on
constatera une augmentation de hauteur due a une déviation positive du mur ( -+ 8 ). et

on remarque le contraire pour la seconde zone pour une déviation négative du mur (-0),

* et les lignes de courant suivent la déviation et restent paralléles au mur .

EN.P 95 i N° T



Chapitre 111 Ecoulement dans les transitions

Le point C est le résultat de l'intersection des ondes négative et positive et la zone
delimitée par CDEF est une zone perturbé résultante d'une intersection d'onde positive
et négative, les caracténistiques de cette zone devient égale a celle initiale c'est a dire h;

et Fy et les lignes de courants sont dévié de 2 O par rapport 4 la direction de

'écoulement initiale .

A l'aval de la ligne DFE, une inversion se produit de nouveau : les lignes de
courant deviennent paralléles aux murs . La profondeur de 1'écoulement augmente dans

la zone DFH et diminue dans la zone DFG .
Le long du mur AEG, la surface s'éléve tout d'abord de la profondeur initiale b, .

L'écoulement devient ainsi agité dans le canal, ce qui nécessile des murs plus

hauts que ceux de la zone d'entrée . Fi

Fig.(I11.2) Représentation des ondes positives et négatives

II1. 4/ Réduction des ondes transversales: [3,6,8,12]

Une partie importante de I'étude des coursiers porte sur la réduction des sommets
des ondes en vue d'obtenir un écoulement presque uniforme, et le moyen le plus efficace

pour réduire les ondes est basé sur le principe d'interférence d'onde .

Selon ce principe, une onde négative est produite pour remplacer une onde
positive identique . Par exemple, une déviation de mur positive dans un canal de

largeur finie, telle que représentée sur la figure (a ) ci-dessous conduit A une

E.N.P 95 ‘ Ne B



Chapitre Il Feoulement dans les transitions

augmentation de la profondeur d'écoulement ( hy > hy ). Dans le figure ( b ), I'inverse se

produit conduisant a une diminution de la profondeur d'écoulement a I'aval .

Fig. ( 111.3 ) : a) augmentation de {a profondeur de I'écoulement

b} Dimunition de la profondeur de 1'écoulement

I 5/ Rétrécissement d'un canal dans des conditions d'écoulement

torrentiel : [3,6,8,12]

11L5.1/ Type de rétrécissement :

Un rétrécissement de canal dans un écoulement torrentiel se présenie aux endroits ou :
- la pente dy radjer est augmentée
- la rugosité est réduite , ou
- le débit augmente .

Taubert a distingué les rétrécissement en forme d'entonnoir, en forme d'éventail et

en forme de tuyére ({ig. [11.4)

EN.P 95 | N 9



Chapitre 11T Ecoulement dans les iransitions

i
f
I
I
I
i
f
f
]
|
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¥ L 4

Entonnoir Eventail Tuyeére

Fig. IIl.4 Fonnes de rétrécissement

Le premier type a une forme polygonale entre la partie large et la partie étroite du
canal . Dans la forme en éventail, on utilise des arcs circufaires dont la courbure est
orientée vers I'écoulement alors que dans la forme en tuyére deux arcs circulaires sont

dispos€esen S .

Le rétrécissement en forme d'éventail présente le minimum de déviation

élémentaires et correspond ainsi a la forme optimale du point de vue géométrique .

En ce qui concerne le rétrécissement en forme de tuyére, I'arc amont aura un
rayon plus petit que l'arc aval . Les rétrécissements en forme dentonnoir seront

exXamineés .

111.5.2/ Rétrécissement en forme d'entonnoir :

La figure ( 1115 ) montre un rétrécissement linéaire symétrique sous l'angle 6 d'un
canal rectangulaire de largeur amont b, et de largeur aval b; .Si les conditions
d'écoulement & l'amont et a l'aval sont telles que F, > 1 et F; > 1, Ce changement de
largeur du canal provoque un systéme d'ondes de choc . Les fronts d'ondes partent des

points A sous un angle [, et se rencontrent au point B située sur I'axe du canal .

Pour un certain choix de 6 les ondes de choc A I'avat de B touchent exactement les

poinis C sous l'angle @ R 'entrée du canal prismatique de largeur b,

ENP 95 ' N° 10



Chapitre 111 Ecoulement dans les transitions

A l'aval d'un tel rétrécissement, il n'aura plus de réflexions d'ondes et la surface

d'eau sera plane .
1l est évident que le choix de 0 dépend du nombre de froude amont F, et du
| b
rapport de largeurs b/ B . Une fois i)l et O fixés , chaque changement de F; conduit a

|

la situation représentée dans la figure (1115 ) .

fig. 111.5: Représentation de I'éconlement d'un retrécisement de canal d'aprés Ippen
et DAWSON ( 1951)

(—— ) : Onde positive
(e ) : Onde négative

Le front d'onde provenant de B ne touchera donc plus le point C mais touchera la

paroi au point D soit a I'amont ot & 'aval du point C .

11 se formera une nouvelle réflexion et la surface d'eau a l'aval de l'entrée du canal
aval rétrécie sera fortement perturbée . Des ondulations stationnaires entraineront une

surélévation importante de ses parois .

ENP 2 : Ne 1l



Chapitre 11 e Eeoulement dans les transitions

Par conséquent, le imensionnement d'un tel rétrécissement se base sur le débiat
maximal (Qmax = Qq ; les ondulations pour tous les autres débits inférieurs Q < Qp

sont tolérables .

Il faut encore noter qu'un systéme d'ondes négatives, se forme dans le cas ou les
puints C et DD ne sont pas identiques d'aprés Hager ¢t Bretz, Yangle de rétrécisscment 0

peut étre délerminé par la formule approchée suivante :

Si 8 <10°

Pour de grande valeurs de 6 les résultats devront étre vérifiés vis A vis de

'engorgement, étant donné que F; peut étre proche de I'écoulement critique .

Un réseau hydraulique se produit alors dans le rétrécissement . De tels

phénoménes sont a écouter dans tous les cas et en doit assurer une transition progressive
de FI a F3 .

I.a conception sera basée sur une valeur minimale du nombre de Froude aval
F3>2, de fagon que 2 < F;y < Fy . L'é¢tude se base sur le débit pour lequel la hauteur

maximale de l'onde se produit .

Ce débit n'est pas connu a priori . On considére , en général, le débit maximal

comme débit de projet .

ENP9S o ' N 12



Chapitre 111 Ecoulement dans les transitions

v
v

b 4

(b)

Fig. IIL.6 Conception d'un rétrécissment de canal en forme d'entonnoir d'aprés

IPPEN et DAWSON ( 1951)
a) Vue en plan, b) Coupe longitudinal
() profil de la surface libre le Jong du canal

(-—--) profil de la surface hibre le long des parois

EN.P 95 ' N° 13
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Chapitre 1 Feoulement dans les fransitions

HT. 6/ Elargissement d'un canal : [3,6,8,12]

Par opposition a une réduction de largeur d'un canal, ot la vitesse moyenne V
diminue et la hauteur d'eau h augmente en direction de P'écoulement , V dans les
canaux 3 parois divergentes augmente et h décrois pour des conditions

pseudouniformes

Alors que la hauteur d'ean décrois, Fangle de choc B augmente et les ondes de

choc divergent en conséquence .

Rousse et al ont présentés des résultats permettant le dimensionnement des

élargissements dans des conditions d'écoulements torrentielles .

En considérant by et b, les largeurs 4 l'amont et & l'aval du canal rectangulaire,

I'écoulement provient d'un canal amont prismatique de la largeur by sur un canal aval

b <
de largeur infinie (B]— —> 0)
2

la fouction de largeur B = B (x ) dans la transitions est :

ot Fy est le nombre de Froude amont .

Pour les fortes pentes du radier, I'écoulement a tendance a moins s'étendre

latéralement , et pour des valeurs finies de b, / by on peut utiliser I'équation suivante :

B 1} X Y
b2 “'(%[w]} |

la longueur de la zone de transition L est déterminée comme suit :

b
L ~]+%25(-bﬁ2+ ]) ' ; avec:-b—z—<5
b] F[— o bl L
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Chapitre 111 ) Feoulement dans les transitions

D'aprés ROUSE et al, ta conception donne un écoulement sortant essentiellement

uniforme .

Fig l11.7 Géométrie d'un élargissement dans les conditions torrentielles
(— ) Profil de la surface iibre ie long de l'axe
(----- ) Profil de la surface libre le long des parois

(e ) Début et fin de la transition
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Chapitre 1V Modélisation mathématique

V. 1/~ Hypothéses de base : [ 1,6, 8]

Les équations qui régissent fes écoulements non permanent dans les canaux naturels ou

artificiels, sont un simple modéle de phénoménes extremement complexes .

Elles incorporent seulement les grandeurs importantes influengant réelement

I'écoulement , en laissant de c61é les grandeurs , qui sont d'une importance secondaire .
Les hypothéses qui nous ont permis d'établir ces équations sont :
1°) Le fluide est imcompréssible
2°) L'écoulement est bidimensionnel
3°) La pression est distribuée hydrostatisquement sur la profondeur
47} Le canal est de faible pente
5°) La répartition des vitesses transversales est uniforme

6°) Les effets de frottement limite est {a turbulence ont été considérés analogues & ceux

des lois d'écoulement permanent .
V. 2 /- Mise en équation : [ 1, 2]

Les équalions de Saint - Venant qui gouvernent les écoulements bidimensionnels a
surface libre sur la base des hypothéses précédentes proviennent de lintégrale sur Ia

profondeur des équations de Navier - Stokes ( 3 - D ) et de conservation de la masse .

surface libre :z

fig. (V1) : plan de reference

Schéma d’un écoulement

a surface libre
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Chapitre IV Modélisation mathématique

[es équations de base sont :

* Eqguation de conservation de la masse :

%P 0 4.1
‘“+‘“(“)+a},(v)+ (w)= (4.1)

* Equation de conservtion de la quantiié de mouvement (équation de Navier-Stokes ( 3 - D))

0 e 0t 1|8ty Oty Oty
5 (W) + 2 (U )+ay(UV)+ 0 (UW)=f.V~ g+ p[ T T

av), @ 9 2 8t 1 Oty Oty Oty
& +6x(UV)+ay(V )+ (VW) f.U- gay ol Bx + 5y +3;
6(W) ot 1

ot ot ot
i 2 * Xz Y zZz
. ax(UW)+ay(WV)+ (W y=f.W- gaz ( Ax + 3y + 62)

L'intégration de ces équations sur la profondeur se fait en utilisant la régle de dérivation sous
signe "somme " soit

of o(-1

_[&cb—-_—_'. f.dz- f(t)é*"*+f(—ll)_£——ll
a(-h)

jaydz——j f.dz—f(x ) +f( h) 5y

-h

{%@:f(r)-f(_h)

et en considérant en outre les conditions cinématiques a la surface et au fond .
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Chapitre 1V Modeélisation mathématique

pourz=rTt,ona l'équatidn de la surface libre :
% v Zr @ Z-w

pour z = -h, on a I'équation du fond :

U h)?‘ﬁ-klf'(-—h)—*——' w( h)-
ay___ -

IV.2.1/ Intégration de la loi de conservation de masse :

| (@;o_ff 6W]d_ m,,rj PN L
_p\Ox dy &z ox n Oy _, Oz

En utilisant ta régle de dérivation sous le signe "Somme" pous pouvons écrire :

ff [6U av aa\:] J‘ U [[U(T)_"U( h)L‘_)_]]

~h| 0x By
9 h) W
[ay _[l 2y ]]4— W(7)—- W(-h)

Vﬂ7~{VU)~——V(!0

I'écoulement est moyennement permanent , nous définissons les vitesses moyénnes

comimesuit:
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Chapitre IV Modélisation mafhématique

D'ou l'équation devient

It(au+av+aw)dz_gg+a(I{U +6(HV)+[W( o1 e AN
ox Yoy Yoz )% o tox M5, RAPTI PO

+ ) W(-h)+U(-h 6h+\i h ah]
YWER+U D) ZoaV(-h) -
En tenant compte des conditions cinématiques, I'équation intégrée devient :

6H

= +~6—(HU)+—(HV) = 4.5)

1V.2.2/ Intégration de la 1°™ équation de Navier - Stokes :

EJU o ., o(UW)
Posons A= 6t (U )+ay(UV) pw
_ Ot 1 Ot |, Oty | Oty
et B—I‘.ngax+P( Ax + 3y + Fy
L 10U @
hAdz— ———+"-—(U )+*-(UV)+~~(WU)dz

BN
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Chapitre 1V Modélisation mathématique

It
—~h

Adz = Er Udz - (U(t) - U(~h) a(—h))

JUzdz—[Uz(t)a U’(l)a( ))

2 - CASIESYITNoy a—h))
+ ay-‘-_hUde (U(‘C)V(‘t) 3y Uh)V(-h) By
+ (UW), - (UW)_;,
T _ Jr _('2_ T 9
"—h Adz = —GI_[IHIdz+ E _[hU dz
d s o1 drt ot
+a.[hUde+U(t)|:5I+U(t)5;+\i(t)a—y—W(t)]

o—h) ]
+ U( h{ o +V( l) ay +W(—l)
En introduisant les conditions ciné matiqies , nous obtenons :

t

jl Adz = — I Udz+— I U2d7+-~ _[VUdz

-n
Sachant que:

U=(U~-U)+U
S d'ot: UZ=(U-U)? + UF+20(U-T)
et: (U-U}V-V)= UV-UV-UV+UV
d'ou UV=(U-UYV-V)+UV+UV-UV

En remplagant les termes U? et UV par leur expression dans l'équation ( 4 . 6 ) nous

obienons :

rhAdZ“"*(HUH (11U0)+ g (HUV)

a it — I — —
4»(;5-;{—]:11(1}-{})2 dz+a—y_[_h(U—V)(V—V)dz
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Chapitre 1V Modélisation mathématique

Integrons sur la profondeur les termes du second membre de I'équation (4.2) , tel que le

tenseur des contraintes visqueuses et turbulentes est donnée par :

( aUy oUu o)

e ) (U7 -W-] % it
T = = — +
Ty Ty uv FSJ ov ou U
\dx Dy ay

T _ 61: 1 61:xx a xy a‘txz
'[—thzw‘[»h[fV gax (8}( + By 67 z

aprés 1% arrangerment on obtient :

thdz=fVH H-»+ j

0
e IR [ WD Gt Ty (D 5 (r)]

+[txx("h) a(;h) Tyy(—h ~h )6(;:1) Txy("h)jl

En considérant le sysiéme d'axes x ',y , 2z , ou l'axe z° étant normal a la surface libre
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Chapitre IV Moadélisation mathématique
( ~on)
1 0 —
X ox X
0 1 A y
yI= v
Z ay z'
00 1
\ J

La transformation du tenseur de contrainie montre alors que :

ot ot

ty’z‘ =—‘txy““a';(“—‘tyy5y“+‘! z
ot ot

‘txlzl =—T

xx"é;-'txy"*a;’-l-T

et nous définissons la contrainte du vent et la contrainte du fond par :

Twx = (Txz )s Tox =(Txz o
et
Twy = (Tyz )s tby=(ty'z')b

d'ot I'équation irtégrée devient :

OHU)

ot
_fit_+ (HU )+ay(}iUV)“1W{ gHa +— ('c —Tpx)

3} 1
+ -‘3 &(HTX}{)"{"‘; 5(1‘1 Txy)

O les contraintes effectives dans te plan vertical sont définies par :
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Maodélisation mathématigue

Chapitre IV
L[ [2py 2V _pip Uy |dz
TN PDaX—P —P(U"I_) ¢
Tyy = HI [Pv WJrE ?U‘V‘mP(Uwﬁ)(V—V)]dz
I av. —
Ty =4 _h[zpv—g—pv" —P(V—V)2]dz

et Jes contraintes du fond sont généralement données par :

. g OO +VH 4 Tl +vHh
= o2 =pg H%
. P8 VU2 + Vi nzv(ﬁ?ﬁ}?)%
by 02 =p H473
[ 1
C= E R%{é
avec: 1 n=Coeflicient de Manning
¢ =Coeflicientde Chezy
. Ry =Rayon hydraulique
Ainsi que:
g——
o p&H-h) (?.1;1 _‘E“_‘_)_ 2
el g = e T = G )T T A

ENP 95
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Modélisation mathématique

Chapitre IV
. oh
On: &:—: ax
Avec S, : pente du canal dans la direction x .

Finalement 'équation ( 4 . 2 ) intégrée devient :

ftgHzJ
a(HUZ) &AHU V)
at(HU) 5 % =TH V-

1 n?G(U% + V2%

1
p[ (HT,)+ Gy(H 'Ixy)] (4.7)

e gquation de Navier - Stokes (4 . 3 ) sur la

H?
a[g 2) h 1

de la méme fagon on integre la 2

profondeur pour aboutir 4 :

2 AN -

al(HV)+ (HUV)+ay(HV) fHU- 5yt Ty
2V(U2+v2)y

~gH [ 7 ax(H"Ixy)+ ay(mw)] (4.8)

J . KUIPERS et C.B . VREUGDENHIL ( 1973 ) ont introduit la viscosité turbulente &

pour une profondeur constante H & fin de prendre en compte les termes de contraintes

eflectives comme suit :

1[o T (a%‘ azu]
| &Y, 7Y

il Tt 9 T [=¢| 57+ 50
1fo A
“;ﬁ" ,,_a; (H Txy)+ ay (I‘I )F=8(hé;§" +?}y_2]

24
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Chapitre IV Modeélisation mathématique

En introduisant les hypotiiéses simplificatrices suivantes :
- négligeant la force de Coriolis

- négligeant les termes d'ordre deux

- négligeant l'effet du vent

Les deux équations deviennent :

g’
o{ 2]

2(1V)  o(U?) MUY +gHSn-gHSg  (4.9)

ot ox oy X
e
JHV) dHUV) aHV?Y) 2
Gt " ax v oy = " ay telSey-eHSy (4.10)

Les différents termes apparaissant dans les équations de Saint - Venant correspondent

respectivement :
- & l'accélération locale de 'écoulement
- A l'accélération spaciale
- 4 la force de pression
- a la force de gravité

- au frottement cau - fond du canal .

n? UU? + V)%

S =
i H%

< nl vt avis
f = s

Et Sox. Soy : sont respectivement les pentes du canal dans les directions Xet Y .
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Chapitre 1V Modélisation mathématique

Le systeme final decrivant le probléme considéré dont les inconnus h, U, V| dit systéme

de Saint - Venant est le suivant :

oH N o(H U) 6(H V)

ot ox (4.11)
s g“"’)

g(HU BHUV
e Gy =B H (o =550 (4.12)

112

O

d(HV) 8(HUYV) 2
St 3y =g H(Soy —Sgy) (4.13)

V. 3/ Transformation Géométrique : [ 10 ]

On procéde A la transformation géométrique pour transformer n'importe qu'elle
géoméirnie complexe en un domaine de calcul rectangulaire plus simple a étudier afin
d'éviter les problémes lors de prise en comptedes conditions aux limiles au niveaun des parois

latérales .
Cette procédure est basée sur la transformation de coordonées suivantes :
E=x (4.14)

_y
=S (4.15)

b(x), étant la distance entre l'axe de symétrie et la parot
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Chapitre IV Modélisation mathématique

Ib(x)

» X » &
fig(Iv.2)

Une fois , la transformation est établie, l'application des différentes series au domaine
2>

de calcul est plus adéquate, par conséquent les frontiéres du domaine de calcul coincident

avec =0 et n=1.

1V.3.1. Application de la transformation géométrique nux équations

de Saint - Venant : | 7 |

Les équations de Saint - Venant peuvent s'écrire sous la forme conservative comme

suit:
8 Q+0, E+0,G=8§ (4.16)
Ou:
_ {
jH | HV
Q= lHU G=1HUV r
HV 2,1 2
(M V245 gHY|
HU
. 0
E= HUz+§gH2 8=1 g H(Sox —S&)
HUV BH(Soy —5g)
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Chapitre 1V Modélisation mathématique

En adoptant fa transformation géométrique (4.14), (4.15) au systéme (4.16) on obtient :
0,Q+08, E+9,G=8
Ou;
Q=Q/)
E= (g E+E,G)/1
G=(n E+ny G)/J
s=§/1 |
I=E&my —& Nx

J 1 déterminant de la matrice jacobiénne .
Le systéme hyperbolique non lineaire ( 4.17) peut s'écrire sous la forme quasi-linéaire :

0Q OF 0Q 8G 9Q
51750 % Taq =S

On A OE
pose §=6Q
_96

n— ag

Ag , B, : Matrices jacobiénnes
D'oui :

& Q+ A(Q) 2:Q+By(Q)0,Q=3

La forme explicite des deux matrices A; et B, est la suivante :

ENP 95
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Chapitre [V Modélisation mathématique

=

Ag= ~U?4e2 U
—UV+e? v U

0 _—y db(x) 1 ]
b’(x)" Ix b(x)
o2 (2 -~y ab(x)_UV -2Uy db{x) V U
POV T Tax b 8 9% oo b(x)
UVy 8b(x)+(cz—V2) ~Vy db(x) Uy ab(x) 2V
bl(x) 9x b(x) b(x) dx bl(x) dx b(x) ]

1V . 4/ Conditions initiales , Conditions aux limites : [6,8,10]
1V .. 4. 1/ Conditions initiales :

Se sont les valeurs de h , u et v respectivement hauteur, vitesse suivant x et vitesse
suivant y, prise 4 I'instant t = 0, clest 4 dire, les valeurs 4 prendre pour commencer les

itérations, ces valeurs sont judicieusement spécifiées en tous les points du maillage .
IV . 4. 2/ Conditions aux limites :
Différentes conditions sont prises en compte :
- Les conditions d'amont et d'aval
- La conditton de symétrie
- Les conditions sur les parois latérales

A) Conditions d'amont, Conditions d'aval :

Il faut trois conditions aux limites & 'amont et aucune a l'aval pour des écoulements

bidimensionnels en régime supercritigue .
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Chapitre 1V Modélisation mathématigue

En ce qui concerne les écoulements fluviaux, deux conditions aux limites doivent étre

spéciftées a 'amont et une condition 4 l'aval .

B) Conditions de svinétrie :

Pour le calcul des variables u, v, et h au niveau de I'axe d'écoulement, il est nécessaire
d'utiliser Ja procédure de réflexion, qui consiste 4 donner aux variables précédentes aux

points du maillage fictif, la valeur de celles aux points intérieurs correspondants .

L 4

points fictifs

fig. IV.3

Remarquons que cette procédure est exacte pour une ligne symétrique . [10]

C) Conditions sur les parois latérales :

De la méme maniére que précédemment et pour pouvoir calculer h,u, et v au niveau

des parois latérales . il faut utiliser la procédure de rétlexion qui nous a paru étre la plus

appropriée .

Cette méthode est 'une des plus utilisée et fa plus recommandée pour analyser un

écoulement dans des canaux a section rectangulaire
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Chapitre 1V - Modélisation mathématique

En se référant a la figure ( 1V.4 ) ci, dessous, la profondeur d'écoulement h et la valeur
de la vilesse résultante V au point de réflexion fictif du maillage et au point intérieur

correspondant, sont les mémes .

ypa (WL V mur
Viseris mur

h,V

Viméricur

v

»
»

AXx X X

fig. (IV.4 ) Procédure de réfiexion pour la paroi latérale

La direction de la vitesse résultante V est délerminer telle que sa composante normale

att mur soit nulle .

Si 0 est langle que fait la paroi avec I'axe des X, et o langle que fait la vitesse
résultante au point intérieur du maillage et 'axe de X, alors les composantes Uf et Vf au

point du maillage fictif sont dans le cas d'un canal divergent :

Uf=Voos(2B-—a)
Vi =vsin(26-a)

et dans le cas d'un canal convergent :

Ul =Veos(20-a)
vi=-vVsin(20-a)

V est la vitesse résultante au point intérieur du maillage .
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Chapitre V' Modélisation par éléments finis

V. 1/ Infroduction :

Le domaine de la modélisation numérique est un produit numérique informaticue.
Il a comme objectif la simulation numérique d'un phénomeéne physique en utilisant les
outils informatiques, pour cela il faut comprendre la physique, choisir les outils

mathématiques, numériques et informatiques .

Avec l'événement de machine de plus performantes et de moins coliteuses, la

simulation numérique eskdevenue un outil simple précis pour trier les objets.

Il existe plusieurs méthodes décrivant le comportement des systémes physigues,

parmi elles la méthode des éléments finis .

V. 2/ Historique :

La MLEF a été développée sur la base de fondement physique elle est formulée 3
partir des considérations encrgitiques de la mécanique des structures, reposant sur la

méthode d'approximation .

On souligne le travail de " ARGYRIS ¢t KELSY " qui systématisent l'utilisation

de la notion d'énergie dans I'analyse des structures .

En fait les idées de base de la M.EF apparaissent dans "CAURANT-
HERNNIKOFF et MC HENRY" ( 1940 ), consistant & résoudre dcs problémes de

M.C par la discrétisation en éléments a l'aide de méthodes d'approximation adéquates .

Avant la M.D.F était utilisée en méme temps qu'une formulation générale de la
"Méthode de forces " ( LEVY 1947 et GRARVEY 1951 ).

Cependant, la mise au point des premiéres méthodes d'éléments finis pour la
mécanique des fluides est apparue dans Jes années soixante dix ; en 1970 ( TAYLOR et

HOOD ) ont résolve les équations de N.S incompressibies par éléments finis, aux

) alentours des années 80 COCHET, HUBERT, ROBERT, SOULIMANI,... Ont

proposé des types de résolutions de problémes hydrodynamiques en éléments finis .
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Chapitre V Modélisation par éléments finis

Actuellement Ja M.E.F est trés répondue  dans les industries en particulier en

construction aéronautiques, aérospatiale naval et nucléaire ; elle se développe en ce

.

moment dans les applications de M.D.F . Ainsi que pour des problémes trés complexes .

V. 3/ Concept de base : [ 9 ]

La M.E.F est une méthode d'analyse numérique pour la solution des problémes de

genre généralement trés complexes .

Elle consiste a utiliser une approximation simple des variables inconnues, pour
transformer les équations aux dérivées partiches régissant les problémes en équations

algébriques . Elle fait appel aux trois domaines suivants
- Science de l'ingénieur pour construire les équations aux dérivées partielles .
- Méthodes numériques pour construire et résoudre les équations algébriques .

- programmation et informatique pour exciler efficacement les calculs sur

ordinateur .

Le concept de base de la méthode consiste 4 subdiviser un domaine continue par
une série de subdivisions appelées éléments . Ces éléments sont interl iés par des lignes

nodales et les coins des éléments deviennent alors des noeuds .

On définit a l'intérieur de chaque élément une approximation, cette approximation
de la fonction choisie pour I'élément appelle " interpolation " et on exprime cette

interpolation en fonction des inconnues aux noeuds .
U(XaY)=iNi(an)Ui
=1
U; : Variables nodales .

N; ( %, y): Fonctions d'interpolation Nodales .
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L'assemblage de tous les éléments nous donne une série d'équations simultanées a
résoudre , en utilisant le calculateur, la solution de ces équations nous permet d'évaluer

nos inconnues .

V. 4/ Etapes a suivre par la ME F :
Les étapes a suivre pour résoudre un probléme par éléments finis sont :
V.4.1 Idéalisations et choix d'élément :

On divise le domaine continu en éléments ; le choix de la forme et de la taille des

éléments est une habilitée qui ne peut étre acquise que par la pratique .
V.4.2 Choix de fonctions d'interpolation :

Pour chaque élément, on choisit une fonction d'interpolation: qui remplace la
variable inconnue A l'intérieur de cet élément ; celte fonction doit étre multipliée par les

variables nodales .
V.4.3 Calcul des matrices élémentaires

Cette €tape constitue la partie la plus importante et fa plus difficile du probléme .
Llle consiste 4 transformer un modéle forten un autre faible ; pour cela on utilisant le

principe variationnel ou la méthode des résidus pondérés
V.4.4 Assemblage des ¢léments :

Toutes les matrices représentantgles éléments du domaine sont assemblées pour

créer un modéele globale représenté par un "ensemble " d'équations .
V.4.5 Assemblage des équations :

Avant la résolution on doit appliguer les conditions aux limites ; les méthodes de

résolutions sont choisies en fonction du type de systéme .
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Chapitre V' Modélisation par éléments finis '

V. 5/ Elément de référence : [ 9 |

Dans le but de simplifier la délinition analylique des éléments de formes
complexes, on introduit 1a notion d'élément de référence simple situé dans un repére de
référence . L'éiément de référence peut étre transformé en élément quelconque par une

transformation géométrique bijective .
Cette transformation a la forme :
T:E.l(g!‘rl!"') —‘)X(Xi,Xj,Xk,...)
Ou:

X; , X; , X sont les coordonnées des noeuds géométriques .

W Y+
0,1 T
X Xj
0,(1‘ 1.0 ’E_, TX
E=<&,1> X=<X,y>

La transformation géométrique est présentée en reliant les coordonnées sur

I'élément réel { x,y ) en fonction de & , 1 ,elle s'écrit :

X= ZNI (&,M) %,

y= 2 Ni(&m)¥n
Ou:
Xn » ¥n : coordonnées aux noeuds
N; : fouction de transformation peométriques .

N.B. : Si les fonctions d'interpolaticn N; ( &, 1) sont identiques aux fonctions de

transformation géométriques N; (£,1) 1'étément est dit isoparamétrique .
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Le but du passage d'un élément de référence a un Slément réel est dalléger le

volume de calcul réduisant plusieurs opérations ( communes ) en une seule .

V. 6/ Matrice jacobiénne : [ 9 ]

P'existence de deux repéres différents l'un  de référence, 'autre réel nécessite une

matrice Jacobiénne pour le passage d'un repére a l'autre .

Toutes les expressions qui impliquent des dérivées en x , y sont transformées en

E,1 grice a la matrice Jacobiénne | J | .

[o] [ox g;]( a]l
0% 0¢ ot ) éx
B = ox @J f;LJ onunotera : {23}=[J] {&x}
on an dnj oy

Deméme {ax}=1j] {35} Avec{j|=]71]".

Lestermesde [ J ] sont obtenues comme suit :

(z):{ﬁ(g’n)}T[{xn} { Yo }]

5 [ 3 0 -! B }T
B ag g || {N(gm)
= [t]}= P (x.v)= A a - T [{Xn}{.\’n}l
9 2 Nl
o dn  on

Elle est donc le produit de deux matrices F'une contenant les dérivées en &, 1 des
fonctions de transformation géométrique, et l'autre les coordonnées des noeuds

geomiétriques de Félément .
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Chapitre V. Modélisation par éléments finis

En ce qui concerne l'intégration, on aura qu'a remplacer :

[ Neoyyaxdy par | Negm) det (1) den
Vré el Vré f

V. 7/ Application aux écoulements a surface libre :

Une déscription d'un probléme physique sous forme de relation dérivée partielle

est un modéle fort ot une écriture forte .

Une déscription sous forme intégrale impliquant les fonctions solutions et les
fonctions tests de pondération est appelée un modéle variationnel intégral ou faible ou

encore une écriture faible .
Le choix des fonctions de pondération conduit a différentes formulations :
.- Formulation de type GALERKINE .
- Formulation de type colloction par point ou sous domaines .
- Formulation de type moindre carré

Clest la formulation de type GALERKINE est la plus utilisée .

V. 7.1/ Formulation variationnelle des équations de Saint - Venant : [9,11]

Notre modele est le suivant :

9Q, , 9Q 0Q

Bt e By T80 (V-

L.e modéle fort s'écrit :

W°='v\|,( Q+A¢i;(§ Bn 8 )dv-—()

. A( 718
W= w%—?dv{[ \|1A§%§-(lv+j Wi, (Eﬁ-d\f—j wSdv=10
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Chapitre V. . Modélisation par éléments finis

Aprés intégration par partic ; nous oblenons une forme intégrale faible :

Wezj tpiQ‘dV—j QH A -QdV+J" WA, QdI
v ' ot v g e r oo

ow J. - j ‘
"IVE'J{B"Q(W_F arlanle— v\deV-——() (V.2)

V. 7.2/ Application de GALERKINE : | 9,11,3 |

Les variables sont représentées par approximations nodales ces derniéres sont de

type C°.

Remaryue : L'approximation est de tvpe C° si la fonction est seule continue sur les

frontiéres entre les éléments .

pour chaque é¢lément on a :
bU=<N> {bU,} ; bV=<N={bV,} : bh=<N>{bh,}.
Les fonctions tests de type GALERKINE sont

W=3Q=<N>{8Q, }=<06Q, >{N} (V.3)
D'ou :

S(LbU)=<N>{8(bU} ; d(bV)=<N>{d(bVy)}.

§(bh)=<N>{d(bhy)}

Remplagant ( V. 3 Ydans ( V. 2 ) le systéme devient :
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Chapitre V Modélisation par éléments finis
We=<8Qn>U {N}<N>{ Q"}dv I{ }Ag<N>{Qn}dV
v
j{N}A€<N>{Q Jd V- H }B <N>{Q,}dV

of s, <n> (00 v-f vysav)eo
....<6Qn |:.[ {N}<N>dV{Q“} J({ } é {aa:]J}Bn}'<N>dV

—J‘V{N}SDV+§F{N}A§<N>dF{Qn}+
;{N}&<N>dF{Qn}]=O (V.4)

Pour les matrices jacobiénne A, , B, non linéaire, on a appliqué les

approximations suivantes .
U=i Uy, V= i:N Vi h=iﬁihi
=] i=1
En pratique, la forme intégrale faible présente l'avantage , prend en compte une
partie de condition aux limites sur les intégrales de contour .
Cette discrétisation nous permet d'écrire W* sous forme matricielle .
Pour chaque élément :
We=<8Q>{{m]{Qu}-[k(Q)I{Qu}-{f}}=0 (V.5)

On :

[m]=] {NI<N>dV: Malrice masse élémentaire .
v
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Chapitre V' Modélisation par éléments finis

[k(Q,)]= jv[{?(%} Ag+ {%%I} B,,)< N>d V: Matrice de rigidité interne
¢lémentaire .

{ Q } : Vecteur des variables élémentaices

{Q} Vecteur de la dérivée temporelle .

L'assemblage des contributions élémentaires donne le systéme global de la forme

W= ZW" =0

assemblage

Soit W=<3Q>{[MI{Q}-[K(Q)HQ}-{F}}=0V5Q
{Q } représente toutes les variables nodales
D'ou
W=[M]{Q}-[K(Q)I{Q}-{F}=0 (V.6)
Oa [ M ] est une matrice linéaire symétrique

[ K ( Q)] est une matrice non linéaire e pénéralement non symétrique

V. 8/ Présentation de l'élément quadratique T' 6 :
( triangle @ 6 Noeuds de type C° )
V.8.1/Choix de I'ékément : [ 11 ]

Nous avons choisi le type d'élément triangulaire , car il présente un avantage de

mailler un domaine quelconque , ainsi que ce maillage est uniforme .

Parmi les éléments triangulaires, nous nous limitons aux éléments TG de

lapproximation linéaire de type C° pour les vitesses et la hauteur d'eau .
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Chapitre VV Modélisation par. éléments finis
Ce choix est justifié par : 5 ®uvh
- la stabilité de cet élément Ouv
- donne une bonne précision 6 4

- facile & programmer

‘ ©
1 2
Fig.. V.1 présentation de

L'éiément T6

V. 8.2/ Fonctlons @'Interpolation : | 9 |
Les fonctions solutions u, v et h sont données par :
U=<N>{U,} ; V=<N>{V,} : h=<N>{hy}
n=1,0
=13
Les fonctions d'interpolation sont :

<N>=<-A(1-2A) 4EL —&(1-28) 4&En - n(1-2n)

ni>
et AN>=<]-§-n £ n >
Ou A=1-€&£-7m
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Chapitre V. Modélisation par éléments finis

V. 9/ Méthodes de résolutions : [15,19]

On peut utiliser les schémas explicites ou implites pour résoudre les problémes
instationnaires . Parmis les méthodes nous citons :Evlepn explicite ou implicite,
KAWAHARA,..... etc . Dans notre élude, nous avons ulilisé le schéma explicite
proposé par KAWAHARA .

V.9.1/ Schéma éxplicite ( selective lumping two - step method ) :
Soit le systéme :
[MJ{Q}+[K(Q)}{Q}-{F}=0

Pour l'intégration de ce systéme dang le temps, KAWAHARA et al proposent un

schéma explicite pour résoudre les équations .

Etape 1 : I'étape de prédiction :

— 1 . A '
[M]{Q,+§At}=[M]{Q,}+~£~{R(Qt)}

Etape 2 : 1'élape de correction :

— . 1
(M1(Q+a0=(81Q+ o] R(Q+4 AL
3VQC;

(R(Q)}={F}-[K(Q)}{Q}

1 1 ' 1 1
{R(Qt.+§At)}={ l’t+5At}—[K(Qt+§At)]{Qt+5 At}

[M]=[M]e+(1-¢)[M]
ou :
[ M ] est une matrice masse compléte ;

[ M ] est une matrice masse diagonale , condonsée par une une formule :
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Chapitre V' Medélisation par éléments finis

mL;=Zmij
j

m L; sont les éléments de la matrice | M IR
mi j sont les éléments de la matrice [ M ] ;

Ce type de condensation sur le diagonale revient A concentrer la masse sur les

noeuds ;
e : est le parametre de lumping .
Des auteurs indiquent que [ 13,15 ] :
- Ce schéma posséde une précision d'intégration en temps de deuxiéme ordre :
- La valeur de " e " pour le meilleur résultat est de : 0,8 < e < 0,95 ;
- Lorsque prend e = 0, on obtient le schéma original proposé par KAWAHARA .

La matrice masse diagonale introduit de 1a viscosité attificielle . Par conséquent,
la solution de la hauteur d'cau et trop amortie . Donc, le paramétre " e " est introduit

dans l'intégration pour minimiser I'influence de la viscosité adificielle

- L'analyse de fa condition de stabilité CFL pour les équations d'onde linéaire

donne le critére de stabilité en cas bidimensionnel :
: Cu-b(x)-AE- A7
(v+ /e h) \/A £? +[b(x)-Aq]2

la valeur du pas de temps dépend de A g et LM .

At

Pour notre cas on a choisie la méthode de type " selecting lumping two step "

pour résoudre le probleme [ 13,15 .
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Chapitre V. Medélisation par éléments finis

Stratégie de résolution [15]

Probiéme physique

b
Systéme d'équations aux

dérivées particlles

y

Formulation varationnelle

Dhscretisation temporelle Discretisabion spatiale

( différence finies ) { élément finies )

3

Systéme d'équations Algébriques

A

Résolution munérique < Ajustement de sparamétres
physiques
NON
A
Analyse de résultat
ol

b

FIN

Fig.  Leschéma pour résoudre le probléme physique
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Chapifre V

Modélisation par éléments finis

Organigramme général

/ Type d'écoulement /

L

/ Entrée des donndes /

A

/ Entrées des conditions initiales /

1

/ Entrée des conditions aux linites /

y

Appel de procédure de construction

du vecteur initiale

1
Y

F 3
‘\
©

Appel de procédure de calcul de la matrice

masse élémentaire [ m ]

Appel de procédure de calcul de la matrice
élémentaire non - lingaire [k( Q)]

1

Appel de procédure de calcul du vecteur

eldmentaite { [}

(o
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Chapitre V Modélisation par éléments finis

B

|

Appel de procédure d'Assemblage

des matrices et vecteur élémentaires

A

Construction de la matrice masse diagonale

Construction de [a matrice masse

" Selecting lumping

Etape de prédiction

!

Etape de correction

Reésidu est nul

impréssion du '

/’d—_.

gésultat

NON @
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Chapitre V1 Applications

VI - 1/- 1%° Application :

VL1.1. Analyse de I'écoulement supercritique dans un rétrécissement

rectiligne symétrique :

Cette application porte sur l'analyse d'un écoulement supercritique dans un
rétrécissement rectiligne symétrique, I'angle que fait la paroi avec I'axe des x, 8 = 6°, les

dimensions compléte de ce convergentgnt donnéessur la figure ( A).

0,365 m
he= 0,0305 m
}H/—‘L_
e 3
) 1,45 m
Fig. (A)

Les conditions aux limites de I'écoulement dans ce rétrécissement sont
- Le tirant d'eau a 'amont est hy = 0,0305 m

- Le nombre de Froude a I'amont est F, = 4

- La vitesse transversale a famont est considérée nulle (v=0m/s)

- Les pentes de fond et de frottement sont supposées nulles,

Nous utilisons un maitiage triangulaire de 30 éiéments, avec 15 degré de liberté

pour chaque élément.
Les pas d'cspace :
AE=0,18m

ANn=0,076
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Chapitre 11 Applications

- Pour les problémes de stabilité le nombre de courant est pris d'aprés la littérature

comme suit: C, = 0,8.
- Le paramétre de lumping e = 0,92.
En ce qui concerne les conditions imtiales hy = 0,0305 m.
- La vitesse longitudinale U=2,188m/s.
- La vitesse transversale v=0m/s.

et cela sur tous les points du maillage.

1V.1.2. Résultats et analyscs :

Les résultats que nous avons oblenu dans cette application sont illustrés par les
figures (A.1) et (A.2), représenlant respectivement. les hauteurs d'eau obtenues en
utilisant notre modéle et des résultats des autres modéles, expérimental et numérique, le

long de I'axe médian et de la paroi.

Plusieurs constatations sont établies & partir des résultats obtenus par le présent

modéle le long de 'axe de I'écoulement :
a- Une forme semblable au modéle expérimental réalisé Jimenez.

bb- Le modéle de Chaudhry ainsi que les modéles { PFE 1993 et 1994 ) établis en

différences finies ne sont pas aussi fiables que notre modcle.

c- Le modeéle ne nous renseigne pas exactement de la position de la créte d'eau

maximale ( c'est a dire du front de choc ).
d- La créte maximale représente 11% d'erreur par rapport a l'expérimental.
e- Probléme de convergence a l'extrémité avale.
{- La position du minimum et de sa valeur par rapport 4 l'expérimental.

g- La position du maximum relatif ainsi que sa valeur, on a constaté une erreur de

17% par rapport a l'expérimental.
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Chapitre V] Applications

Le long de 1a paroi :

On constate que notre modéle et les modéles numériques de Chaudhry et des PFE
( 1993 et 1994 ) présentent presque les mémes deux surélévations, alors qu'une seule

surélévation apparue daos le résuitat expérimental de Jimenez.

On constate aussi la position décalée de la créte maximale ainsi que sa valeur par
rapport a l'expérimental est un peu excessive. On peut justifier les problémes décrits
précédemment du fait que nous avons utilisé un maillage qui n'est pas trés raffiné

puisqu'on a utilisé un maillage de 30 éléments de 15 degrés de liberté chacun.

Modéte AL (m) An () Maillage
Modéle 0,18 0,076 15 degyés de
PFE 1995 e Y liberté
Chaudhry 0,0483 0,0476 , Diflérences
1992 ! b finies
Modéle 0,0483 0,0476 Différences
PFE 1993 finies
Modéle 0,0483 0,0476 Différences
PFE 1994 finies

L'augmentation du nombre d'éléments entraine automatiquement a {a convergence
dans I'espace, mais, plusieurs contraintes sont constatées, telles que la manipulation des
matrices de grande taille. et l'augmentation du temps de calcul qui nécessite
automatiquement l'utilisation des ordinateurs puissants en capacité de mémoire, ainsi

de ia rapidité d'exécution.

On peut ajouter aussi, en ce qui concerne le décalage de la courbe ( Fig. A.1), par
le fait que les aulres modéles, ont pris beaucoup de sections en plus que ce soit en

amont ou en aval du rétrécissement par rapport a notre modéle.

On peut ajouter d'autre suggestions telles qu'on a négligé la turbulence, les
frottements et F'effet de ta couche limite, ce qui a entrainé une augmentation excessive

de la hauteur de créle maximale (Fig. A.1. Fig. A.2).
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Chapitre VI Applications

Les figures ( A.3 ) et ( A4 ) représentent le module de la vitesse le long de l'axe
médian et la paroi respectivement. On remarque bien la diminution rapide de la vitesse

lors du choc.

VI - 2/- 2°™ Application :

IV.2.1. Analyse de ['écoulement supercritique dans un élargissement

progressif symétrique :

Cette application porte sur l'analyse d'un écoulement supercritique, tel que la

variation de la largeur est donnée par :

- 1,5
bo X i bO
bx_—z_'[bo'Fo] 2

les dimensions compléte de ce divergentsnt donnéegsur la figure (B)

< X 4
« ) P
"/
e
‘——"——'_—‘_'FJ
— b
l)o x
. 4
—.\\’

Fig. (B)
Les conditions aux limites de I'écoutement dans ce canai sont telles que:
- Letirant d'eau a l'amout est hy = 0,0305 m.
- Le nombre de Froude A I'amont est Fy = 2.
- La vitesse transversale & 'amont est vo =0 m /s.
- Le coeflicient de Manning n = 0,012

- La pente du fond est supposée nulle.
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Chapitre V1 Applications

I
- Le rapport profondeur largeur i)]—Q =(),25.
0

Nous utilisons un maillage triangulaire de 30 éléments, avec 15 degré de liberté

pour chaque élément.
Ies pas d'espace : A£{=0,18m
An=0,076

- Pour les problemes de stabilité, ie nombre de courant est pris d'aprés fa

littérature comme suit : C,, = 0.,9.
- Le paramétre de lumping e = 0,92
En ce qui concerne les conditions initiales hy = 0,0305 m
- La vitesse longitudinale U = 1,094 m/s.
- La vitesse transversale v = O nv/s et cela sur tous les points du maillage.
IV.2.2. Résultats et analyses :

Les figures ( B.1 ) et { B.2 ) nous permettent une comparaison entre les résultats

de notre modele ¢t ceux des autres modéles, expérimentaux et numeériques.

On constate que tous les résultats numériques suivent approximativement le
résultat expérimental de Jimenez, aussi bien au niveau de l'axe de I'écoulement qu'au

ntveau de la paroi.

Le choc n'apparait pas dans le divergent. ceci justifie I'ypothése de répartition

hydrostatique des pressions.
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Conclusion pénérale

Conclusion générale

L'intérét pratique de I'étude de ce type d'écoulement & surface
libre est de permettre un dimensionnement rationnel et économique des
bajoyers dans différentes structures hydrauliques convergentes et

divergentes dc grande étendue.

Pour cela, il faut que le but de la simulation numérique est de
réaliser un modéle mathématique qui s'approche aux résultats
expérimentaux le plus possible et non pas avoir les mémes ( ce qui est

presque impossible ! ).
Dans noire cas :

- Nous avons utilisé un modéle dans le cas non permanent pour

-

arriver aux résultats 4 I'état permanent.

- Nous avons remarquer que les chocs, s'ils existent, sont bien pris

en compte par le modéle ( position, direction et forme ).

- L'hypothése de la distribution hydrostatique des pressions n'est

plus valable dans la zone de choc.

- L'augmentation du nombre d'éléments, et la prise en compte de
certains phénoménes, comme la turbulence. la distribution non
hydrostatique des pressions au voisinage du clioc et l'effet de 1a couche
limite, entrainera automatiquement a des résultats plus précis, donc

une bonne approche au modéle expérimental.
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Annexe

ANNEXE

Présentation des éiéments:

VAN AN

3B -

T6N T6BN

e nocuds de pression et de vitesse
O noeud de vitesse

2 noeud de la vitesse normale

Symbole Approximation nombre de nombre de la stabilité
de la depré de degré de liberté

vitesse liberté apres

“|._condensation

T3B linéaire pour 11 9 oui

"u" et "v'" + une
bulfe interne

T6 quadratique 15 15 oui

pour "u" et "v

T6B quadratique 17 15 oui
pour ll'ull et Ilvl|+_
une bulle
interne

T6BN quadratique 14 12 oui
' pour la
composante
normale et
linéaire pour la
composante
tangentielle +
une bulle
interne

T6N identique a 11 11 non
T6BN mais
sans bulle
interne
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Annexe

C= JEE . C: Célérité de onde en | m/s |
g-: Accélération terrestre en | m/s? |
h : la profondeur en [ m |

M . C : milieu continu

M. D . F : mécanique des fluides

C.F.L:courant - Friedrichs - Lewy

La conditionC.F.L :

_(V+J§F)At

"Tb(x)-AE-An

1/
[AE2+(b(x)-An)?] " <1

AL, Ar) : pas d'espace ‘

V : vitesse résultante, V=y/u? +v?

C, : Choisi par expérimentation pour gue la condition soit vérifie, il faut que b(x)

soit minimum et (V + /g h )sott maximum. ‘
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