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Lire " dans N(0,1) " au lieu de " par les Fct.Rpt ".
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RESUME

Irétude et la simulation dés paramétres hydrométerologique
par 1’Analyse en Composantes Principales {ACP) a constitué
I’objectif de ce travail.

La premiére partie est consacrée a la présentation et 1'élabora-
tion du programme de I’ ACP alors que la seconde est réservée
essentiellement aux applications. :
Différents modéles de simulation traitant un phénoméne aléa-
toire ou cyclique sont proposes.

I’étude de l'influence du nombre de Composantes Principales
utilisé et la taille de I'échantillon sur les résultats est abordée.

SYNOPSIS

Thestudyand simulation of the hydroclimatological parameters
by the main Compoments analysis (PCA) is the aim of this

work.

- Thefirst partisconcerned with the presentationand elaboration
of the (PCA) program, whereas the second part deal mainly
with the applications.

Different simulating patterns dealing with an aleatory or cycli-
que phenomena shall be propound.

The study of the effect of the number of the main components
used, and the size of the sample on the resultas is dealt with.
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Aux aléas de la sécheresse qui sévit actuellement en Algeérie, s'ajoute une situation
de surexploitation dela majorité desnappesetbarrages existantsetce, a caused’'une
demande de plus en plus croissante pour les besoin du développement.

L'optimisation dela gestion des ressources en eay, quelles que soient les performan-
ces des algorithmes de calcul proposés, n'a de sens que par référence 4 un état donné
de l'information hydrologique : il faut donc extraire le maximum de l'information
contenue dans les échantillons de mesures disponibles effectuées sur le terrain.
s’appuyant sur des bases simples, I’ Analyse en composantes Principales (ACF) des

données observées se révéle alors utile et pratique.

L objectif de notre travail est donc, d'étudier les variables hydrologiques et proposer
des modéles de simulation pour les différents parametres hydrométérologiques par
I’ACP. La génération de longues séries synthétique de ces différents paramétres
constitue, pour les gestionnaire de la ressources €n eau d'aide a la décision
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PREMIERE PARTIE



Cette premiére partie est consacrée  l'exposé de la théorie
de 1' Analyse en Composantes Principales, on élaborera un
programme permettant | ‘utilisation de cette technigue dans

le domaine de 1'Hydrologie, auquel on joindra un exemple
d 'éxécution.

Premiére partie ——
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CHAPITRE I
THEORIE DE L’ANALYSE
EN COMPOSANTES PRINCIPALES

I.1. INTRODUCTION A UANALYSE DES DONNEES

Les méthodes d’analyse de données ont largement démontré leur effi-
cacité dans I'étude de grandes masses d’informations.Ce sont des méthodes
multidimensionnelles, en opposition aux méthodes de statistique descriptives
simples ; qui ne traitent qu'une ou deux variables a la fois. Llles permettent
la confrontation d'un ensemble d’informations, ce qui est infiniment plus
riche que leur examen séparé.Les représentations simplifiées de grands
tableaux de données que ces méthodes permettent d’obtenir, s'avérent un

outil de synthése remarquable.

L'analyse de données (ADD) a été définie par J.P. BENZECRI (voir Réf N°7)
comme étant : “un outil pour dégager de la langue des données le purdiamant
de la véridigue nature”. Parmi les méthodes utilisées, on étudiera en particu-
lier, celles de I'analyse factorielle & partir de laquelle plusieurs variantes se

sont développées :

“mL’analyse factorielle des correspondances (AFC) : méthode de description
des données qualitatives, proposée pour I’étude des tableaux de contingence

\(croisement de deux caractéres nominaux).

L’analyse discriminante (AD) : posséde des motivations descriptives et
décisionnelles : elle cherche a déterminer les axes donnant une meilleur

discrimination du nuage de points.
e La variable a expliquer est nominale (qualitative). =

: P4

‘®Les variables explicatives sont métriques: (mesurables)...

m L'analyse de variance (AV) : applicable dans le cas inverse de l'analyse
discriminante c'est-a-dire :

eVariable a expliquer mesurable.:
‘®Variable explicative nominale.

ml’analyse des proximités : se base sur les tableaux de distance (tableau carré
symétrique). Cette méthode est dite aussi procédé non métrique.

L’analyse en composantes grincipales (ACP) : permet de visualiser l'infor-
mation contenue dans un tableau de données quantitatives.

-~
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1.2 ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES (ACP)
1.2.1 HISTORIQUE

Les premiéres analyses a plusieurs variables remontent au tout début du XXieme
siécle (PEARSON 1901 , SPEARMAN 1904,BURT 1909).

Les bases théoriques de presque toutes celles utilisées actuellement ont été établies,
de fagon quasi définitive vers 1930 dansuntréscourtlaps de temps (MAHALANOBIS
1927 : FISHER 1928,1936 HOTTELING 1931, 1933, 1936 ; BARCETTE, 1933) avecdes
compléments importants aprés 1950 (RAO 1925, ANDERSON 1958).

Faute de moyens de calcul suffisants, ces méthodes n'ont pu €tre utilisées que de
facon extrémement limitée.

Jusqu'aux années 60, ces méthodes étaient perfectionnées et s'enrichissaient de
variantes mais toutes, restaient inabordables par les praticiens car elles nécessitaient

une masse considérable de calcul.

C'estl'apparition, puisl’extraordinaire développementdesordinateurs qui permirent
la vulgansation des techniques statistiques d'analyses des données.

1.2.2 DEFINITIONS

Dans le domaine d’hydrologie I'étude des phénoménes hydrométérologiques et
plus particuliérement le traitement de données constitue une tAche trés complexe.
Devant la quantité importante de données, I'analyse en composante principale
(ACP) s'impose en tant que technique d’analyse des données.

Dans ce contexte G. KENDALL écrit: “dans 'analyse en composantes, avec Uespoir
de réduire le nombre des dimensions suivant lesquelles varient les données et aussi
parfois d’interpréter les composantes”. (voir REfN® 2). Autrement ditI’ACP permet
de réduire l'information en ne conservant que ses variations essentielles.

1.2.2.1 Notions d’individu et de caractére:

On distingue généralement deux ensembles : les individus et les caractéres

relatifs a ces individus. Le terme "individu" peut désigner selon les cas: une

année d’'observations ou une autre unité de temps. L'ensemble des individus
eut provenir d’un échantillonnage dans une population ou, il peut s'agir de
a population toute entiére (cas rare surtout en hydrologie).

L'individu "i" est décrit par le vecteur appartenant a RP

X,={X,/j=1aP)}
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De plus chaque individu "i" est muni d'un poids P, tel que:
Vi i=1aN ona P,>0 (N :nombre d'individus)
et :
14
i§1Pi =1

(en général P,=1/N pouri=1a N, lecas P;Z1 /N peut se présenter si les
individus n'appartiennent pas a la méme population)

Sur un individu, on reléve un certain nombre de caractéres, dits aussi varia-
bles, désignant en général un paramétre intervenant dans un phéno-
méne complexe a étudier, exemple : répartition spatiale ou temporelle des

précipitations dans un bassin versant.
Le caractére (ou variable) "j" est décrit par le vecteur de RN
X, ={X,/i=1a N}

Ainsi si I'ensemble des individus doit étre homogeéne, I'ensemble des varia-
bles peut étre hétérogéne.

1.2.2.2. Présentation des données

On dispose d’un ensemble de données qui peuvent étre rangées dans un
tableau a double entrée de N lignes et P colonnes.

variables
X1 Xj XP
1 |
o { |
mnamwviaus il _.]
Xij
N

Tableau "individu x caractére”

Au croisement de la ligne "i" et dela colonne'j" se trouve la valeur prise par

la variable j sur l'individui notée X.
Ceci étant, il est utile de présenter la technique de I’ACP sous ses deux

aspects : algébrique et géométrique.
1.2.2.3. Définition algébrique

1’ACP considére P variables pour lesquelles on dispose de N individus,
donc la matrice [X], résultat du croisement "NxP" est la matrice de données

Xjg Xqgereeerees XyjoeresXy

Xyy Xgg wevesess Xojerree-Xop
[X] o x,, X5 coveeeees Xjoeeen-Xip

Xpyg Xpgeeeerees Xygjosree Xy
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- Chapitre] Théorie de I'Analyse en Composantes Principales —
Définissons les paramétres statistiques des variables :

Moyenne

— N N

Xj:i.—}.:l P, X, =(1/N) i?_—:l X;

X; : moyenne de la j*" variable

® Variance :
N — N —

0, = Var, =i2=1113‘i (X; - X)* =(1/N) i§1 (X; - X)*
Var j : Variance de la j*™ variable

o, : €écart type de la jem variable

Xj

o Covariance:

N

= (1/N)2,

cov [Xj , Xj.,] : covariance de la variable j avec Ia variable j'.

(Xij } 'X:] (Xij' _Xj)

® Corrélation :

COR (Xj , Xj,] =COR (X, , Xj.) / | Varj x Varj']/2
COR [Xj , Xj,] : corrélation entre la variable j et la variable j'.

Le tableau [X] de départ est remplacé par un tableau [Y] (individus x nouvel-
les variables) en réduisant le nombre de variables nécessaire pour décrire les
individus, avec une perte minimale d’'informations. Ces nouvelles variables
sont a]ppelées composantes principales (ou CP)

Calculer les composantes principales notées Cj revient & déterminer P rela-
tions linéaires entre les variables X;:

81 faw+a]>)§1+ ................ +an,§l,
, Syt ay, Xt +a,, X,
C =ap+a, X| +ee, +ap X,

G, : jm composante principale
X:: Vecteur variable

a, :coefficient du systéme

On note au passage que les termes a désignent le vecteur permettant la
translation de I'origine de I'ancien repgre vers le centre de Fravité du nuage
de points. Un centrage des données initiales annule les coefficients a; Vj.
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1.2.2.4. Définition géomeétrique :

L' Analyse en Composantes Principales est puissante par son support géomé-
trique ; la méthode consiste a rechercher un premier axe qui soit le plus prés
possible de tous les points au sens des moindres carrés : t(g ue la somme des
carrés des distances des N points 4 cet axe soit minimale ; ou encore la
projection de ces derniers sur cet axe aie une dispersion maximale. Cet axe est

appelé "axe factoriel”.

Un second axe est obtenu aprés projection des N points sur un hyperplan
orthogonal au premier axe, tel que la dispersion des projections des N points
sur celui-ci soit toujours maximale, et le processus se reitere P fois.

On obtient ainsi un nouveau systéme d’axes défini par les nouvelles variables
dites Composantes Principales.

1.2.3 FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME :
La recherche des composantes principales est faite sous deux contraintes :

Elles doivent étre indépendantes , c’est-a-dire, prise deux A deux, elles
présentent obligatoirement des corrélations nulles.

Les axes factoriels doivent étre déterminés par ordre d’importance
décroissante. Le premier axe expliquera le maximum de la variance totale
tandis que le second expliquera le maximum de la variance résiduelle non
expliquée par le premier ; jusqu’au dernier axe. Mais l'expérience a montré
qu'un nombre Q d’axes nettement inférieur a P suffit pour donner le maxi-

mum d’informations.

j1t1i !

défini par un vecteur constant Ade RPet un systéme orthonormé devecteursV ...,
formant une base du sous espace vectoriel W.

Déterminer un sous espace W, revient a choisir canoniquement dans RPun ré%{ent_igl
\
Q

Le nouveau référentiel est obtenu a la suite d'une translation plus une rotation .On
définit donc W par :

W=A+[V,, .., V]

e . . . . . ey .
Tel que A définit le vecteur de translation de l'origine du repere initial vers celui du
nouveaurepére, etla séquence {V, ..., V,} les vecteurs permettant la rotation autour

de l'origine translaté.

W sera choisi de telle sorte que la déformation en projection soit minimum, et les Q
nouvelles variables serontalors les composantes des projections des points du nuage

dans ce référentiel.

On écrira alors pour tout individu i
C=A+ X C, .V,
k=1

_» avec:
C,: projection orthogonale de X;sur W
Vk : vecteur propre de rang k

C,, : coefficient des composantes principales.
- page 7 ——




— Chapitre I Théorie de I'Analyse en Composantes Principales ——

La déformation globale en projection sur W est mesurée par l'inertie autour de W,
notée I et définie par :

i

d(Xx.,

R .
C,) : distance entre le point défini par le vecteur X, et celui défini par sa
projection sur W.

La recherche du référentiel W se fait sous I'hypothése de minimisation de la
déformation globale, ce qui revient & minimiser I'inertie I,

Toute solution W du probléme contient I'extrémité du vecteur G définissant le centre
de gravité du nuage des individus.

Soit Ale point défini par I'extrémité du vecteur A appartenant a RPon notera W, le
sous espace passant par A. .

Utilisons le théoréme de HUYGENS pour montrer que :

| pour tout vecteur'Kde R

IWA 2 IWG

Ce théoréme s'énonce ainsi :

Le théoréme ci-dessus montre donc que :

1’inertie du nuage desindividus parrapport al'ensemble des sous espaces paralléles
a W, est minimum pour le sous espace W_contenant le centre de gravité du nuage.

Le sous espace optimal W cherché contient donc le centre de gravité du nuage

W=W,
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Qn peut supposer les données centrées. En effet le point individu du tableau centré
s'écrit: . :

OX-0C = 0% + GO Yoo
- —_— = . i v
‘ =GO+OXi Lo ) S i
—. —> (voir figure ci-contre) G
, =GX, =Y, | VR
X-G=Y, o . U

Si C, est la projection de X, sur W, et C', la projection de Y, sur W, alors

C'i-'—"Ci—G

—> -3 sl
C’i = Ci - OG '
(voir figure 1.2) v X,

et il est équivalent de minimiser la quantité v A

N

% P.d*(X,C)

j=1 i i i
ou la quantité ' | i

% |
P, d(Y,, ') 0 LU
1= . .

Car tout simplement :

X, - Ci= Y.-C’; (voir Figure ci-contre)

L'objectif de I’ACP étant de maximiser la variance la formulation matricielle
du probléme est la suivante :

Soit les matrices colonnes V , V., ..V, de dimension (N x 1) représentant
I'hyperplan formé par les axes principaux vérifiant les conditions de normalité

et d'orthogonalité :
V i’j i i

Vi.V=0

Q

On veut maximiser la quantité : j§l Var (C)

Sachant qu’e | Var(Cj) = Vj.‘. [M].[R]. [M]. \ |

1aQ V. V=1
1aQ
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C:CP
R’: matrice des covariances des variables (X, X, ,...X;)
M : métrique définissant le produit scalaire sur l'espace RE.

hoi métri
La métrique M posséde deux options classiques :

oM=I : matrice identité

La covariance sera utilisée afin de quantifier lesrelations inter-variables, on
parlera alors d’une ACP CANONIQUE.

.h/Izljl/cl2

On utilise généralement cette métrique pour palier le probléme
d'hétérogénéités des caractéres (variableg) et éviter l'influence du choix
d'unité des variables. Dans ce cas on parlera d’ACP NORMEE ; elle est

équivalente 4 une ACP CANONIQUE effectuée sur des variables centrées

réduites.
Lesdonnées ainsi transformées se présentent sous forme d’une matrice dont

toutes les variables sont de moyenne nulle et d’écart type unité.
1.2.4 PROCEDE D'APPLICATION DE L'ACP
1.2.4.1 Calcul de la matrice de covariance

La matrice de covariance (notée [R]) étant la matiére premiére de I'ACP, elle
est obtenue en appliquant la relation suivante :

[R] = (1/n) [X]*. [M].[X]

[R] : matrice de covariance de dimension (PxP)
[X] : matrice de données centrées.

[X]* : matrice transposée de [X]

[M] : métrique

1.2.4.2 Recherche des axes principaux

Le but principal est de construire un nouveau systéme d’axes avec un mini-
mum de variables assurant un maximum de variance.

page 10—




— Chapitre I ‘ Théorie de I'Analyse en Composantes Principales ——
1.2.4.2.1. Recherche du premier axe

Tel que mentionné précédemment, la contribution maximale est donnée parle
premier axe principal ; on doit donc maximiser la variance relative a celui-ci.
La recherche du premier axe principal consiste & résoudre le probléme

Max Var (C,)
V?[Nﬁ.v‘l =1

On peut exprimer la variance de C, al’aide de la matrice des covariances R du
vecteur aléatoire X= (X, X,, ...X].,..Xl,)

Var (C,) = V,[ML[R].[M].V,

En utilisant la méthode des multiplicateurs de LAGRANGE on peut écrire que
L = V ~[MLIRL.IM].V, -4, (VL M]. V-1).
La dérivée par rapport a V est nécessairement nulle :

dL/dV, = 2.[ML[RL.IM]L.V,-2A, [M] V, =0

Puisque la matrice [M] est inversible :

[R].[M].V,=%, V,.

Donc obligatoirement V. est le vecteur propre de la matrice [R][M]. 11 suffit,
pour maximiser la variance de C, de ¢ hoisir comme vecteur V , le vecteur
propre associé a la plus grande valeur propre A, de la matrice [ﬁ][M].

1.2.4.2.2.Recherche du second axe

On cherche a déterminer le vecteur unitaire V, tel que la composante C, soit
de variance maximale et soit non correlée a C,
On a comme précédemment :

Var (C)) = VZL[M].[R].[M].V2
{ VMLV, =1
covic,é)=0
Exprimons COV (C,, CJona:

COV (C,, C,) = V. (ML[R] .[M].V,
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Comme la covariance ne tient pas compte de 'ordre on a :

COV (C,,C,)) = COV(C,C,) = V,{MLIRLIM]V,

or on sait que V, est un vecteur propre de [R].[M]. associé a la valeur propre
A, ;onen déduit :

COV (C,C,) =4, V,:V,=0

Une covariance nulle entre C, et C, est équivalente a I'orthogonalité des
vecteurs V etV,: '

COV (C,C))=0 <=> V.V,=0
En appliquant la méme méthode pour la recherche du deuxiéme axe ; on aura:

L = VL IMLIRLIMLY,- & , (V£ IMLV,- 1) - p (V,1.[MLV,)

dL/dV,=2 [M].[R].[M].V,-2 A, [M].V, - p[M].V, =0
En simplifiant par [M] on obtient :
2 [R].[M].V,-2 AV, -pV, =0
On multiplie & gauche par V,'[M] on obtient :
2 V{[ML[RL[M].V,-24, VMLV, -p VMLV =0
or VLM V,=0 (par hypothése)
V L[ML[R]LV,= V! [ML[RL[M].V, = LV MLV, =0
V', [M]. V,=1 puisque le vecteur V, est unitaire.

Le multiplicateur de LAGRANGE p est donc nul et I'on est ramené au
probléme précédent . On peut donc énoncer la définition suivante :

Le second axe est défini par le vecteur V,: vecteur propre unitaire dela maltrice
[R].[M] orthogonal & V, et associéa la plus grande valeur propre A, inférieur

ou égalea A.
1.2.4.2.3.Recherche des autres axes

En itérant le procédé, on détermine donc les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice [R].[M] pour obtenir la I'*™ composante principale C,.

Le vecteur \})ropre unitaire de la matrice [R].[M] définit le lieme axe orthogonal
., etassocié alai*™ Flus grande valeur propre A,. On constate
es aboutit aux résuitats suivants :

av,Vv,..V ‘ "
que la mise en équation de ces rég
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Si on veut normer les CP c'est-a-dire, imposer a chacune d’entre elles, d’avoir
un écart type unité, il suffira de diviser par la variance expliquée (A, )2
correspondante. - o -

1.2.4.3 Calcul des composantes principales

On désigne par CP la projection du nuage de ;[)qoints initial sur le nouveau
systéme d’axes, fourni par les vecteurs propres. Notons [C] 1a matrice des CP.

[C] = [A]“[X]

{X] : matrice des données initiales _
[A]! : matrice transposée de la matrice composée par les vecteurs propres.

1.2.5 PRINCIPAUX RESULTATS :

En général une Analyse en Composantes Principales fournit trois sources de
renseignements, toutes nécessaires a l'interprétation :

eUn tableau de vecteurs propres et valeurs propres

eUn tableau des corrélations des individus avec les axes factoriels qu'on
notera {Al]. : : o

C

l...C
I
o
Y

il

[AI] : Tableau "Individu x CP"

¢, - proj‘éction de I'individu i sur l'axe princ'ipal de rang L.
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¢ Un tableau des Corrélations des variables aux axes principaux noté [AV].

: L C‘l C'l .;C'Q
r- X[

Xt — —Jeov x, c)
g X, |

[AV] : Tableau "Variable x CP".

c"‘ = cl/(ll)llz

¢’, : composante normée de ¢

A, : lieme valeur propre.

1.2.6 REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

Une fois les résultats numériques obtenus on passe a la représentation graphi-
que.

I.2.6.i graphique des variables

L'examen de ce graphique permet d’observer I'organisation des variables
sur le plan principal choisi. - '

C,
Vaf 1
Var 2
cl

3
> 1

_Figure 1.1 Représentation des variables

On peut représenter chaque variable par un point dont les coordonnées sont
les covariances avec les CP réduites.(car dans les représentations graphiques

les axes sont orthonormés).
CoV (X, C) = (1”2, (j)

Dans I'hypothése oii les variables sont bien représentées dans un plan formé
par deux CP : ‘ : |

T e -.'-‘.\:"':.
- ) e

e
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Dans la pratique l'interprétation est moins précise, il est indispensable
d’examiner la qualité de la représentation de chaque variable avant d'en

tirer des conclusions fiables. :

Cas particulier : Cercle de corrélation
Afin d'éviter un examen de la qualité de représentation, considérons la

variable centrée réduite Yj au lieu de la variable initiale X]..'
: N
De ce fait : Var (Y)) = .Y, 1= Efl P, Y?(i) =1

Cette équation signifie que le point représentatif de la variable Y;se trouve sur
une sphére de rayon unité . Les coordonnées de la variable Y, dans le plan.

factoriel sont calculés par :

X |
cov (Y, C') = COV [(—r’]—m ') = CcoR (%, C')
| | © " (Varj

C’, = composante principale normée
Varj : variance de la j™ variable.

C’est pourquoi le cercle unité tracé sur chacun des plans étudié s’appelle
cercle de corrélation. On peut alors évaluer directement la qualité de la
représentation de chaque variable en tragant un cercle de rayon unité sur le
plan examiné. La variable sera d'autant mieux expliquée, que son point
représentatif se rapproche du cercle et inversement. :

1.2.6.2 Graphique des individus

Ce graphique permet d’observer la répartition des individus selon les axes
principaux choisis, cette représentation est le résultat de la projection du

nuage des individus sur les axes factoriels.

axe 2
‘ A

X
X X X

Figurel. 2 : Représentation des individus

Deux individus seront proches dans I’espace R/, s’ils sont proches dansle plan
factoriel et bien représentés dans ce dernier.Dans le graphique des individus
on s'intéresse aux distances inter-individuelles qu'on peut interpréter comme

étant des ressemblances.
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1.2.6.3 Aides d’interprétation

En vue d’'une bonne interprétation et donc, une meilleure compréhension, il
serait utile de définir quelques paramétres, qui quantifieront la qualité de la

représentation.

®INR = inertie .
L'inertie est une mesure de dis[)ersion du nuage, elle permet d'avoirla qualité
globale de la représentation. Elle est mesurée par la variance expliquée par le

plan principal choisi.
Q
INR = (A, +A,) /El A

A,,: Valeurs propres correspondant respectivement au premier et au second
axe factoriel.

Q
Elli : variance totale apportée par les Q CP retenues

® CO2= cosinus? de I'angle ,
Pour un axe donné, la valeur du cosinus carré de I'angle formé par un point
et I’axe, mesure la qualité relative de la représentation sur cet axe.

X X,

i H

0 1 >axe 1 [l > axe 1
cov (Xj ,C')

Figure.L.3 : Cas d'une représentation  Figure 1.4: Cas d'une représentation de
d'individus , variable

Une bonne représentation du point sur I'axe correspond a une valeur de CO2
voisine de 1.

® CTR = taux de variance da a I'individu i relativement a la variance de
I'axe considéreé

CTR = P,C2 ()7},

P. :poids dui*™ individu _
Ck(i] :projection du i*™ individu sur la k™™ composante
A, :variance de la k"™ composante

Plus CTR est voisin de 1 plus l'individu i contribue a la détérmination du kleme
axe, donc CTR permet d’apprécier l'importance de l'individu i dans la
détermination de l'axe principal K.

Noter que
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1.3 CONCLUSION

I’ Analyse en Composante Principale permet d’établir deux sortes de bilan :

= Un bilan deliaisons entre variables faisant ’objet des questions suivantes

m Un bilan de ressemblan

ce entre individus répondant aux questions sui-
vantes. ' ' : ‘

En dehors de I’analyse descriptive citée plus haut, I' ACP ouvre les portes sur
t I’ Analyse Opérationnelle: cette

un domaine beaucoup plus intéressant qui es ]
derniére traite les problémes de prévision d’optimisation et de simulation.
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CHAPITRE I
ELABORATION DU MODELE
(ACP programmation et exemple d’exécution )

Dans ce chapitre on traitera de la programmation deI'Analyse en Composan-
tes Principales. Le logiciel proposé est constitué d’une suite de sous programmes
traitant chacune une partie Eien spécifique du probléme. Le modéle élaboré est trés
simple a utiliser et affranchit 1'utilisateur du format des fichiers INPUT, vu que la
lecture de ceux-ci se fait sous format libre.

On explicitera dans ce chapitre les différentes phases du programme par un
organigramme clair et complet. Un exemple d’exécution largement commenté

terminera ce chapitre,
111 FICHIER DE DONNEES (INPUT)

Le fichier de données doit étre construit comme suit :

N,P : sont des nombres entiers désignant respectivement le nombre d'individus et
le nombre de variables.
X; : données a introduire.

L'introduction des données se fait ligne par ligne et chacune d’elle représente un
individu, cela se fait sous contrainte, qu'il y'ait plus de lignes que de colonnes, pour
que le nuage de points se comporte comme un corps solide et qu’on puisse parler

'inertie et de centre de gravite.
I1.2 STRUCTURE DE LA CHAINE ACP

Avant de présenter l'organigramme de la chaine ACP, void la liste des sous
programmes du modéle avec une bréve efplication.
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Elaboration du modéle {ACP programmuation ef exemple d'exécution)

SAISIE - DES - DONNEES
MQY -VAR

OPTION

CALCUL

DIAGONALISATION
EDIT/RESULTAS

ANAL / VARIABLES
EDIT/AV

CERCLE/CORRELATION
ANAL/INDIVIDUS
EDIT/AI

CONTRIB/IND

'QUAL/REP/IND

TRACE/PLAN-FACT

Introduction directe des données ou bien
lecture dans un fichier déja existant.

Calcul des moyennes et variances des
différentes variables.

Choix de la métrique :
o ACP normée
¢ ACP canonique.

Détermination de la matrice de covariance
ainsi que la matrice de corrélation.

Calcul des valeurs et vecteurs propres

Visualisation et stockage des résultats
obtenus.

Etude détaillée des variables.

Edition et sauvegarde des coordonnés des
variables dans les plans principaux.

Représentation graphique des variables.
Etude détaillée des individus.

Edition et sauvegarde des coordonnées
des individus dans les plans principaux

Contribution de chaque individu a la
formation des CP

Evaluation de la qualité de représentation
des individus.

Projection du nuage d'individus dans le
plan principal.
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I1.3 METHODE DE DIAGONALISATION

Le calcul numérique des valeurs propres est un sujet fort complexe, etil existe detrés
nombreux développements numériques a ce probléme. Les procédés couramment

utilisés se basent sur la méthode de diagonalisation de JACOBI.
Cette méthode consiste a faire subir a la matrice initiale [R] une suite de variations

planes qui la transforme en une matrice diagonale.
Foci-mulons le processus de JACOBI : soit la matrice [R] d’ordre P symétrique c'est-
a-dire :

[R]'=[R]

Admettons qu'il est possible de trouver une matrice [S] d’ordre P orthogonale dont
les élément s, ont la propriété de transformer la matrice [R} en une matrice
diagonale, ceci peut s’écrire mathématiquement :

[SIM[R].[S] = [D] .

Il a été démontré, (R.L. BURDEN 1986) que si cette matrice [S] orthogonale 1ui
transforme une matrice réelle symétrique en une matrice diagonale existe, les
éléments de la diagonale de [D] peuvent étre adoptés comme les valeurs propres de
[R], et les colonnes de [S] comme les vecteurs propres associés aux valeurs propres.

La difficulté de cette méthode est justement de trouver la matrice [S] ; étant donné
que chaque transformation orthogonale affecte non seulement les éléments pivots,
on ne peut espérer en général qu'une seule série de transformations sur ces derniers,
suffise pour obtenir la matrice [D]. Pour cette raison, la méthode de JACOBI est une
méthode itérative qui est appliquée jusqu'a ce que la précision désirée soit obtenue.

Le calcul explicite des coefficients du polyndme caractéristique devient rapidement
trés laborieux lorsque la matrice [R] est d'ordre élevé, etil peut méme introduire des
erreurs d'arrondis importantes faussant ainsi les racines trouvées du polynome.

Cette méthode directe comme celle de JACOBI est rarement utilisée et pas avanta-
geuse. Ces procédés calculent tous les valeurs propres.

Quand en 1931 THURSTONE entreprit d'appliquer laméthode des moindres carrés
a I’ Analyse Factorielle, les moyens de calcui étaient rudimentaires ; et les algorith-

mes de diagonalisation eux méme peu étudiés.
C’est en 1933 que HOTELING, ayant en vue 1'’Analyse Factorielle, proposa de

rechercher les vecteurs propres par itération et orthogonalisation.

Ainsi unenouvelle méthode dite méthode des puissances iterées a été mise au point

dans ce but. Cette méthode permet de calculer le module de la plus grande valeur
propre et le vecteur propre associé, sans utiliser le développement de son détermi-

nant caractéristique. :

Avant de formuler le processus des puissances iterées, rappelons le théoréme
suivant :
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Soit la méme matrice [R] dont les valeurs propres A A,,..A, sont distinctes. Puisque
leurs vecteurs propres V,, V,, ..V, associés sont orthogonaux (théoréme), chaque
vecteur X a P composantes o%], X,...X;) peut étre présenté de la maniére suivante:

X = clV1 + szz + ...+ vap
ol G nombre réel

on peut écrire aussi
X= 3 ¢V, (1L3.1)

Du point de vue matricielle I'expression (I1.3.1) est équivalente a
X = [VLIC]
Multiplions les deux membres de 1'équation (11.3.1) par [R], [R]3...[R]™

r P
[R].X = j=Zlcj R]V, :32‘,1 AV,
P P

[RF.X =, Z, R V=, Z5MY,

. P [ P m
[R]™ X =j 2:1 G [R] Vj =j§1Ci lj Vj (11.3.2)

Mettons en facteur le terme A,™ dans I'équation (11.3.2)

P )t1 m

R"X=AmZc [—] V, (IL3.2.a)

1 j'_' 1 J J

)\'I
donc
P P

[RI™X =A,"cV,+4" 3 ¢ [__1) v, (11.3.2.b)

= A

1

Lefaitque  A>A Vj=2aP (chapl1§124.22) implique que:

Ah.m
lim [-'] =0
A'1
M e 4 00
lim [R]™. X =lim A,c,V, (11.3.3)
M3 4w m._ 4+ eo
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Choisissons un vecteur initial X, normé, soit le vecteur Y, tel que

Y, =[R]. X, (I1.3.4)
Définissons le scalaire p,, comme étant le rapport des deux vecteurs Y, et X, :
Y'1
B,

Sachant que I'expression (11.3.4) est équivalente a I'expression (I1.3.2.b) pour m=1,
remplacons Y, par cette derniére et X, par la formule 11.3.1) :

On obtient : P
Y, M Vit ([ Z, Y,
p] = Xo = P
Vit 2, oY,
B p lj .

Ll | P

c,V, + j=22 chj

Soit X, le vecteur Y, normeé Y

X =—-—
(e

De méme on peut définir un vecteur Y, tel que :

Y, =[R]. X,
et par la suite
YZ
pz -
X

1

o0
De la méme maniére on peut définir des séquences de vecteurs {Xm}m oet

{Ym}:; et une séquence de scalaires {Pm}:=1 tel que:

page 22 ——




— Chapitre IT Elaboration du modéle {ACP programmation et exemple d'exécution)

Y = [R] X (11.3.5 a)
m m-1 b )Lj m
Y c,V,+ ,‘?z G (7‘1 Vj
(11.3.5) p =" =X\ P o {IL3.5b}
Xt oV, + % G (_J) VJ
j=2 A
1
Y .
X =e— (11.3.5¢)
v

En normant les vecteurs X_ a chaque étape on arrive d éviterque les composantes ne
deviennent trop grandes.

En examinant I’équation (I1.3.5.b) et sachant que

A
—L<1( Vj=2,.N)alors:
A

1

A oo
etla séquence des vecteurs {Xm} .o tend vers un vecteur propre X, de norme unit¢,
associé a A,.

En appliquant de nouveau l'algorithme de la puissance itérée a une matrice [R*]
possédant les valeurs propres 0,A,,...A,, on détermine A, et son vecteur propre

associé.
[R*] est définie comme suit :

[R*] = [R] - A, X, X!
ou X, : vecteur propre normé de [R] associé a J\I'.

On vérifie que [R*] posséde les valeurs propres A, _(k=1aP)avec A,=0. Commela
multiplication des matrices est associative et :

X% X, =1 {hypothése de normalité}

On trouve

[R*]

| T T [ 1

Ainsi pour k=1, zéro (0) est une valeur propre de [R*].

page 23—




— Quapitre Il Elaboration du modéle (ACP progranimation et exemple d'exécution}

pourk«lona:
X,.X, = 0 {hypothése d’orthogonalité}

d’ou
[R*].X, = RX, - A,. (X,. X,1).X,
= A X, - A X (KGEX)
= A X,

Ce qui montre que les coefficients A, pour k = 1 sont des valeurs propres de [R*].
On détérmine ainsi la seconde valeur propre A, et le vecteur propre associé.

On procéde de fagon analogue pour calculer lesautres valeurs propres et lesvecteurs
correspondants. ,
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114 ORGANIGRAMME GENERAL

SAISIE - DES - DONNEES

MOY - VAR I

|

OPTION I
CALCUL I

DIAGONALISATION

EDIT/RESULTATS I

ANAL / VARIABLES I

-—i EDIT / AV .

ANAL / INDIVIDUSI—‘

CERCLE DE
CORRELATION

——I EDIT / Al I

CONTRIB / IND

QUAL / REP / IND

I

TRACE

i

PLAN - FACT

page 25 —




¥

i

T

— Gmpirrc.II : Elaboration du modéle (ACP programmation & éxcmplcd ‘exécution)
I1.5 Exemple d’exécution (Fichier output)

On se propose d’étudier un tableau (individus x caractéres) défini par dix (10)
individus et six (6) variables, oti les variables considérées sont des pluies mensuelles
mesurées en [mm], relevées en six (6) stations existant au niveau du bassin de
SEBAOU : durant une période d'observation de dix{10)années.

e _
520 700 | 329 | 143 400 530
516 o6 | 3 135 | 400 494
514 630 321 135 | 400 490
502 - 630 a7 | 1% 390 430

{487 622 314 | 123 385 | 425
480 617 | 305 110 376 409
lazs | 615 304 74 | 367 380
454 | 614 | 3% 52 | 310 | 37

| 440 609 294 | 44 | 305 360

“Tableau de données initiales”

Le fichier de sortie comporte deux grandes parties. La premiére consacrée aux
parameétres statistiques (moyennes, écarts types, matrice de corrélations et matrice
de covariances). La seconde a la diagonalisation (détermination des valeurs et

vecteurs propres) et a la projection sur les plans factoriels.

Le premier traitement consiste 4 déterminer la moyenne et la variance pour les
diftérentes variables, on transforme ensuite les données initiales en données cen-

trées réduites.
Aprés calcul de la matrice de corrélation et la diagonalisation de cette derniére, on

aboutit aux valeurs propres et aux vecteurs propres associés formant une nouvelle
base orthonormée. : '

Vu que le buit principal de I’ACP est de donner le maximum d'information avec un
minimum de composantes, il serait judicieux de ne considérer que les deux
premiéres composantes, expliquant prés de 98% de l'information totale. -
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CARACTERIST1BUES D FiEHIEH

NGRERE D*ORSERYATIONS: 10

HOMBRE DE VARIRELES: &

A0
#1

v CO2180
¢ COZETO
: CiSle0
1 L1503
» €151
: C15041

1
i
b

th

!
0

DEFINITION DES VARIBLES :

Elaboration du modcle (ACP progmmnwnon et exemple d cxécutwn)

: SEBAHOL, DAT

FRH B RRERA AR AN A2 B R ERRE T RS R0 42500

it -
i 2-
3
E
8 o

BRUTE
LERTREE

CENTREE REDUITE

REDUITE
SORTIE

4
#4
(i
1
13

RERBEREEEARASISURBUNERMERERUR IR AR ALY

TYPE D"ALF: 2

FARAMETRES STATIRYIQUES (aw 1/10 éne prés)

453,100
£42,500
L3300
109,000
377400
442,400

31,866
39304
13,292
38,317
41,251
68,666

fi0
at
GRS
A4
Al

0.97%7
0.9433
0,9614
0.9471

O-ESLJ
0.7088
0. 7253
0.5%75

1.0000
0.9320
0.9345
¢, 96352

1, 0004
(I
0.89¢47

1.0000
0.4568

1, 0660

Al
Al
Az
a3
p4

A3

Ad

1.0000
0.8392
0.9797
G.9433
0.9614

t.9491

0.8974

1.e000
0,952
0.9343

0.9652

1.¢000
0.9:17

1.8747

1.0000
0.8348

1.0600
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t YECTEUR FROFRE (matrice de passage) H
AYEL  AXEZ  AXEZ  AXE4 AXES  AXES
AG 0,423 -0,086 0,185 -0.544 6,049 -0,69]
Al 0,373 0.766 G337 G.388 0,039 -0.678
A2 0,824 -0.027 -0.184 -0,026 -0.857 0.174
3 0,407 0,519 -0,743 0,644 0,207 -0.287
Al 0,405 -0, 847 0,613 -0,033 0,181 0,505
h 0,415 0.242 -0.568 -0.344 0,805 0,385
1 VALEURS PROPRES 1 CONTRIBUTION & CONTRIBUTION H
1 1 L CUMULEE L4
1 7.4803 91,5624 71,3424
2 0. 3801 6.3354 97.6779
3 0.0849 1.4149 §9.0927
4 0.0312 £,3194 99,6121
i) 1,013 0.25%97 99.8721
& 0.0077 0.127%9 106, 0090
1 ETUDE DES YARIABLES L
____________________________________________________________________________ !
t31ar colonne projection des variables sur les awes principatg~-----—-===w~=-= t
ii2iencolonne coefficient de determination-------------—-=sesmwrommoomomoeme i
AXEL AYE2 AYES AXES AYES
£0 0.9944 0,981 -0,058% 0,003 Q0484 0,003 -0.1088 0,009 0,008 6,000
Al D.87HE 0,763 0.47¢% 0,221 0,101% 0,040 0,071 0.00F 0,014 0,000
a2 0,998 0,985 -0,021% 0,000 -0,058F 0,003 -0.008¥F 0,000 -0,1181 0,012
A3 0.9588 0,909 0,268 0,047 -0.1008 0,010 0.1LFY 9,083 L0348 0,008
pé 0,950 0,500 -0.2548 0,065  C.IE44 2,032 -0.0133 0,000 0,020 0,001
f3 0.978% 0,942 0,154 0,922 -0.17%% 0,027 -0.08%% 0.004  0,058% 0.003
1 ETUDE DES INDIVIDUS 1
____________________________________________________________________________ ‘
tiler colonne coordonnees des individus sar les axes principaux----=--==----- t
ti2ien colonne cosinus rarres{qualite de la representation}--—--—----=e-ewom-- 1

1 3,504
2 2,354
3 176118
§ L
30030
6 -0.14404
7 -0.90418
B -l.eBett
§  -I.O7HH
-3.2801

0,76 0.5381 0,02 0.45418 0,02

0,91
.98
0.67
¢.26
&0
0,864
0.89
0.9
0.97

0,74811 0,08
0,Z24188 0.02
-0, 65151 0,20
-0.46481% 0,70
-0,69111 0,84
-0, 58848 0,26
-0.73818 0,02
£.62181 0,04
0.64%88 9,03

-0, 31888 0,61
-0,07828 6,00
-0.41%11 0,08
004883 0,00
-0, 08884 0,01
0.09¢t2 0.01
0,5011t 0,08
-0.1218% 0.00

Elaboration du modéle {ACP programmation et exemple d’exécution} ——

AiEn
-0,0581 0,084
-0.0i%1 G000

80,0211 0,00
-0.03¢¢ 0,001
G.043¢ 0,002
0.03¢K 0,001

0.06%0% 0.00 -Q.00%88 0,00

-0.06188 0.00
0. 13051 0,00
0.08418 0.00

-0, 331 .06
0,0588% 0.04
0. 23888 0.0%
0,198k 0.03

~0. 17488 0.0}

-0,11811 0,00

-0, 0681 0,00
0.021%1 0,00
¢, 05088 0.00

-0.16¥88 0.03

-0.09418 0.01
0.2751% 0,06

-0.09811 .00
0078k 0,00

-0, 04888 0,00

0.06811 .00
~0. 0488t .00
0.08%3¢ 0.00
-0.16801 Q.04
0.0783% 0,01
0,00181 0.00
0.09111 0,00
-0. 13848 0.00
0073358 .00
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Pour 'étude des variables, on détermine la covariance de ces derniéres avec les axes
rincipaux, ce qui nous donne les coordonnées de chaque variable danslanouvelle
ase. De méme, pour I'étude des individus, la projection de leur nuage dans la

nouvelle base donne de nouvelles variables, dites aussi, Composantes Principales.

La projection des variables et des individus respectivement, dans le cercle de
corrélation (C', x C',) et la plan factoriel (1 x 2), sert de base a l'interprétation des
résultatsobtenus;lesaxeslet2 expli?uent 98% dela variancetotale. La contribution
de chaque axe a cette variance définit le pouvoir explicatif de la composante
correspondante & laquelle on attribue un sens physique, soit par exemple, la

moyenne caractérisant le bassin pour la premiére composante.

Toutes les variables sont bien représentées sur le cercle de corrélation Puisqu’elles
sont proches de celui-ci. Il apparait une orientation naturelle vers I'axe 1. Ceci
s'explique par la faible variation de la moyenne de chaque station par rapport ala

moyenne du bassin.

On notera au passage que deux variables proches dans le plan sont proches dansla
réalité (bien corrélées). Deméme, deuxindividus prochesdans plusieurs plans, sont

proches dans I'espace.

Exemple
L’individu 9 et 10 ont mémes coordonnées par rapport a I'axe 1 et 2, effectivement

I'historique montre une moyenne interstation trés proche.
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— Chhapitre IT

Analyse des variables

POINT CACHE PAR

a2 a2 a0
_J_.-""d- """'"‘-...._%ﬂ- . A4 A3
- %-.""-\_L.\
e ™
i ’ \"‘1
i r(r ﬁ' 1
/ 'l
{
l' 9
[ | OXE 1
| po
.F !
| ,!3,3
', /
1\\ ‘.f"r
e - —‘q- —-“-"-'.’ .’.-—.‘

Analyse des individus

POINT CACHE

PAR
6 5
7 b
AKE 2 10 2
_ 2
3 52 1 AXE 1
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Deuxiéme partie —

Doans cette partie, on présentera quelques exemples d’application de
I’ACP, en Analyse Descriptive et en Analyse Opérationnelle.

Pour I"Analyse Descriptive, deux exemples sont exposés :

La simulation des débits mensuels par L’ACP est une application en
Analyse Opérationnelle.
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— Deuxiéme partie

INTRODUCTION

En général, le domaine d'utilisationde I' ACP est trés large, sans inconvénients,
sans dangers et ne nécessite pas au préalable d’hypothéses restrictives.

Si les conditions de normalité ne sont ni impératives ni nécessaires pour pratiquer
'ACP, le type de variables utilisées influe par contre sur les résultats obtenus.

En général la technique de I’ACP permet de traiter des variables caractérisant deux
types de phénoménes :

m Un phénomeéne spatial (champ de température de l'air de pressions
atmosphérique, précipitations, débits...etc dans un région ou pays).

B Un phénoméne temporel (chronique des débits, pression ou températures
journaliéres - hebdomadaires - décadaires, etc... en un lieu fixe).

Avant de présenter les exemples d’application, il est utile de distinguer les deux
aspects principaux de ’ACF.

m L’Analyse Descriptive: s'intérésse dla structure de la matrice d'observations,
basée principalement sur la représentation graphique desrésultats trouvés par
I'ACP et ce, afin de visualiser certains problémes non décelables a I'état brut,
vuel'indépendance des variables (exemple:le phénoméne deredondance).On
peut aussi déterminer la variable principale qui régit le phénomeéne étudié
gracealareprésentation cartographique qui suggére uneinterprétation physique
en s’'appuyant sur la géographie, le climat, le relief etc...

B I'Analyse Opérationnelle: L ACP fournitun outilmathématiqueen appareﬁce
mais trés bien adapté aux problémes rencontrés en hydrologie a savoir :
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Chapitre III Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

CHAPITRE III
APPLICATION DE I’ACP
DANS LE DOMAINE DESCRIPTIF

I11.1 INTRODUCTION

Dans le domaine descriptif on peut étudier deux types de phénomenes

Le premier typemeten évidencedesrelationsentre desobservations a deux époques
distinctes de I'année alors que le second fait ressortir la notion de proximité inter-

stations.

L'application portera sur deux types de variables :

I11.2 INELUENCE DE LA TRANSFORMATION DES VARIABLES
SUR LA STRUCTURE DES CP

Lamatrice de covariance constitue le point de départ detoute Analyseen Composantes
Principales, c'est elle en effet qui aprés diagonalisation permet de calculer les

valeurs et vecteurs propres.

Or la valeur du coefficient de covariance entre les variables X; et X, dépend
essentiellement des couples d’observations [Xij et X,), et en particulier, de la
configuration de ce nuage de points dans le plan (X, X,). Toute transformation
appliquée aux P variables X, modifiera les coefficients de covariance et de ce fait la

structure des composantes principales.
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Chapitre Il Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

1l existe des transformations usuelles pour I’ Analyse des données & savoir

Variable centrée:

posons Y=X;-X, (I.2.1)

avec )(j : variable initiale
X : moyenne correspondant a X,
Yj + variable transformée

Celle-ci permet la translation de l'origine du repére au centre de gravité du nuage
de points.
Variable réduite

posons | Y=X; /0y (111.2.2)

avec o, écart typé de la variable X,

La présente transformation permet de standardiser les variables (ne considére que
leurs variations absolues).

Variable centrée réduite

posons Y= [Xj— S(_j] / Oy; (I11.2.3)

Cette derniére réunit les deux premiéres (111.2.1 et 111.2.2) et permet donc d’avoir
d'une part, I'origine du repére confondue avec le centre de gravité du nuage de
points, et d’autre part, des variables standards qui n'interviennent que par leurs

variations absolues.

Pour étudier I'influence de ces différentes transformations ona choisi deuxexemples
d'application : le premier traitant des variables homogénes (répartition spatiale de
la pluie), le second, des variables hétérogenes (variation de I'ETP en fonction des

paramétres climatiques).

Sur ces deux exemples, quatre types d'ACP ont été effectuées; a savoir :
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Chapitre 111 Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

Le traitement des variables brutes et des variables centrées donne lieu 4 la méme
matrice de covariance et par conséquent, les résultats de la diagonalisation sont

identiques.

En effet, considérons la variable brute X et la variable centrée Y résultant de la
transformation (I11.2.1), et montrons que la covariance de deux variables brutes
[Xj, X,) est équivalente a celle des deux variables centrées respectives (Yj, Y,).

Y=X-X; { YJ.-O
>

| N
COV (Y,Y,) = (I/N), (¥,-Y) (¥, - Y,)

N
= (I/N]iz;l (Y. Yy)
En remplagant chaque variable par son expression on obtient :

.
COV (Y, Y,) = (1/N)S; (%, ) (%, =)

= COV (X, X,)

d'ou

Les mémes constatations sont faites lors du traitement des variables réduites et
centrées réduites.

Soit Y, la variable obtenue par transformation (I11.2.2) et Z, celle obtenue par la
transformation (11.2.3). Montrons que la covariance de deux variables réduites est
égale & celle des deux variables centrées réduites, qui n'est autre que la corrélation
entre les deux variables brutes correspondantes.

Z,=(X-X;) / oy

{ Y;=X, /oy {
Y, =X /oy Z,=(X, X))/ oy
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Déterminons respectivement la moyenne et I'écart type des variables Y et Z.

® Moyennede Y

. N
Y, = (I/NZ Y,

En remplagant Y, par I'expression (IIL.2.2),ona:

— N
Y, = [1/N)§ X;/ oy

— N
Y,= (1/0y) [[1/N)i§1 X; |

d'ou
(111.2.4)
e Ecart typedeY
N —
o= (1/NZ (¥,-Y)
En substituant Yj et Yj par les expressions (111.2.2) et (I111.2.4), on obtient :
N w—
o= (1/N)3, [(X,/ 0 )-(X/a,)]?
N -
= 1/N)5 [0, Xproy]?
N B ,
= (/a2 S (x,- X)?-1/N]
= {1/ 0, Oy
d’ou
(111.2.5)
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¢ Moyenne de Z

Mz

-Z—.zi- Z.
F Nij=t ¥

i

En remplagant Z, par I'expression {IIL.2.3), on a:

N —
| X. - X
Zi=-f\_1i=zl'( Oy )
i 1 N -
=&;‘j [ﬁ'i__%(xij‘xj)]
N N
1 1 1 Ev4
'"o—xj [—N"1=1 Xu_ﬂ'lﬂ Xi]
1 - N-=
= & X-wX]

(111.2.6)
1 S =
Suivant 1’équation (II1.2.6) ona:
, N
_—_ 2
5= N le Z
En remplagant Z, par l'expression (I11.2.3) on obtient
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N T 82
o = 1 (Xi.-X. )
7j N i=] Oxj
1 1 N -
"'_"-a,;[ E 1§1 [le-XJ)Z]
Xj
1
- ; . ozxj

(111.2.7)

Evaluons maintenant la covariance entre Yj etY,; Z}. etZ,

[T

(¥, - Y)Yy - Y)

b

Mz

= 1
Cov (Y, Y,) = -

H
Sk

En remplacgant la moyenne Y par l'expression (1IL2.4) et la variable Y par celle

donnée en {I111.2.2), on obtient :

N AP
COV (Y, Xy) = %.z ("é’(j '%) (cr:;' 0,:;)
N X, - X X - X

= _1‘14 b ( “Gx,' .) ( lkUXk k)

page 38—




Chapitre Il — Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

COV (X;, X,)

- Oy Oxx

donc

COV(Y,, Y,) = COR(X;, X,)

COV (X, X,)

o)(j OXk

COV(Z,,Z,) = COR(X;, X,)

En conclusionona:
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I11.3 ETUDE DU PHENOMENE PLUVIOMETRIQUE SUR
LE LITTORAL ALGERIEN

111.3.1 PRESENTATION DES VARIABLES ET RESULTATS DE L'A.C.P

Onaprocédéa une A.C.P normée (variables centrées réduites) sur les six (06) stations

pluviométriques situées toutes au Nord de I'Algérie donc soumises au climat
méditerranéen GHAZAOUET, ORAN, ALGER, ELKALA, SKIKDA et ANNABA,

et les 384 mois équivalents a 32 années d'observations.

Les valeurs propres A(K) obtenues sont les suivantes :

ComposanteK  ~ | 1 [2 [3 |4 |5 |6

Valeur propre A(k) | 3,89| 1,13] 0,37| 0,27| 021 0,13

Ce qui ramené en pourcentage de la variance expliquée (A(K)/6) donne:

ComposanteK | 1 |2 |3 | 4| 5| 6

Variance expliquée en %  [64,77 [18,76 | 6,25 | 4,52] 3,51| 2,19

Enfin les pourcentages cumulés de variance expliquée sont :

Composante12 K 1 2 3 4 5 6

Poﬁrée'ntage cumulé | 64,77 183,53 [89,78 |94,30] 97,81 |100,00

On constate donc que la premiére composante accapare  elle seule plus de la moitié
de la variance totale (voir figure II1.3.1), et que les deux premiéres composantes
permettent d’expliquer plus de (4/5) de la variance totale. Les composantes
suivantes expliquent une part trés faible de la variance, environ 16 %, et de ce fait
leur rejet n’entraine qu'une perte minime de lI'information.

Lesrésultats obtenus lors d'une A.C.P. effectuée sur des donnéesbrutes, ¢'est-a-dire
n’'ayant subi aucune transformation au préalable sont :

Les valeurs propres :

CLE(K)y |1 2 3 4 . 5 6
Valeurs =~ 130986 2364,1 1466,0 998,1 420,9 333,1
propres A(K)
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&dme CP 2%
Sme CP 4%
e CP 19% L 4dme CP S%

Mme CP 6%

CP retznuoes

CP négligées
16%

Figure IT1.3.1 : Choix du nombre de CP
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Les pourcentages de la variance expliquée :

C;Ri_a"l("__._ 1| 2|3 | 4] 56

Vanance exphquee | 70,12|12,66|7,84 | 5,34] 2,26 |1,78
S en% .

Les pourcentages cumulés :

CP1aK 1| 2|3 |4 |5 |6

% cumulée 70,12| 82,78| 90,62 | 95,96 | 98,22 100,00

L]

Onremarque une augmentation dela contribution du premier axe par rapportaucas
précédent (A.C.P. normée), la différence est d'environ 6 %, cet écart est récupéré par
" les autres composantes de facon que la somme des contributions de toutes les C.P.

reste égale a 100 %.

Les écarts types des variables initiales :

Stations '|ALGER |[ANNABA | SKIKDA | GHAZAOUET | EL KALA |ORAN

Ecart _ '
type (mm)| 62,98 51,21 64,40 41,34 68,96 38,32

Les stations de SKIKDA et EL KALA possédent des écartstypesrelativement €levés,
tandis que ceux des stations d’'ORAN et de GHAZAQUET sont plus faibles. Un
simple calcul statistique permet d'évaluer I'erreur de ces écarts types qui estde 12,9
mm. Ceci implique une variabilité notable et une dispersion assez importante des

écarts types.

C’est pour cela que, lors d'une ACP Brute, ce sont les stations qui possedent des

écarts types élevés qui contribuent fortement a la détermination des axes princi-

paux, et les stations ayant de faibles écarts types se trouvent écartés voire méme
négligées, malgré leur importance dans le phénomeéne étudié.

IIL 3.2 . INTERPRETATIONS GRAPHIQUES

Pourl'étudedela repartltlon spatiale dela pluie, différentes questions peuvent étre
posées :
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e Quels sont les parameétres qui exp]xquent la corrélatlon mter-statlons
(positive ou négative) ? . ‘ . , ,

e Peut-on dégager des groupes de stations tout en donnant les exphca-
tions et interprétations nécessaires 2. - ‘ ‘ :

Aucoursdel’étude, chaque variable est affectée d'un code qui facilite samanipulation

(
Variables Codes affectés
ALGER A0
ANNABA Al

' SKIKDA A2
GHAZAOUET A3
EL KALA A4

ORAN A5

En passant aux représentations graphiques, considérons en premier lieu le cercle de
corrélation sur le plan défini par les deux premiéres composantes (figure 11I - 3.2.)

On a reporté sur ce cercle les différentes stations en fonction de leur coefficient de
corrélation avec les deux axes considérés.

On constate que toutes les stations sont corrélées positivement avec la premiére
composante et que ce coefficient décroit lorsque I'on s’éloigne de 1'axe 1.

Le résultat étant tout 4 fait prévisible puisque la premiére composante explique le
comportement “MOYEN" du phénoméne pluviométrique sur le nord del’Algérie.

Desétudes pluviométriques (R&éf.N°14) donnent une moyenne mensuelle d’environ
60 mm sur le nord de ' Algérie.

1l est donc normal que la station la mieux corrélée avec le premier axe soit celle de
SKIKDA du fait qu’elle se trouve dans la région la plus pluvieuse d'Algérie, 'EST.
L'examen du tableau des moyennes mensuelles des différentes stations :

Stations |ALGER |[ANNABA |SKIKDA | GHAZAOUET | EL KALA |ORAN

"Moyenne (61,4 52,4 64,5 30,1 65,7 32,2
{mm) .
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permet de voir la dispersion de celles-ci par rapport 4 la moyenne générale, 51 mm.
Cette dispersion est évaluée 4 environ 16 mm et est par conséquent assez importante
; on peut l'attribuer & la distance séparant I'EST de I'OUEST(1 200 km).

Entermede corrélation, I'étude du tableau 111 - 3.1. des projections des variables sur
les axes principaux montre une assez forte corrélation avec le premier axe : le
coefficient de détermination varie de 0,57 a 0,77 Celui-ci décroit trés vite pour les
autres axes allant méme jusqu’a s’annuler.

D’autre part, 4 partir de la représentation graphique donnée par la figure III - 3.2,,
il apparait une distinction évidente entre les stations : ANNABA, SKIKDA, EL
KALA, et celles de GHAZAOQOUET, et ORAN, alors que la station d’ALGER se
positionne entre les deux groupes résultants.

La seconde composante a donctendance d opposer le groupe EST a celui de 'OUEST.

Les résultats présentés dans le tableau III - 3.2. mettent en évidence, d'une part le
faible lien (coefficient de détermination insignifiant) entre les stations de 'EST et
celles de 'OUEST. En effet, les coefficients de corrélation entre la station de SKIKDA

 (AVEST) et celle de GHAZAOUET (a 'OUEST) sont de 0,5 (coefficient de détermi-
‘nation est de 0,25), et d’autre part une forte liaison entre les stations appartenant au

méme groupe. Le coefficient de corrélation entre la station de ANNABA et celle de
SKIKDA par exemple, appartenant au groupe de 'EST est de 0,864. Pour ce qui est
dela station d’ALGER qui se trouve au centre, 2 mi-chemin entre Jes deux groupes,
ses coefficients de corrélation avec la station de SKIKDA (EST) et celle d’ORAN
(OUEST) sont respectivement de 0,72 et 0,62.

A0 Al A2 A3 A4 Ad

0.86 0.86 0.88 064 0.80 0.76
0.00 -0.37 -0.31 0.69 -0.33 0.55
-0.40 0.00 -0.09 0.19 041 -0.04
-0.29 023 023 0.09 -0.27 0.01
0.12 0.03 -0.01 0.27 -0.04 -0.35
0.02 025 -0.26 -0.02 -0.03 0.03

Gy DN > N =

Tableau 111.3.1 : Projection des variables sur les axes principaux
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Chapitre I

Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

Figure I1I-3.2.: Cercles de corrélation (Pluie)
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Chapitre 111 _‘ Application de I'ACP dans le domaine descriptif —
Figure I1]-3.2. : Cercles de corrélation (Pluie)
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Chapitre Il ‘ Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

Figure I11-3.2. : Cerc]eé dercorrélation (Pluie)
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—— Chapitre IlII
Figure 1II-3.2. . Cercles de corrélation (Pluie)
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Chapitre ITI Application de I'ACP dans le domaine descriptif —
A0 Al A2 A3 A4 A5

A0 1

Al 0684 1

A2 0722 0864 1

A3 0.482 0.320 0.352 1

A4 0600 0.745 0.718 0.328 1

A5 0.622 0.446-0.500 0.764 0.420 1

Tableau I11.3.2 : Matrice de corrélation

En conclusion, on peut dire que la station d’ALGER présente une meilleure

- corrélation avec les stations de I'est et de I'ouest, que celles-ci entre elles, tout en

étant fortement corréléesavecle groupe “EST” . etenfin que lesmeilleurs coefficients
de corrélation sont obtenus entre les stations d’une méme région, ce qui permet
'd’affirmer que le second axe explique 'effet “REGIONAL”". ‘

Aprés avoir montré que seuls les deux premiers axes possédent une structure
spatiale, les autres comiposantes ne peuvent qu ‘expliquer des comportements
communs a des stations pourtant sans lien spatial ; il est trés vraissemblable que ces
stations ne se ressemblent que par des comportements exceptionnels a des périodes
assez voisines (erreurs accidentelles, simultanées, perlode de “détarage” en grande
partie commune). ‘ '

La condensation notée des variables autour du centre, dans les plans résultants de
la combinaison des derniéres CP, montre clairement la faible contribution de celles-
cal exphcatxon des variables qui ont pratiquement des projections nulles sur les
axes principaux Figure II1.3.2.

111.4 VARIATIONS DE 'EVAPOTRANSPIRATION EN FONCTION
DES PARAMETRES HYDROMETEROLOGIQUES

111.4.1 DEFINITION DES VARIABLES UTILISEES

L'évaporation, en général est un phénoméne hydrologique défini comme étant le
passage de la phase liquide 3 la phase vapeur, il dépend de plusieurs paramétres
climatiques. Il peut étre mesuré expérimentalement ou calculé dlrectement a partir
des formules empiriques.

Pour l'étude de ce phénoméne on dispose des données suivantes :
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Chapitre IIT Application de l'ACP dans le domaine descriptif

¢ La vitesse du vent : exprimée en {m/s]

® I'humidité relative : rapport de la pression effective de la vapeur d’'eau d la
pression maximales exprimée en pourcentage [%]

e L'ETP : évaporation transpiration potentiel calculée par la formule de
PENMAN représente la demande climatique d"un couvert végétal exprimée
en [mm/j]. '

Ces paramétres constituent les cinq variables sur lesquelles se base 1'étude du
phénoméne de I'ETP. Pour cela, on dispose de 264 mois (22 années) d'observations

des cinq variables étudiées.

111.4.2 RESULTATS DE LACP

On effectue une ACP normée sur le tableau “264 individus x 5 variables”.

Pour une question pratique, chaque variable a été affectée d’un code qui l'identifie.
La liste des variables avec leurs codes correspondants est présentée dans le tableau
suivant :

g Variables codes affectées
Températures Al
Vitesse du vent Al
Insolation A2
Humidité relative - A3
ETP A4

Les variances expliquées pour les différentes composantes sont données par :

Composantes k 1 2 3 4 5
Variance expliquée 3.160] 1.025} 0.594 0.193] 0.029
A(K)

En calculantlescontributions a la variance totale en terme de pourcentage on obtient
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Chapitre il1
Composante k| 1 |2 |3 |4 |5
% devariance | 632 | 20.5 | 11.87) 3.85 | 0.57
‘expliquée .

Le cumul de la variance expliquée donne :
C_omposahté d'_é e 1 2 3 4 5
1ak
Cumul de variance | 63.20{83.70|95.58)99.43/100.00
expliquée %. . -

Application de I'ACP dans le domaine descriptif

En examinant V'apport de chaque composante (voir figure 111.4.1.a) on remarque
que pour avoir prés de 84% de la variance totale, il suffit de ne considérer que les
deux premiéres CP; mais vul’apport assez consistant du 3éme axe ( 12%) onne peut
négliger ce dernier. Doncon opte pour trois (03) composantes totalisant environ 96%

de variance expliquée.

A titre comparatif, on a effectué une ACP sur les données brutes qui a donné les

résultats suivants :

Les valeurs propres :

Composantek

1

2

Valéur propre A(k)

43.00

12.02

2.02

0.48

0.11

Aprés passage au pourcentage de variance expliquée on obtient :

Composante k 1 2 3 4 5
% de variance | 74.61(20.86/3.53 | 0.83 | 0.19
expliquée
Le pourcentage cumulé est :
Composante
delik 1 2 |3 |4 | 5
% Cumulé 74.61 [95.47|98.99( 99.81] 100.00
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Apph'cdh'on de I'ACP dans le domaine descriptif —

Contribution de chague CP
. & Ia variance globale

3me CP :
: 12% - : r
(4-5)éme CP .

;

férs CP
© 63%

Pourcentege négligé
4%

Pourcentege reiemn
26%

Figure 111.4.1.a : Choix du nombre de CP
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Chapitré Il

Application de l'ACP dans le domaine descriptif

néribytion hi P
1 rian Tobal

75%

Compagasantes retenues

Pourcentege négligé
5%

Pgurceniage relenu

Figure II1.4.1.b : Choix du

955
nombre de CP
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Chapitre 11T : Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

Une augmentation remarquable est notée pour le premier axe, (voir figure 111.4.1.b}
la différence est évaluée a environ 12% par rapport au cas d'une ACP normée ; pour
le second axe cette augmentation est insignifiante. La différence, entre les résultats
des deux types d'ACP, ne peut étre considérée comme étant une perte d’informa-
tions pour le cas d'une ACP normée car elle est récupérée par les composantes
suivantes, soit dans ce cas, la 3 éme composante qui passe de 3.58% (ACP canonique)
de variance expliquée 3 11.87% (ACP normée).

Le pourcentage cumulé de variance exphquee peut se limiter dans cette derniére
ACP a deux composantes avec un taux de variance expliquée atteignant 95%.

Pour vérifier si le fait de considérer deux (02) composantes principales dans le cas
de I’ ACP “brute” et trois CP dansle cas “normée”, ne fausse pas les interprétations,
et par conséquent la compréhension du phénoméne de I'ETF, on passe aux résultats
donnant la contribution de chaque composante & 'explication des variables étu-

diées.
£n se basant sur les figures (111.4.2.a) et (111.4.2.b}, on obtient le tableau recapltulatlf

suivant :

( Type d’'ACP ACP brute ACP normée
m
étudiée

AD (1ére + 2éme) CP ler CP

Al 4éme CP 2éme CP

A2 lére CP lére CP

A3 (ler + 2éme) CP (lére + 3éme) CP

Ad (142+3+4+5)éme CP lére CP

En conclusion, on dira que le fait de négliger les trois (03) derniéres CP dans le cas
“brute” ne fait intervenir en aucun cas I'influence de la vitesse du vent (A1) et I'ETP

(A4} dans la détermination des axes principaux.

Ce probléme ne se pose pas dans le cas “normé” vu que l'information est concentrée
dans les premiéres CP, donc on peut négliger sans risques les CP a faibles contribu-
tions.

Les écarts types des variables initiales sont :

Variables | températures | ~ Vitesse du vent ‘T‘Izhso‘lat_idn ‘Humidité’ ETP
' | ora - mss] relative [h] | relative [%] | [mm/j]

Ecart types| 5.03 . 0.66 2.69 473 1.82
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Chapitre 111
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Application de l'’ACP dans le domaine descriptif —
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Chapitre HHI Application de |'ACP dqns le domaine descriptif —

On remarque tout de suite que la vitesse du vent et 'ETP possédent des écarts types
relativement faibles par rapport a ceux delatempérature et 'humiditérelative, ainsi
que la différence d'unités dans lesquelles sont exprimées les variables étudiées.
Effectivement, on passe du degré Celsius, pour la température, métre par seconde
pour la vitesse du vent, heure pour l'insolation, pourcentage pour I'humidité
relative, et enfin millimétre par jour pour I’ETP. Toute cette hétérogénéité fait que la
vitesse du vent et I'ETP soient expliquées principalement par les composantes a
faible contribution qu’on a tendance a négliger.

111.4.3 INTERPRETATIONS GRAPHIQUES _

On considére dans le cas normé le cercle de corrélation (C1 x C2) (voir figure
I11.4.3.a). On remarque une condensation des variables A, A2 et A4 autour del'axe
1, ced signifie que la température (A0Q) tout comme linsolation (A2) sont des
paramétres prépondérants dans la détermination de 'ETP. Sachant que ces deux
paramétres représentent I'énergie nécessaire pour transformer une goutte d’eau en
vapeur, alors 'axe 1 représente [L’ENERGIE], la variable A3 est opposée au groupe
formé par AQ, A2 et A4 par rapport a I'axe 1 le tableau des corrélations (tableau
I11.4.1) montre effectivement une corrélation négative entre '’humiditérelative et les
autres variables. Physiquement une importante humidité relative est un apport
pour le couvert végétal contrairement a I'ETP.

Encequi concernela variable Al elle n’est corrélée qu’avecle second axe et le tableau
des corrélations (tableau I11.4.1) montre presque une indépendance de cette varia-
bleaveclesautres. Doncl’axe 2 est défini parl'effet du ventjouantleréle detransport
des masses d'air saturées en vapeur d'eau.

En examinant les différents cercles de corrélation (figure I11.4.3.a) on constate que
les variables (A0, A2, A4) sont toujours regroupées. Ceci fait apparaitre le phéno-
méne de redondance entre la température {AQ} et 'insolation (A2). Dans I'explica-
tion de I'ETP (A4). dans le tableau I11.4.1 a on remarque que la corrélation entre la
température et I'insolation est trés forte {de I'ordre de 0.94).

A0 Al A2 A3 A4
A0 1.000
Al -0.031 1.000
A2 0813 -0.071 1.000
A3 0525 - -0.074 -0.505 1.000
A4 09000 0064 0945 -0.565 1.00

Tableau 111.4.1 Matrice de corrélation
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Chapitre 111

Figure I1I-4.3.a: Cercles de corrélation (E.-T.R) |
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Chapitre 111

Application de I'ACP dans le domaine descriptif ——

Figure I1I-4.3.a: Cercles de corrélation (E.T.L.)
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Chapitre I . ' Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

Figure 11I-4.3.a: Cercles de corrélation (E.T.F.)
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Chapitre Il Application de I'ACP dans le domaine descriptif ——

Dans le cas brute (voir figure 111.4.3.b) on remarque que les angles que fait chaque
variable avec les axes principaux sont conservés, alors que la distance reliant la
variable a I'origine varie en fonction de son écart type ; I'expression analytique de
ce dernier est :

LN g
O = UNPZ XmX)

Cette expression est équivalente & 1/N prés & la norme du vecteur reliant le centre
de gravité X a la variable X. ‘

Les variables A0, A2 et Adregroupées dans le cercle de corrélation (1 x 2) conservent
lemémeangle avecl’axe 1, cependant, la distance les séparant del'origine varie. Les
variables apparaissent dans un ordre qui coincident avecl’ordre croissant des écarts
typesrespectivement égaux a:1.823,2.488 et 5.028. Il en est de méme pour la vitesse
du vent (Al) dans le plan factoriel {1x2) (figure I11.4.3.b) qui parait non expliquée
ni par I’axe 1, ni parl'axe 2 ; alors que dans le cercle de corrélation (figure 111.4.3.a),
elle définit presque entiérement I’axe 2. La variable Al ayant un écart type inférieur
a1l (o (Al) = 0.659) fait que le coefficient de corrélation qui était important dans le
cercle (C1 x C2}, se trouve réduit dans le plan factoriel vu que la covariance est le
résultat du produit du coefficient de corrélation et de l'écart type.

II1L.5 CONCLUSION

L' Analyse en Composante Principales dépend essentiellement du type de variables
utilisées ; de ce fait toute transformation appliquée aux variables, modifie
obligatoirement la structure des CP.

On a montré qu'une A.C.P appliquée sur des données brutes est équivalente a une
ACP effectué sur des données centrées, idem pour les données réduites et centrées
réduites.

A travers les deux exemples étudiés, on a constaté que des variables a faibles écarts
types sont souvent expliquées, dans le cas d'une ACP brute, par les CP a faible
contribution qu’on a tendance a négliger. ‘

Dans le cas du phénoméne de I'évapotranspiration étudie, les variables utilisées
étaient exprimées dans un certain systéme d’unités, tout changement d'unités, par
exemple si on passe de [h] a [s] et de [°C] en [°K], donne lieu & des interprétations
différentes.

Pour apporter une solution a ce probléme, on se doit de standardiser les variables
étudiées en les réduisant (écart type = 1}
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Chapitre I Application de I'ACP dans le domaine descriptif —

Il n’est donc pas équivalent de calculer les CP sur des variables centrées (réduites)
donc avec une matrice de corrélation ou, sur des variables brutes {centrées) donc
avec une matrice de covariance, lorsque les paramétres utilisés ont des variables
différentes : car les premiers composantes risquent d’étre définies uniquement par
les variables a forte variance - celles ayant une faible pondération - alors qu'au
contraire elles conditionnent presque totalement les composantes correspondant
aux plus faibles valeurs propres qui sont celles que I'on élimine généralement.

L'interprétation graphique des cercles de corrélation et des plans factoriels fait
ressortir les points suivants :

® L'axe 1 expllque tou;ours la tendance centra]e du nuage de pomt on .
parleaussi del’effet detaille. Une condensation des varlables autour de
cet axe est souvent remarquee. S : o L

v

o L'apparltlon successive d'un regroupementde vanables dans dlfferents o
plans fait ressortir le phénoméne de. redondance o T

e Un ensemble de variables groupees dansun Cercle de correlatxon (ACP 5
normée) éclate dansle plan factorlel (A(‘ P bmte) a cause dela dxfference o

des écarts types.

Il est donc indispensable’de tenir compte de ces différents aspects et de leurs
conséquences lorsqu’on effectue une ACP.

Ces remarques ne diminuent en rien le potentiel du puissant outil d'analyse I'ACP.
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Chapitre IV — — Application de I'A.CP dans le domaine opérationnel

- CHAPITREIV
APPLICATION DEL'A.C.P.
DANS LE DOMAINE OPERATIONNEL

IV.1. CONCEPT DE SIMULATION

La simulation est une technique qui ressemble a I'expérimentation scientifi-
que utilisant des modéles dont toutes les caractéristiques sont connues.

La figure ci-dessous montre les différentes étapes qui aboutissent 4 la simulation, &
sa base, la figure repose sur la réalité ou les faits.

Simulation
|- |
Modéle

| |
Théorie
|

Réalités ou Faits

Selon les situations, il est possible de construire des modéles pour tester ou
représenter une théorie. Ainsi, la simulation réside dans 'utilisation d’'un modéle
qui vise & indentifier ou découvrir le comportement d'un procédé ou d'un systéme.
Elle constitue finalement une approche de résolution de problémes basée sur I'essai
et I'erreur ; elle aide & prendre de meilleures décisions et représente donc un
excellent outil de planification.

Les méthodes actuelles de génération présentent une difficulté d'interprétation de
“causes 4 effets”, souvent attribuée au manque d'indépendance entre les variables
utilisées ; or, les besoins actuels en Hydrologie nous orientent vers la recherche de
nouvelles méthodes de-génération pour que l'interprétation “causes a effets” soit
facilitée. Il y aurait avantage a ce que ces méthodes utilisent des variables indépen-
dantes (voir Réf. N°17).
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———— Chapitre IV - Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel ——

IV.2. MODELE DE SIMULATION

Par définition, les Composantes Principales sont des combinaisons linéaires des
variables initiales ; dans le cas d'une A.C.P. normée, cela se traduit par :

M

C 23, XX ‘ (IV .2.1.)

bl b %

)

C, : = C.P.
X , X, 1 0, sont respectwement la variable, moyenne et écart type d’ordre j

alj cosinus directeur, element de la matrice [A] des vecteurs propres.

Soit 1a composante principale normée C', tel que :

4

A, : valeur propre correspondant a C,

En divisant I'équation IV.2.1. par A'?, on obtient :

¢ =_C€ (Xj - XJ) (Iv.22)
1 M7 9 le :
Soit Y la variable centrée réduite telle que
X -X
Y= (IV.23)

Sous forme matricielle I'expression (IV.2.2.) devient :
[C] = A2 [A] [Y] ' (Iv.2.4)
Avec

A :Vecteur dont les composantes sont les valeurs propres

[A] :Matrice des cosinus directeurs, formée par les vecteurs propres
[A]}* : Matrice transposée de [A]

[Y] :Matrice des variables initiales centrées redultes
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Réciproquement on peut exprimer la variable Y, en fonction des C.F. normées.
En transposant la matrice des vecteurs propres [A] on obtient: -

[Y] =A172 [A] [C'] - - {IV.2.5)
Sachant qu’on ne considére qﬁe les Q premiéres C.I. et qu'on ne perd pasde vuela
variance non expliquée prise en compte par le terme résiduel noté g, .
En explicitant la formule (IV.2.5) on aura:

 inac :
Y, =2 A2 aC+ g (IV.2.6.)

1=1

+

g, : variable résiduelle de moyenne nulle et d'écart type: .-

. Q
o5 =[1- 121 a? a2 (1v.2.7)

“Sachant que :
A2 a = COVI(C),Y)

X - X

= COV (C,, 75, )

= COR(C'}, X)

En utilisant ce résultat I'équation {IV.2.6) devient :
Q ‘ '
Y, = 12 COR(C|, X}.C + ¢ (Iv.2.8)
=1

Substituons I'équation (IV.2.3) dans (IV.2.8) :

X -X = Q :
—5— = ¥ COR(C,,X).C,+ ¢ (1V.2.8)
Xj 1=1 J ¥ .
- R o
X,. =X, +0,. ]%1 COR (T}, XJ.] C+ o, g (1v.2.9)
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Q
X, =X+ 3 0, .COR(C,X)C+o,g (V29

)

1=1

Etant donné que:
o, =1 (CPE “normée”)

Alors:

’ _ GX' '

o,, COR(C', X) = 6;;' COR (C'}, X)

. = By
avec:
O, : €cart type de la CP normée C'|, qui est égale a I'unite.

1 coefficient de régression entre la variable X. et la C.P. normée C'.
j & } 1
En posant E,=o0.¢

I'expression finale du modéle est donnée par :

X B O

avec [3)0=7J ] (IV .2.10)

En se basant sur la structure du modéle ci-dessus, différentes possibilités de
simulation sont a envisager.

A
On désignera dans cequi suit par X la variable simulée et on remarque bienque c'est
une combinaison linéaire des C.P. qui sont indépendantes par construction.

IV.3. METHODES DE SIMULATION

Pour simuler des grandeurs mesurant des phénoménes naturels tels que la pluie ou
latempérature, il ne faut pas perdre de vueque cette notion est basée essesntiellement
sur le concept du hasard. Ce dernier n’a de sens scientifique que si I'on se référe au
mécanisme de génération.
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Toutes les méthodes de simulation se basent sur un tirage de nombres au hasard, la
différence entre ces méthodes réside dans le choix de 1'échantillon sur lequel on
opére et la relation entre le paramétre a simuler et le nombre tiré au hasard.

IV, 3.1. SIMULATION PAR LES FONCTIONS DE REPARTITION
Si I’on considére la variable aléatoire X de fonction de répartition F(x), la nouvelle

variable Y = F (x) est uniformément répartie sur le segment [0,1]

Prob (Y<y)=Prob[F(x)<y] =

. 1 Y1
F(x]) - s - PO (YY) ool — —
|
0 f Y
0 b4 1

Quelle que soit la variable aléatoire, on peut toujours la transformer en une variable
uniformément distribuée sur le segment [0,1].

~ 4

La figure ci-dessus représente le tirage au hasard :

®D'une valeur de la variable aleato:re X def:me -
par laloi de probablhte F [x] ' e

®D’'une valeur de Ia vanable aleatoxre Z defmle f:
 par laloi de probablllte H (z) L S
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On met la loi de probabilité F ou H dans I'urne des nombres au hasard y, , qui aprés
transformation fournit la valeur x, et /ou z,. '

IV, 3.2. SIMULATION PAR LES CHAINES DE MARKOV

Un processus stockastique est un processus dont la valeur a I'instant t dépend des
valeurs antérieures, celui-ci est dit MARKOVIEN si la valeur 4 l'instant t ne dépend
en fait que de la valeur la plus récente, c'est-a-dire :

- Pour simuler une série donnée par les chaines de MARKOYV, il existe deux types de
modéles : les modéles “binaires” dont le principe est basé sur l'existence de deux
états et des modéles “multiclasses” ou la série est subdivisée en différentes classes.

On utilisera pour notre étude un modéle binaire, d'ordre zéro (0) (Probabilités
inconditionnelles) caractérisé par les deux états zéro (0) et un (1).

IV.3.2.1. CONSTRUCTION DE LA CHAINE DE MARKOV
On définiten premier lieul'état 0 et I'état 1, sur lesquels on se base pour transformer
la série donnée en systéme binaire (00111010..). Pour obtenir une telle suite, il suffit

d’effectuer un comptage des éléments appartenant respectivementdl’état Cet1.On
calcule ensuite les probabilités inconditionnelles PO et P1.

Nombre d'éléments appartenant al'état 0

PO =
Nombre total d’'éléments

Nombre d’éléments appartenant & I'état 1

Pl = _
. Nombre total d’éléments

1V.3.2.2. GENERATION PAR LES SERIES DE MARKOV

Aprés avoir construit la matrice de passage d'ordre zéro (0), on détermine les
fonctions de répartition des valeurs appartenant aux états Oet 1. :
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La simulation se fait en générant uniformément un nombre aléatoire y dans
I'intervalle [0,1], qu’on compare aux probabilités inconditionnelles.

Sachant que PO + P1 =1

alors P1=1-P0

Donc si y est inférieur a PO, la projection de y se fait sur la fonction de répartition
correspondant a I'état 0, sinon elle se fera dans celle de 1'état 1.

1V .3.3. SIMULATION PAR LES LOIS D'AJUSTEMENT

Les valeurs d'une série de données peuvent avoir une distribution bien spécifique
qui est déterminée par I'ajustement des données historiques et vérifiée par les test
d’adéquations.

La génération dans la loi uniforme est la base de la simulation dans la plupart des
lois d’ajustements statistiques.

Presque tous les calculateurs possédent une procédure permettant de générer des
nombres aléatoires ayant une densité uniforme.

f (x) = 1 pourO <x< 1

Un tirage aléatoire dans une loi LAPLACE - GAUSS centrée réduite peut étre
effectuée selon la méthode de BOX et MULLER (1958) : On tire deux nombres U, et
U, grace a la fonction RANDOM qui effectue un tirage aléatoire dans la loi uniforme
sur [0,1].

Et on calcule :
L Z = (2InU)™? sin 29U)
Z,= (2IUy” . sin(29U)

Ainsi définies, Z, et Z, sont des variables aléatoires de LAPLACE - GAUSS centrées
réduites et indépendantes.

Si la loi d’ajustement est une normale (m, g) on peut toujours se ramener a une
normale de moyenne nulle et d'écart type unité N (0,1) et faire une transformation
inverse par la suite.

X=m+o.Z
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Z :variable de GAUSS
X :variable initiale
m, o : moyenne et écart type de la variable X.

IV.4. OUTIL INFORMATIQUE

Pour la génération, un programme a été mis au point tenant compte de toutes les
méthodes de simulation relatives a chacun des paramétres simulés.

Le menu présenté dans le programme est le suivant :

On utilisera pour la génération uniforme des nombres aléatoires la fonction
RANDOM dont disposent la majorité des calculateurs. Pour la simulation par les
fonctions de répartition, la projection de la fréquence simulée sur cette derniére ne
peut se faire si onne dispose pas de’expression analytique dela fonction elle-méme
; pour cela on a fait appel aux méthodes de lissage et en particulier celle du CUBIC’
SPLINE. '
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IV . 4.1. ORGANIGRAMME DE SIMULATION

Matrice de données initiales
[X]

Calcul des CP
[C]

Calcul des coefficients de régression

(B]

Calcul des donnn(;es reconstituées
‘ : X.

3

Calcul d'erreurs [E]
E; = X, - X,

Simulation des CP par les Fct Rpt..

par les Fct. Rpt.

par les Fct. Rpt. '
dans N (m, o) I

dans N (0, o, )I
Simulation des résidus ' par les Fct. Rpt.

par les chaines de
MARKOV

Simulation de [f3]

ZO=HpRMZEHO

n Modéle de simulation
X.j = B,-a + Eﬁﬁ(C.k + E.j

Matrice de do;;znées simulées
‘ xr I
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IV4.2. LISSAGE PAR LE CUBIC SPLINE

Le CUBIC SPLINE est une méthode de lissage par intervalles qui utilise un
polynome du 3éme degré, c'est I'une des techniques les plus couramment utilisées.

Un polynéme du 3éme degré posséde quatre constantes lui conférant une flexibilité
suffisante pour assurer non seulement la continuité de la dérivée premiére sur
I'intervalle, mais aussi la continuité de la dérivée seconde sur le méme intervalle.

Soit une fonction f & approximer, définie sur l'intervalle [a, b] et un ensemble de
nombres dits noeuds tel que ;-

On désigne par S la fonction d’interpolation SPLINE satisfaisant les conditions
suivantes :

1°) Sest un polynome du 3éme degré noté S, dans le sous- i_ntervalle

[X,, X,,] Vj j=0 a N-1
2)5(X) = £0) Vjj=0aN
3°)S,, (X.,) = §(X,)) Vi j=0a N-2
)8, (X)) = S, (X,) \fj j=0a N-2
598", G0 = 86,0 Vj j=04aN2

6°) L'une des deux conditions limites suivantes doit étre satisfaite :

*S" (X, = 8" (X)) =0 extrémiteé libre
ee 5 (X)) = f (X)etS’ (X)) =1 (X)

Quand la condition limite de 'extrémité libre est satisfaite, le SPLINE est dit
SPLINENATURELet Iegrapheresultant est une courbe flexible forcée de passer par
tous les points

(06 £0X) )5 (0, £ 06)) 5o (X £ (X))
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Pour construire la fonctxon d’ mterpolatlon du CUBIC SPLINE par une fonction f
donnée, les conditions citées auparavant peuvent étre appliquées au polynéme de
degré trois

S, (X)=a,+b, (X-X) +c (X-XP+d (X-X)°
Vi j=0a N-1

IV.5.SIMULATION DESPHENOMENES CYCLIQUEET ALEATOIRE

IV.5.1. INTRODUCTION

Pour pouvoir appliquer sans distinction le modéle de simulation élaboré, dans le
domaine de I'hydrologie, on considére les deux types de phénomenes : aléatoire et

cyclique.

On choisit deux exemples d'application : Ies apports au niveau du barrage de BENI
BAHDEL pour le premier cas, le graphe (IV.a) fait ressortir le caractére aléatoire du
phénoméne, et les E.T.P. dans le second dont le graphe (IV.b} montre 1'aspect

cyclique.
IV.5.2. PHENOMENE ALEATOIRE

IV5.2.1. Données utilisées

On se propose d'utiliser les apports au niveau du Barrage de “BENI BAHDEL”
(wilaya de Tlemcen). Pour cela, on dispose des données - tronquées de trois années
(1945, 1946 et 1947) manquantes - pour la période allant de 1925 4 1988. On utilisera
donc 60 années d’observations. Les calculs seront faits avec la série de SEPTEMBRE
1925 3 AOUT 1989 (donc sur I'année hydrologique).

La matrice [X] des données de base est calculée en prenant le cumul des débits
journaliers pour les jours du mois considéré, qu’on divise par I'équivalent en
secondes du méme mois ; ainsi on obtient 'apport moyen mensuel en [m*/s]. Les
paramétres statistiques sont résumés dans le tableau (IV.1), la matrice [60 x 12] est
centrée réduite i 'aide de I'équation (II1.2.3.) pour obtenir la matrice [Y]. Les
variables ainsi transformées sont homogénes quant a leurs moyennes et leurs
dispersions. En effectuant une A.C.P. normée, on obtient le tableau (IV.2.) qui donne
les valeurs propres ainsi que le pourcentage cumulé. L'étude de ce tableau montre
I'importance décroissante en terme de variance expliquée des composantes.

IV, 5.2.2. Choix du nombre de composantes

La figure (IV.1) montre l'utilité de réduire le nombre de variables & considérer, le
choix de celui-ci doit se faire en fonction du pourcentage de la variance expliquée.
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—_Application de I'A.C.P dans le domaine opération

Graphe IV b : Evolution des E.T.P. historiques
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_ — Guapitre IV
Contribution de chaque CP
& la Variance totale
Figure IV.l.a
4dtme CP: 8% ' 3tme CF: 14%
Stme CP: 7% '
Gt.me Cp: 3% 2tme CP: 16%
Té¢me CP: 4%
8tme CP: 4%
9¢me CP: 3%
i0ime CP: 2%

(31-12)2me CP: 2%

itre CP: 35%

Composantes Retenues
Figure 1V.1.b

Pourcenizge Négligé
1ne

Pourcentsge Retenu
89%

Figure IV.1 ;: Choix du nombre de CP
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Si on prend cing (05) C.P, on a environ 80 % de variance expliquée alors que pour
sept (07) et dix (10) C.P. on a respectivement 89 % et 98 %.

Pour montrer I'utilité d’'inclure une composante, il serait-avantageux de voir sur
quelles variables agit la composante. Dans ce tout, les graphiques de la variance
expliquée de chaque composante sur toutes les variables sont trés utiles.

La variance totale relative & une composante K est répartie sur les P variables de la
maniére suivante :

pn appglle la quantité a’; 2, le pourcentage de variance expliquée de la variable j
par la K*™ CP. ‘

La figure {IV.2) donnelesrésultats pourles12 composahtes.' On constatel'influence

de la premiére composante sur les mois de JUIN et JUILLET et celle de la deuxiéme
composante sur les mois d’'OCTOBRE et NOVEMBRE. Donc, méme les composan-
tes d’ordre élevén exphquent que quelques variables. -

1,308 |2,083 |3,461| 3,917 4,472] 4,065 2,688 1,32 P,83810,846

0,919 11,684 (2,879 3,568| 4,477 5,821 | 2,535| 0,850]0,549]1,182

Tableau IV.1 - Paramétres statistiques de la série des apports du Barrage de BENI BAHDEL
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Figure IV.2:
Pourcentage de Variance relative & chaque varigble
-%Var-Exp % Var - Exp
100% - 100% -
80% | 80% 1"
60% B 60% 1"
W%l | 1] 40% {°
20% 20%
0% 0%
Sep Oct Nov Déc Jun Mv Mar Arr Mal Iul Ju] Asn Hep Oct Nov Dic Jan Févy Mar Arr Mal Jui Isl Acn
Mois Mois
CE310re CF ET 28me CP
% Var - Exp % Var - Exp
100% - 100% -
80% 4 80%
60% 60% 1
40% 1 40%4"
20% 7 20% 1
0% T T T T T i Y T ¥ T T F 0% =
Sep Oct Nev Diéc Jan Fév Mar Arr Mal Iu! Jul Aon Bep Oct Nov Dic Jan Fiév Mar Arr Mat Jol Jul Aon
Mois Mois
o same P EE143me CP

(1/3)
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mouunnuanwmm:mni Jel

Mois

.| EE sema CP

% Var - Exp

100% -

80% "

 60% 4"

40% 1|

20% 1

0%

Sep Oct Nov Dic Jan Fév Mar Arr Mal Tul Jul Asn

Mois

- n-ucrI

% Var - Exp

Figure 1 V 2:
Pourcentage de Variance relative & cbag_ue van’ab!e
% Var - Exp
100% - 100% -
80% 1 80% 1"
30%-"" 60% "
40% 0%
v 20% ] 20% 1"
s
0% =5 0% -

lopOuNﬂDk.l’u!ﬁl!nhrHﬂ.‘lnllllhn

Mois

EEZ stmse CP

- % Var - Exp

100% 1

80% 1

60%

40% 1

20% 1"

0% =

Bep Oct Nev Dic Jan Fév Mar Arr Mal Jul Jul Asu

Molis

EE] sbme CP

(213)
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Figure IV.2: -
Pourcentage de Variance relative 8 chaque variable

% Var - Exp % Var - Exp
100% - ' 100% -
B0% { 80%
60%4| ‘ 60% "
40% | 40% 1
' 20% 1
0% .
Bap Oct Nov Dic Jan Pév Mar Arr Mal Jv) Jol Aov
Mois
EZ 100ms CP
% Var - Exp % Var - Exp
100% 100%
80% 1| 80%
60% 4 ' ‘ 60%"
40% 1" 40% 1"
20% 1" - 20%3
0% - 77 77 7Y thdy 0% 7
8ep Oct Neov Ddc Jan Fér Mar Arr Mat Jal Jo! Aon _ Eap Ot Nov Déc Ian Fér Mar Arr Msl Jul Jul Aon
Mois ' Mois
EX11kme CP ES 120me P

(3173)
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1 o 4,222 35,18 35,18

2 | 1072 16,45 51,63

3 1,617 13,48 | 65,11

s | 0,966 08,05 73,16

. 5 0,815 06,79 79,95
6 0,651 05,43 85,38

7 | 0476 03,9 89,34

8 . 0,455 03,79 93,14

9 0,324 0270 | 9584

10 | 0272 02,27 98,11

11. 0,185 01,54 99,65
12 0,042 00,35 | 100,00

Tableau IV.2 - Pourcentage de variance expliquée

Le tableau (IV.3) donne les coefficients de corrélation multiples entre chaque mois
etles5, 7 et 10 premiéres C.P, il permet de voirI'importance du terme résiduel dans

chaque cas. '

Le graphe (IV.1) représente les résultats du tableau (IV.3) et permet de voir
rapidement quelles variables sont moins bien expliquées par les 5, 7 ou 10 C.P.

De ces deux derniérs, on peut déterminer le nombre de composantes a utiliser pour
la génération.

En effet, pour 05 C.P. le terme d’erreur est important surtout pour les mois de
JANVIER, FEVRIER et AVRIL. Il est pratiquement nul pour 10 C.P, alors que pour
07 C.P, il est d"environ 20 % pour les mois de SEPTEMBRE a4 DECEMBRE.
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sreeen 5 CP
e 07 CP
e [0 CP

TTT T T

Chapitre IV

Graphe IV.1

10

Coefficient de correlation multiple

LN A A A A R B N A R S B R St B et |

12
.

Page 83




1 0809 0,810 0,996
2 0,785 0,787 0,998
3 | o801 0,810 0,998
4 0,793 0,802 1,000

‘ 5 | 0688 0,967 0,998
6 | 0758 0,957 0,997
7 0,806 - 0,950 0,960
8 0615 0992 | 1,000
9 | 0917 0,920 0,947
10 0933 | 0910 | 0949
11 0,870 0922 0,934
2 | o817 0,861 0,994

. ' J

On prendra donc 07 C.P. pour la génération tout en tenant compte de I'erreur dans
le terme résiduel :

Tableau IV.3 - Coefficients de corrélation multiples

IV. 5.2.3. Calcul des coefficients de régression |

La relation entre les coefficients de régression.de la variable j et la composante K est
donnée par : '

Les composantes C’, étant normées, leurs écarts types sont réduits a I'unité : -
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alors:

Le tableau (IV.4) donne ces coefficients pour les 12 composantes. Le terme constant
B, est la moyenne de la variable j.

Les composantes étant orthogonales, les coefficients de régression ne changent pas
si 'on utilise trois (03), cinq (05) ou sept {07) C.P.

1V, 5.2.4. Reconstitution des débits

On peut reconstituer les débits observés, au terme résiduel prés, par le modéle
- suivant : '

"~
X, : débit, correspondant au mois i de I'année n, reconstituée
avec les Q premiéres composantes. '

B, : coefficient de régression entre la i @éme régression variable
et la j éme composante. ‘

(', : composante principale.
B, : constante égale a la moyenne de la variable.

La reconstitution des débits donne lieu a des valeurs négatives, or les données
utilisées sont des apports qui ne peuvent étre que positifs ou nuls. Pour cela on
procéde i la transformation des données initiales {X; = log X;}. Une fois la matrice
reconstituée obtenue, on effectue la transformation inverse fxij = EXP [Xij]]

Le graphe (IV.2) montreles débits mensuelsreconstitués avec cing (05), sept 07 et dix
(10) CP pour I'année 1988-1989. On remarque qu’avec (07) composantes on obtient
une trés bonne reconstitution. '

I1V.5.2.5. Calcul et étude des résidus

On définit le résidu comme étant la perte d'informations donnée par la différence
entre le débit observé et le débit reconstitué a Laide de Q composantes principales.
E. = X. =X, '
} ) J
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TABLEAU IV.4 : Coéfficients de régression
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Graphe IV.2 : Reconstitution de l'annee 1988/1989
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Chapitre IV _

On obtient ainsi une matrice dont les éléments sont les termes ré51duels Chaque
colonne de cette matrice suit une 1oi norma]e de moyenne nulle et d'écart type o,

(voir graphe IV.3).
P
oej = [ 1- Ela’ﬂ Al]]ﬂ

IV. 5.2.6. Simulation des différents paramétres du modéle

Le modéle de simulation est constitué dé_t:ois (03) paramétres :

La qualité dela simulation dépendra obhgatouement delasimulationde chacun de
ces paramétres. : :

A partir des différentes possibilités de géﬁération offértes, on pourra établir un
menu global des méthodes de simulation, qui fournira par la suite plusieurs
combinaisons possibles et donc une variété de scénarios plausibles. '

IV. 5.2.6.1. Simulation des éléments de [f]

La matrice [B] est constituée d'un premier vecteur f3, dont les composantes sont les’
moyennes calculées sur les données historiques, lesautres vecteurs dela matrice ont
' pour composantes les coefficients de régression entre variables et CP .

En déterminant la fonction de répartition de chaque vecteur (3, 3, . Bp) ON peut
simuler dans ces derniéres une nouvelle séquence de vecteur B;avec j=0aP

La simulation directe du vecteur 3, dans la fonction de repartntlon engendre des .
resultats errones. Smt F ([3 ) Ia fonction de reparhtlon du vecteur Bo ;. '

U A Fe)
| B

I 120 Moy‘
x] xl x3xi XS x6x7x5x9 xwxu xu
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" Graphe IV - 3.: Ajustements des résidus
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_Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel

Chapitre IV —

Graphe IV - 3.: Ajustements des résidus

[m

LN o

Lo 3

=
T

2E
==
3

Euwwuﬂ Juin
fgustenent 3 la LOT HOWHALE

e % Histonique

........

Page 91
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Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel —

Graphe IV - 3.: Ajustements des résidus
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—— Chapit}e v Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel

Supposons qu’on veut simuler f3,, , (moyenne interannuelle du mois d’AOUT), on
voit qu’avec un tirage aléatoire on peut tomber sur une moyenne qui représenterait
plut6t un mois humide comme JANVIER ou FEVRIER. Ainsi la simulation du
vecteur (3, dans sa fonction de répartition ne tient pas compte de I'effet saisonnier.

A cause de I'hétérogénéité dans la structure de la matrice [§3], on ne peut faire subir
le méme traitement a toute la matrice. Pour cela, on propose une autre approche. On
simule les vecteurs 3; dans leurs fonctions de répartition respectives comme
convenu. En ce qui concerne le vecteur 8, sachant que chaque €lément du vecteur
B, est une moyenne mensuelle interannuelle, on a proposé deux méthodes:

¢ Par les fonctions de répartition

On procédera comme suit : pour simuler la moyenne interannuelle du mois j, on
génére N fréquences qu’on projette dans la fonction de répartition du mois consi-
déré, la moyenne de ces N projections sera la moyenne simulée.

* Par les lois d’ajustement

Les variables initiales suivent une loi log normale vu la transformation effectuée
(voir graphe IV.4.a).

Quelle que soit la loi suivie la simulation est décrite au (Chap IV § IV.3.2).

On désignera par la suite :

La matrice [3] simulée par les lois d'a]ustement le cas ot le vecteur 3, est simulé
dans la loi suivie par les variables initiales (loi normale), et [3] simulé par les
fonctions de répartition le cas oul 3, est simulé dans les fonctions de répartition des

variables initiales.
IV.5.2.6.2. Simulation des Composantes Principales [C’]
*Par les fonctions de répartition

Le procédé est le méme, on détermine la fonction de répartition de chaque vecteur
C',dela matrice [C'] des CF, dans laquelle on générera le nouveau vecteur C'.

e Par les lois d'ajustement

Toute variable peut étre simulée dans sa fonction de répartition ou par les chaines
de MARKOV, mais pour simuler dans une certaine loi statistique, il faut vérifier au
préalable que cette loi s'ajuste bien & la variable en question.

Pour cela on a procédé a des essais d'ajustement qui ont révélé que les Composantes
Principales C'; suivent une loi normale de moyenne nulle et d’écart type unité

(N (0,1)). (Voir graphe IV.5).
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Graphe 1V - 5.: Ajustement des C.P.
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Chapitre v

Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel

Graphe IV -5.: Ajustement des C.I.
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——— Chapitre IV Application de 'A.C.P dans le domaine opérationnel

Doncles Composantes Principales peuvent étre simulées de deux maniéres : par les
fonctions de répartition ou dans une loi normale N (0,1).

- IV.5.2.6.3. Simulation des résidus [E]

® Par les fonctions de répartition
Dela méme maniére que pour [3] et [C'], on peut simuler lesrésidus par les fonctions
de répartition, sauf que dans ce cas il n’est pas nécessaire de considérer chaque

colonne séparément, on transforme la matrice [E} de dimension (N,P} en un vecteur
de dimension (N x P, 1) dont on détermine la fonction de répartition.

® Par les chaines de MARKOV

Cette méthode est utilisée surtout pour affiner la simulation ; elle permet de
respecter la structure de la matrice [E] historique en maintenant par exemple le
pourcentage de valeurs appartenant au premier état et le pourcentage appartenant
au second.

¢ Par les lois d’ajustement

Les résidus calculés au ( IV.5.5) sont de moyenne nulle et d’écart type g, ; plusieurs
essais d’ajustement ont été effectués. La loi qui a donné le meilleur ajustement est

laloi normale N (0, o, ). (Voir graphe IV.3).
IV.5.3. PHENOMENE CYCLIQUE

1V - 5.3.1. Données utilisées :

On considére la variable E.T.P. calculée sur une période de 22 années a partir des
données de la station d’”ANNABA Les paramétres statistiques sont résumés dans le
tableau (IV.5).

598 | 423 | 278 | 1.71 } 1.22

035 | 038 046 §039 | 042 | 048 | 042 | 0.23 | 0.24

Tableau I'V.5: Paramaétres statistiques (ETP)
IV - 5.3.2. Choix du nombre de Composantes Principales

Aprés étude du tableau (IV.7), le nombre de CP retenu est fixé a sept (07) CP
correspondant & un taux de variance expliquée de 92%.
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— Chapitre IV - Apphcatwn de I'A. C.P dans 1e danwme opémnonnel

(N°de CP | Variance expliquée % de variance expliquée % Cumulé
1 5.66 47.18 47.18
2 1.26 - 1046 57.64
3 113 9.39 67.03
4 1.05 , 8.75 75.78
5 0.74 6.15 81.94
6 0.70 5.86 87.80
7 0.47 " 3.90 91.69
8 . 035 ' 2.88 94.57
9 026 o 2.18 96.75
10 0.18 1.51 98.26
11 - 013 : 1.10 9936
12 0.08 0.64 100.00

Tableau IV.6 : Contribution de chaque CP i la variance totale

Pour étudier l'importance du terme résiduel, on a procédé a une reconstitution, le
résultat était proche de I'historique sans présenter de valeurs négatives.

1V5.3.3. Simulation des différents paramétres

IV. 5.3.3.1. Simulation des résidus et des C.P.

De la méme maniére que dans le cas du phénoméne aléatoire, la génération des CP

~ se fait dans la loi normale N(0, 1) tandis que celle des résidus se fait par les trois
méthodes (N (0, o, ); Fonction de répartition, chaine de MARKOV)

IV.5.3.3.1. Simulation de [f3}

- Les vecteurs f3; sont toujours simulés par les fonctions de répartition, 8, peut étre
généré par les fonctions de répartition des variables historiques ou dans la loi
d’'ajustement de ces derniéres.

Le graphe (IV.4.b) montre que les valeurs mensuelles interannuelles des E.T.F.
suivent une loi normale N (m, o).
IV. 5.4. RESULTATS DE LA GENERATION

IV.5.4.1. Présentation des différentes catégories de simulation -

Vu la variété des méthodes de génération, il est pratique de considérer différentes
catégories selon la simulation de la matrice [f3]
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——— Chapitre IV Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel

1ére catégorie

Soit [(3] historique, considérons la figure ci-dessous :

Données > Modéle > Données
historiques simulées

[ - _ | 1
[8] [C] [E]
—N (0, 1) — N (0, o)
Historique—J : »Fct. Rpt
_ — Chaine de
. . MARKOV

Pour [3] non simulées, trois chemins sont possibles.

2éme catégorie

Soit [B] simulée par les fonctions de répartition :

Données » Modéle
historiques _

4

Données
simulées

§ ' 1
(B [CT] - [E]
—___I—'N 0,1) —* N (0, o)
Fct. Rpt *Fct. Rpt
_ — Chaine de
MARKOV

Méme dans ce cas, trois chemins sont possibles.
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ChapitrelV - . Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel

3éme catégorie

Soit le cas o101 [B] est simulée dans sa loi d'ajustement :

Données Modéle - Données
historiques : simulées

 J

- +
[R] (C] {E]
- —N (0, 1) N (0, o)
‘ N(m,g) —— | r—;Fct. Rpt
. | — Chaine de
MARKOV

Comme précédemment, on a trois (03) possibilités de simulation.

On a généré 10 séries de chaque possibilité des différentes catégories pour les deux
phénomeénes étudiés.

IV.5.4.2. Etude des résultats

La question qui se pose est : les séries générées appartiennent -elles a la méme
population que la série observée ? Etant donné qu’on n’a pas les parameétres de la
population mais seulement un estimé a 'aide de la série observée ; on va comparer
les principaux paramétres statistiques des séries générées et de la série observée et
juger sur l’'ensemble. |

Les paramétres statistiques calculés sur des séries générées par des méthodes
satisfaisantes doivent s’approcher des parameétres calculés sur la série observée. Par
exemple, si on prend la moyenne des totaux annuels dont on calcule I'intervalle de
confiance a partir de l'historique. On détermine par la suite la moyenne des totaux
annuels pour les dix séries générées qu’on peut mettre en graphiqueavecl'intervalle
de confiance calculé. Si les valeurs générées n’appartiennent pas & l'intervalle de
confiance, on peut douter de la méthode de simulation utilisée.

Mise a part la moyenne des totaux annuels, on a considéré d’autres parameétres

statistiques tels que la moyenne mensuelle interannuelle qui doivent appartenir &
leurs intervalles de confiance respectifs.
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— Chapitre IV Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel —

I1V.5.4.21. Slmulatlon des ETP

L' Analyse du graphe (IV.6.1.1.a) montre que dans le cas o1 I'on considére la matrice
{B] historique {1ere catégorie), I'allure des moyennes des ETP simulées est quasi-
ment linéaire et reste 3 l'intérieur de l'intervalle de confiance ; ceci est dii & la
prépondérance du terme (3, intervenant sans coefficients de pondération dans le
modéle.
Les résultats obtenus dans ce cas sont satisfaisants pour I'ensemble des variantes
étudiées. Les mémes constatations sont faites pour le test sur les moyennes mensuel-
les (voir graphes (IV.6.1.2.a,b et ¢)).

Mais le fait de garder la matrice [] comme apportintégraldel ’histon'qué, ne guide-t-il pas
les résultats de la simulation ? ‘

Pour cela on a considéré la seconde et la troisiéme catégorie ou {f3] est simulée

respectivement par les fonctions de répartition et dans la loi normale N(m,0) ;
J'analyse des graphes (IV.6.1.1.b,c et IV.6.1.2.b,c} permet de faire les mémes remar-
ques que pour la premiére catégorie.

On peut en conclure que pour un phenomene cyclique tous les modéles proposés
donnent de bons et pratiquement mémes résultats.

1V.5.4.2.2 Simulations des débits

D’Apreés le graphe (IV.6.2.1.a) I'allure des moyennes du débit simulé n’est plus
linéaire maisreste dans!'intervalle de confiance, ceci est di au caractére aléatoire du

phénoméne étudié.

Pour cette catégorie les trois variantes ne présentent pas de grandes différences, le
terme f3, est toujours prépondérant.

Pour ce qui concerne la question soulevée précédemment, I'analyse du graphe
(IV.6.2.1.b) concernant la seconde catégorie, montre que le fait de simuler [3] 4 partir
des fonctions de répartition donne d’aussi bons résultats que la premiére catégorie
; on passe d'une ligne brisée dans le cas [3] historique & une allure curviligne dans
le second cas, cela est d(t au lissage de la fonction de répartition.

En ce qui concerne la troisiéme catégorie, {voir graphe 1V.6.2.1.c) on retrouve une
allure légérement brisée semblable a celle de la premiére catégorie.

Le bon ajustement de la loi normale aux débits transformés fait que le vecteur f3,
généré dans la loi normale N(m, ), ne séloigne pas vraiment de celui calculé sur les
données observées.

On remarque qu’en général les résultats appartiennent a I'intervalle de confiance
tout en étant meilleurs pour la premiére variante (e généré dans N{0,0)).

On peut dire que la simulation du terme moyenne par les fonctions de répartition
n'est qu'un lissage des données historiques. '
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On obtient par cette méthode un double avantage : premiérement on diminue
I'erreur des mesures sur les débits ainsi que I'effet de tout caractére exceptionnel de
I’échantillon, deuxiémement les débits générés dans ce cas représenteront mieuxla

population.

~ Pour dégager le meilleur modéle entre [3] simulée respectivement par les fonctions

de répartition et la loi normale N(m,0). (les combinaisons faisant intervenir [f3]
historique étant écartées dés le départ), on examine les graphes (IV.6.2.1 et IV.6.2.2},
on remarque que tous les résultats sont satisfaisants, mais on opte pour le modéle
donné par la seconde catégorie deuxiéme variante ([3] et € simulés par les fonctions
de répartition).

IV.5.5.ETUDE DE LINFLUENCE DU NOMBRE DE CP

La reconstitution des paramétres débit et évapotranspiration a été faite en tenant
compte des sept (07) premiéres CP qui contribuent & l'explication de la variance
totale. Cette reconstitution s’étant faite d"une fagon satisfaisante, le nombre de CP
a été fixé a 07 dans les différents modéles de simulation.

On s’est demandé si la réduction du nombre de CP a une influence significative sur les
résultats oblenus.

Pour prendre en considération la fluctuation des résidus, on a opté pour la simula-
tion de ceux-ci par leschaines de Markov; en effet lorsquele nombre de CP est faible,
la variance expliquée sera elle aussi faible et le complément d’information sera
contenu dans les résidus. On a travaillé alors avec le modéle donné par la seconde

catégorie troisiéme variante et, on a fait varier le nombre des CP (1, 2 et 4 CP), trois

(03) séries ont été générées pour chaque cas.

Les résultats du test sur la moyenne des totaux annuels se sont avérés satisfaisants

(voir tableau.IV.7) méme en ne tenant compte que d'une seule CP. Le modéle choisi

ne permet pratiquement aucune perte d'informations quelque soit le pourcentage

p de variance expliquée apporté par les CP ; le terme résiduel permet de récupérer
. presque la totalité de la variance résiduelle c’est-a-dire (1-p)%.
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ETP DEBIT

IC- |Moyenne[mm] | IC+ ~IC- | Moyenne [m3/s]| IC+*
75.48 164.60
1CP . 74.34 178.35
7070 169.52

72.69 131.39 | 180.20

2.CP 53.26 74.25 97.81 88.48 127.90 .
74.78 120.74
7475 152.37
4 CP 72.07 139.84
- 7079 . 151.65

Tableau IV.7 Influence du nombre de CP
IV.5.6 INFLUENCE DE LA TAILLE DE 'ECHANTILLON

Le but de 1a simulation est de reproduire le plus fidélement possible les caractéris-
tiques statistiques de la série historique. Autrement dit, le modéle choisi peut-il donner
des séries simulées ayant les mémes caractéristiques que l'historique, quelque soit la taille de

I'échantillon?

Pour cela, on tronque la série initiale en prenant N=13 pour les deux phénoménes
étudiés : LETP et le débit et, on génére trois (03] séries pour chacun, en utilisant le
méme modéle que précédemment.

® Variable ETP

Les résultats obtenus lors de la simulation de I'évapotranspiration avec un échan-
tillon de 13 années sont satisfaisants comme le montre le tableau IV.8,

On dira quel'échantillon ainsi réduit, possédel'information nécessaire pour décrire
le phénomeéne étudié ; ceci est dii au caractére cyclique de ce dernier.

® Variable débit

Les mémes constatations sont faites pour le débit : Les résultats présentés par le
tableau IV.8 montre que les différentes moyennes des totaux annuels des séries
générées, appartiennent a 'intervalle de confiance.

Page 112—



Application de I'A.C.P dans le domaine opérationnel ~—

—— Chapitre IV
I1C Moyenne IC*

41.6

ETP [mm)] 30.2 421 56.1
42.3
33.95

DEBIT 24.20 31.83 50.12

[m3/s] 35.70

Tableau IV.8 : Influence de la taille de I’échantillon

IV.6.CONCLUSION

Le modéle de génération développé a I'aide des composantes principales présente
de trés grands avantages par rapport & ceux couramment utilisés jusqu’a présent.
Ceci est d au fait que le modéle de simulation posséde plusieurs degrés de liberté,
il offre une importante variété de combinaisons de méthodes de génération.

L'étude de ces différentes combinaisons a donné lieu aux constatations suivantes :

.® Lemodalebasés sur [|3] hlStOI‘lqlle donne des senes simitlées prathue-' o
_mentidentiques a celles observée. Alors que si [8] est générée par les -
. fonctions de repartltlon, I'information véhiculée est prathuement
. depourvue d'erreurs [erreurs systemathues etlou accndentelles) -

o Le modéle élabore est valable aussi blen pour les phenoménes]
cychque qu aleat01re, avecune transformatxon desdorinées’ mltxales.
pour ce dernier. Il ne dépend pas du nombre dé CP retenu; vu que le:‘

taux de variances résiduelle est récupéré par le terme erreur, si ce, =
| dermer est sxmule par une methode adequate - S
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Conclusion générale ——

CONCLUSION GENERALE

I'Analyse en Composantes Principales perrhet de construire des variables statisti-
ques artificielles qui expliquent I’ensemble de celles prises en compte.

Lesreprésentations obtenues par une A.C.P. ne sont qu'une description des données
que l'on posséde, par conséquent elles ne peuvent en aucun cas servir de preuve
pour une quelconque théorie, I'approche est purement descriptive. La description
ainsi obtenue facilite la recherche d'une structure de I'ensemble des données
analysées par cette méthode de représentation.

La simulation des paramétres hydrométérologiques permet d’avoir des séries
synthétiques qui sont utilisées dans la gestion des ressources en eau. A cet effet,
plusieurs modéles de simulation sont proposés (ARMA, Désagrégation, Broken
line, MARKOYV, etc...). Ceux—ci ne peuvent étre appliqués que sous certaines
condtions : type de phénoméne, chronologie, stationnarité...

Lesmodeéles élaborésbasés surles Composantes Prlnmpales permettentdes’affran-
chir de ces contraintes.

En effet, les différents tests menés sur des variables cycliques (E.T.P,, température)
et aléatoires {débit, pluie) ont donné d’excellents résultats. La stationnarité du
phénoméne et la chronologie des séries ne constituent pas un handicap dans
Vapplication de ces modéles ; cela est dii respectivement au fait de normer les
variables brutes est de travailler avec la matrice de corrélation inter-variables.

L'étude de l'influence du nombre de Composantes Principales sur la qualité de la
simulation a révélé que celui-ci peut étre réduit tout en aboutissant 4 d’aussi bons
résultats. Cela s’explique par le fait que les variations des erreurs sont prises en
compte dans la simulation.

Les essaisréalisés sur des échantillons de petite taille (13 - 30 années) ont montré que
I'effet de la taille n’est pas significatif dans les modéles développés, car I'informa-
tion contenue dans I'échantillon est valorisée par les C.P.
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Conclusion générale —

Pour la suite de cette recherche, on recommande :

o d’approfondir la modélisation par I'A.C.P. pour la critique
des données et la prévision.

¢ de calculer les C.P. sur un grand nombre de bassins et
trouver les relations entre les paramétres physiques de ces
derniers et les coefficients de régression.

® d’affiner les modéles de simulation en réduisant le pas de
temps (décadaire, journalier, ...}.
® de simuler les variables étudiées en corrélation (Exemple :

pluie - E.T.P, pluie - débit).

Enfin, on peut dire que 1’ Analyse en Composantes Principales est une technique qui
allie simplicité et puissance.
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