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La détermination de la melilleure allocation et utilisation des
ressourcés limitées paf 1 "homme, est un probléme aussi ancien que
1°est celui-ci. Le probléme d’allouer de facon optimale une res-
source telle gque 1 eau ;ayant une distribution future Iincertaine,
est souvent trés complexe. Les études d 'une variété d économistes,
d Ingénieurs et de mathématiciens ont donné lieu a grand nombre de
modéles pouvant étre utilisés comme ocutils d’aide dans le déve-
loppement des politigues optimales de gestion des ressources en

eain

Abstract

Determinig the best allocation and utilization of man s limited
regsources 1s a problem perhaps as old as man himself. The problem
of optimally allocation of a resource such as a water having an
uncertain futur supply is even more complex. The studies of a var-
lety of economigts,.enginears and mathematicians have resulted in
a number of models that can be used to aid in the development of

optimal water ressource management policies.
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INTRODUCTION

INTRODUCTION

L eau est une ressource naturelle érécieuse- Sa présence est
indispensable pour le développement de la vie. Du fait, d une part
de sa rareté et d autre part de 1 incompatibilité de ses diverses
utilisatibns, une étude systématigue, mais orientée vers la résol-
ution des problémes concréts = est Imposee.

Pour un partage plus économe de cette ressource, elle peut
dtre emmagasinde lors des périodes humides pour répondre aux
besoins en eau des périodes seches.

La gestion des systémes hydrigques ou plus précisément des
systémes de retenues consiste & déterminer les‘sodpirages devant
8tre éffectuds sur un ensemble douvrages de contrdle afin de
mieux rencontrer l‘eﬁaembie des besoins des usagers.

”

A cause de la stochasticité des apports d une part, et de la

demande en eau d autre part., un risgque de défaillance est lié aux

décisions précises. Pour une meilleure éxploitation du systéme, il

1Y

est nécéssaire d étudier le probléme dans son ensemble' afin d a-
voir une meilleure ?ision sur les Interactions entre les variables
et de considérer les buts poursuivis, qu il est shouaitable de
satisfaire.

Ce projet a été initié pour contribuer & Ila rédsolution des

4

problémes concernant la ressource “eau’.
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L objectif est de 'montrer, dans une premiére étape, comment
la programmation linéaire peut &tre appliquée a 1 optimisation
d un systéme de ressource en eaux.

Dans le chapitre I, on présentera, d’une maniere globale la
science de la gestion, ses domaines d application et comment for-
muler un probléme d’optimisation. La dérniére partie'de ce cha-
pitre est consacrée auX différentes méthodes mathématigues
utilisées pour résoudre les problémes de gestion des ressources
hydrigues.

Le chapitre II présente la méthode de programmation linéaire,
ses applications daps le domaine de gestion des ressources enn eau
son aspect mathématique et enfin une méthode de résolution (Le
Simblexe)- )

Le chapﬁtre 11T, quant & lui, décrit un outil Ffondamental de
la programmation mathématigque qui est 1 interprétation économique

»

des variables duales (colits/profits marginaux).

Et enfin. dans le chapitre IV, on donne les régultats (et
leur interprétation) pour 1 exemple étudié.

Dang la deuxiéme partie, on envisage le cas de la gestion des
réservoirs en utilisant des modéles probabllistes discréfs-

Le premier chapitre est consacré a4 la présentation des
différents travaux dans ce domaline.

Le chapitre II, présente les modéles Markoviens discréts pour

la gestion des réserves, les éffets des corrélations et des vari-
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ations saisonniéres des apports sur celles-ci, les différents
modeles stochastiques pouvant &Stre utilisés et enfin les
différentes technigques de discrétisation d un réservoir en états.

Enfin dans le chapitre III, une application de ces modéles

probabilistes pour le barrage de La Chéffia est envisagée.



" PREMIERE PARTIE



CHAPITRE I

I GENERALITES SUR LA SCIENCE DE LA GESTION

Les pratigues actuelles en matiére de gestion ne peuvent que
surprendre en premier abord par leurs diversités. Chague ©a&as
semble &tre tout & fait particulier, interdisant toute généralisa-
tion.

On distingue deux types de gestion:

En premier lieu, vient la gestioh a but unigque o le probleéme é.
dtudier est relativement simple. Il s agit de satisfaire un seul
objéctif. Le cas le plué simple est la production hydroélectrigue.
La particularité de cet objdéctif par rapport aux autres usages des
réservolirs est d 8tre bien défini, il s agit de satisfaire lIa
demande en électricité au moindre coilt.

Ensuite, on trouve la gestion .a buts multiples: les ouvrages
hydrauligues construits acctuellement sont de plus en plus uti-

lisés pour satisfaire des objéctifs multiples qui apparaissent

e

souvent contradictoires. Si les usages potentiels des réservolirs

gont nombreux, en pratiques les buts envisagés sont rarement au

dela de deux (2) (hydroélectricité + Iirrigation, protection contre

les crues + soutient des étiages,  etc...). Du fait de la

compléxité du probléme il est nécéssaire de procéder par étapes.
.

En pratique, on est toujours confronté & une méme alternative:

soit appliquer des algorithmgs simples mais optimaux sur des
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schémas simplifiés, soit utiliser des procédures empirigques essay-

ant de prendre en compte la diversité de la réalité, sans garantir

- d optimalité.

* ERvolutions Possibles

De nombreux réservoirs sont gérés quotidiennement depuis de
nombreuses années sans qu il ait semble utile de remettre en cause
] &fficacité de cette gestion. Cependant, la mise en oceuvre de
moyens‘technigues modernes, tel gque le traitement des données,
permet des améliorations trés significatives de 1 éfficacité des
ouvrages. |

De nombreux moyens technigues sont disponibles, des éxigences
nouvelles apparaissent: I1 faudrait quantifier. clairement les
objéctifs, avoir une meilleure connaissance du milieux a étudier,
guantifier les impacts, accroitre les possfbiltés de prévisions et

enfin décider en temps réel.

* La Démarche de Jla Science de Gbétion

Le probléme qui se bose 4 un gestionnaire, en présence d “un
systéme complexe, est commnent choisifr les variables que 17on
contrdle afin que le systéme remplisse au mieux les objéctifs
choisgis.

Pour résoudre un tel probleme. la demarche suivante est

nécéssaire:
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> identification du Probleme

'

Collecte des Informations i des Données —

i

Choix et Construction du Modale

'

Obtention des solmlons

Non Valides Validité du Trop éleve

Moddie et des

Solutions

Valides

e i Miss en osuvre o —

!

Analyse des Resultats

Non Valides

Validité
des Parametres

Avenir

Cout de
Changement

du Syslems

. Valides

oul non

Objéctifs

Accoplable

Les étapes d une étude de recherche opérationnelle
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I.1 Formulation Générale d-un Probléme de Gestion

La formulation d un probléme de gestion doit étre la plus rep-—
résentative possible de la réalité car, lors de la phase doptimi-
sation, la solutions n’ést optimale que pour le probléme formuls.

Une formulation typigque se présente comme suit

MinZ = f(x) (1)
sujet a .
h(x)2Z B z)
x 20 (3)
ot

X: est le vecteur des variables de décisions.

ﬁ(x): vecteur contrainte du systéme.

B: vecteur des valeurs de chague contrainte.

f(x): la fonction économique décrivant les critéres de déci-

sion.

D aprés cette formulation on peut distinguer 1les composantes
suivantes: =
*x Fonction Economique: ( est une fonction A uné ou plusieures
variables qul décrit le critere d’optimisation. Elle doit tenir

compte des bénéfices et des pertes susceptibles d '8tre engendrées

lors de 1 exploitation du systéme.

les bénéfices peuvent provenir de: la vente de I energie, la
fourniture d eau potable et d’'irrigation, gutﬂisation des rédser-—

voirs pour des fins récreatifs, etc... Les pertes peuvent provenir
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du dépassement des niveaux acceptables susceptibles de provoguer
des innondations ou des séchereasses, du non-respect de la demande

en eau ou en energie eto...

* Les Contraintes: Tout probléme d exploitation des réservoirs,
pour satisfaire certains objéctifs, se trouve confronter a des
contraintes d ordre physigues et Qpérationnelles_

En ce qgqul concerne les contraintes physigques : ce sont
généralement des limitations des débits, 1 éguation de continuité.
da courbe d’emmagasinement d un réservoir, 1 éguation d energie
dans le cas d un ouvrage hydroélectrigquse ete...Ce sont done des
limites physiques qui ne peuvent tfansgrésser en aucun ¢as. Si
elles ne sont pas respectdées il y a bris du systéme.

Pour lesa contraintes opérationnelles: elles sont imposdes &
1l éxploitation, ce sont des limitations de débits fournis & 1’a-
val, des limitations de niveaux pour préservef les activites des
usagers se trouvant a 1 aval de 1 ouvrage ete... Elles ne sont pas
.actives en toute période et il n’'est pas nécéssaire de Ies

satisfaire toujours si une défaillance & une période permet d’en,

éviter de plus importantes a d’autres périocdes.

I.Z2 Méthode de Traitement des Problémes de Gestion des Res—

sources Hydriques

P

Le domaine de gestion des systémes hydrigues a connu et con-

tinue a conaitre de nombreux développements et améliorations et
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cela par 1 7introduction des systemes analytigues et des
méthodologies de recherche opérationnelle pour la résolution de
tels problémes

La littérature récente sur la régulation des réservoirs s’est
concentrée sur les méthodes d optimisation et de simulation pour
la recherche des régles dé décision rationnelles pour simplifier
les prises de décision.

Yeh (1985) a structuré une revue bibliographigue en fonction

des méthodes utilisées: Ce sont notament la Programmation Lineaire

(PL), la Programmation Dynamigue (FPD)}, la DProgrammation Non

Linéaire (PNL) et la Simulation. Ce sont des méthodes appligusges

‘en environnement déterministe ou stochastique. Ces deniéres, sont

ensuite subdivisdes en variantes particulieres.

Thomas et Whter*Méyer (1962) ont utilisé la PL pour déterminer
1 "ensemble des prélévements gui maximisent la valeur des bénéfices
espérés.

Young (1967) a appliqué la PD pour déterminer 1 ensemble des
soutirages minimisant une fonction de pertes grdce a un long enre-

P

glstrement ou les débits sont donnés chagque année.
Hall et al. (1968) ont maximisé le revenu total des opérations
d un seul réservoir. Les revenus proviennent de la vente d en—,
ergie et d eau. Les décisions optimales sur les prélevements, la
fburn{ture d’eau étaient dérivées par PD.
Becker et Yeh (1974) ont développd un algorithme pour
l‘éxplaitation mensuelle au temps réel d’un systéme complexe de
ressource en eaux. La procédure utilise les meilleures caractéris-

tigues de la PL et Ja PD. La PI gert pour 1 optimisation mois
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aprés mols (les non-linéraités ont été résolus par des technigues
itératives) et la PD est utilisé pour déterminer une politigue
normale d’'éxploitation a travers le nombre de mois spécifié.

Hicks et al (1874) ont utilisé la PNL pour 1 optimisation Jd un
systéme hydroélectrigque en utilisant la méthode des pénalités.

Mejia et al (1974)ont utilisé la PL pour résoudre un probléme
déffinissant au débu% de chague période les prélevements aux neuf
petlits réservoirs de la riviere du Nord.

Bechard et al (18985) ont développé le modéle MORRO pour le bas-—
8in versant de la riviére des Outaouais, comprenant plus de trente
(30) réservoirs et quarante trois (43) centrales exploitées par
Hydro-Quebec et HYdfo—Outario. MORRO est un modele de FPL, ¢ ’est un
compromis entre la production hydroélectrigque et la protéction
contre les innondations

Tremblay (1989) a developpé un modeéle de simulation stochas-
tique pour 1 évaluation d une politigque d exploitation. Il tient
compfe du caractére aléatoire deées volumes entrants et coonsidére

la demande comme étant connue.

-

Cependant, on constate toujours un fossé important entre outils
pratigues, d"une part, et méthodes théorigues applicables a
1 étude de la gestion des réservoirs, d autre part. Au niveau
théorigue, il y a un développement Iimportant des méthodologies
.mathématigues; économiques, probabilistes ete...Cependant, Iles
applic;tions de ces méthodes ne semblent trop éouvent que des
1llustrations artificielles et trop schématiques.

Cet grand écart entre pratigue et théorie est dii aux causes

suivantes:
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* ARvaluation des Coiits des Divers Objéctifs:

L évaluation des divers objéctifs que doit satisfaire un

. systéme de réservoirs est une des difficultés rencontrées dans ce

. L]
domaine.

Le seul objéctif bien défini est celui de Jla production
hydroélectrique, car différents algorithmes et études ont &té &ta-
blis.
¥ La Prise en Compte des Incertitudes dans la Gestion:

Les différents types d’incertitudes qu on rencontre lors d une
étude de la gestion des réservoirs sont:

a/ Les incertitudes physiques oG 1 °on rencontre 1l aspect
stochastigue des apports et des consommations d eau.

b/ Les incertitudes téchnologigues qui coﬁportent d ‘une
prart, les méeonnaissanceé des processus physigques et
d‘autré part, la taille réduite des donndes hydrolo-
gigques. Ces incertitudes du fait de leur compléxite
sont rarement prises en compte lors de la formulation

d un probléme de gestion.

Fa
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II Les Application de la PI, dans les Problémes

de Gestion des Ressources Hydriques

La PL a été 1 une des techniques de gestion des ressources
hydrigues les plus largement utilisées. Elle est en rapport avec
la résolution d’un certain type spécial de probléme: Un probléme
dans lequel toutes les relations entre les variables sont
linéalres aussi bien dans les contraintesgue dans la fonction
objéctif a4 optimiser.

L application de la PL dans le domaine de gestion des ressources
hydfigues varie des problemes relativement simpies d'une simple
allocation des ressources a4 des situations complexes.

Sous certaines hypothése, les problémesnlindaires peuvent &étre
lindarisés et résolus par des procédures iteératives ou approxima-
tives. |

Lorsque la PL+ est appligquée a un modéle de réservoir,
1 objéctif serait de minimiser la capacité (ou le colit) du réser-
voir tout en satisfalsant toutes les contraintes, ou maximiser le

béndéfice total annuel qui est représenté comme une fonotion de

stockage ou de ldchure dans chague période d exploitation.

Pour une meilleure application de la PL, il est ndecdssaire qgue
la fonction coiit solt convexe et la fonction bénéfice concave
funicité de 1 optimum)

* Bvolution de la PL-

- 13 -
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Ce n'est qu a partir de 1947 que les chercheurs ont commencéd &
reconnaitre 1 importance de trouver uné solution a4 un systéme
contenant simultanément des édgalités lindaires et des indgalités
linsaires gui minimisent ou maximisent guelgues combinaisons des

importantes variables.

.

Ainsi en 1847 un groupe de chercheurs sous la direction de
George B. Danzig a développé ce gui est maintenant connu sous 1e

nom. de la méthode numérique du Simplexe.

Le développement réel dJde 1 application de la PL avait été en
industrie et ce n’est qu au début de 1880 qu’élle a été appliquée
danzs les problémes des ressources hydrigues (Mass, 196Z2).

* Applications ae la PL-

La PL a été appliguée pour résoudre les problémes de gqualité et
de quantite d’gau.

Pour la qualité de 17e¢au 1 'objéctif le plus courant est la
minimisation du colit des traitements des eaux. La PL a é&té aussi
apprliguée a4 une grande varieté ‘de problémes de ressources
hydrigques en rappg;t surtout avec la dimension de la qgquantité

d eau tel gue:

~ Les usages 4 buts multiples: L objéctif est une allocation

-

optimale d 'une ressource limités & des usages multiples des fois
méme en contradiction.
- L alimentation en eau: Il s ’agit d une distribution locale

et optimale de 1 eau.
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- Le transport de 1 eau: Dans ce domaine la PL a é&té utiliséde
pour minimiser le diamétre des condulites tout eh respectant les
éxigences.sur'le débit et la préssion, pour la gestion optimale
des-systémasd’égouts...

- Anélyses hydrologiques: La PL avait été utilisée pour
résoudre les probléemes hydrologigues tellgue 1l estimation des
paramétres des modéles hydrologiques qui seont toujours difficiles

4 estimer par des techniques statistigues

II.1 Structure Mathématigue:

]

Ir. 1.1 Caractéristiques éénérales .
En structurant un modéle de programmation linéaire pour un
systéme rédel, ce derpier doit é&tre décomposé en un nombre
d éléments: "Les activités”. Un exemple . d activité peut &tre le
traitement de 1 eau, le développement des rdécoltes, la production
d ‘energie
-
A ces activités on leur associe ce gque 17on appelle "niveau
d activitée”. Ce sdnt.lesinconnues du probléme. Les niveaux d acti-
vité sont par sxemple les m°® d eau traités par jour, Kilowatts
d energie générds par une centrale donnée, lés héctars dévoués
pour la croissance des plantes etc. ..
.
Etre amené & analyser un systeme par PL, une situation doit
rencontrer les quatre critéres suivants:
- Proportionnalité des niveaux d activite.

- Non négativité des niveaux d activité

- Additivité des niveaux d activité.

[£y
Wi
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- Linéarité de la fonction objéctif.

TIr. 1.2 Structure Générale | :
Mathématiquenent la recherche dJd un programme linéaire & n vari-
ables et m édguations de contraintes consiste_‘é‘détenminer les
valeurs des variables (xz, wes X3 ..., Xn) qui optimisent la
fonetion &4 = ci1X1 + ... + COnXn tout en respectant les contraintes

suivantes

Y a,x, (<, =,2) Vi=T1,m

J
x,20 Vi=1l,n
Oon
5. ,
- (X1,...,%Xn) = variables (inconnues du probleme)
- (C1,...,cn) = coéfficients ' (profits ou collts unitaires) des
«variables de la fonction objéctif.
- (b1,...:bm) = guantités disponibles des coéfficients res-
sources.
- (a11,-..,ain) = coéfficients téchnologiques de chague acti-
. .vité P/R & La rescource n° = 1.

Le programme lindaire se présente souvent, comme un systeme
contenant des dgalités et des inégalités: C est le programme
linéaire canonigque. Pour lé transformer en un systéme d éguations,
certaines transformations sont nécéssaires pour obtenir un FPL

standard.

- 16 -
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Ainsi, le passage de la forme canonique a la forme standard se
fait comme suit:

— Une équation du typse
a£1x1+...+aljxj+-.."“'aln_xn_(_\’bt
38 raméne a une équation en Iintroduisant dans le premier membre

une variable, dite d écart, Xm+i. .

L inéquation est édquivalente au systéme

)Cn+522()

ailx‘l+lot+a£jxj‘+|sc.+xn+i:b£
- Une inégquation du type

Se ramene a4 une équation en introduisant dans le ‘premier membre

une variable dite d éxcédent, Xm+i.

L inéguation est équivalente au systéme

xnzlzo

allx1+o-.+aiij(+-nn_xn+i =b[

Ainsi le coéfficient aiy 4 affecter a cette variable d’écart
est nul dans toutes les indgalités gsaufl celle concernge par cette

variable, et dans ce cas, est dgal a +1 si 1 inégalité est “infe-
¢

'

rieure ou égale'” et a8 -1 dans le cas contraire. On obtient ainsi

un systéeme a (n+m) vpraibleset m contraintes.
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Ir.z2 Résolution Analytigue du Probléme: Méthode du Simplexe
La programmation linéaire continue de faire 1 objét de nou-
velles publications, mais leurs apports se situent essentiellement
au niveau de la performance des algorithmes, car.ses fondements
sont simples ainsi qué 1 interprétation dconomigque des résultats
Avant de décrire la procédure de calcul, il est préférable de
donner éuelgues définitions des termes qui vont é&tre utilisés
ultérieurement.
i) Selution de base: En rendant n variables égéles A zZéro, &i
le systéme de m équations et m Iinconnues restant admetf une
solution uniqgue, cette solution sera appelée une solution de
base. Il existe au plus (;) solutions de base.
ii) Solution de base réalisable: Il s agit de toute solution
de bése‘qui satisfait 1 ensemble des contraintes du probléme
(v compris les contraintes de non négativité)
iii) Solution de base réalisable optimale: C est une solution
de base rédalisable gui optimise la fonction égconomiqgue.
iv) Variables hors base: Ce sont les n variables de la sol-
ution gqui sont nulles.
v) Solution de base dégénérée: Une solution dé base ést dite

dégénérée s5i au moins une variable de base est nulle.
‘ .
Loraque le probléme contient plusieurs centaines de variables

et contraintes, il n’est pas toujour possible de trouver la sol-
ution optimale par inspection. Pour cela la méthode du Simplexe
vient contribuer d’une fagon &fficace & cette enguéte de

1 optimum. La methode du Simplexe est un algorithme d’exploration
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systématigue des solutions de base réalisables. Il consiste a par-
tir d'une solution de base réalisable (Slt de départ) puis de
passer d une solution de base réalisable a une autre solution de

base réalisable (voisine) de facon & améliorer la valeur de la

. fonction-objéctif. Cette éxploration continue jusgu’a 1 obtention

d une solution optimale, = il en éxiste.
Dans la méthode du simplexe, le processus d’amélioration se
fait selon les étapes suivantes:
1- Expréssion de la premiére solution de base.
2~ Critére doptimaliteé.
3~-Choix d une nouvelle wvariable de base.
4~ Passage d une solution de base & une autre.
H- Critére de choix d une équation recevant ia nouvelle vari-
able de base.
6— Valeur de la fonction économique pour cette nouvelle vari-
able de base. .

7~ Interprétation des coéfficients de la fonction objéctif.

8- Ftude de sensibilité.

Ir.z2.1 RExpression de la'Premiére Sblﬁtion de Base

La premiere difficulté rencontrse lors de la résclution d un
programme linéalre standarisé est: Comment démafrer le processus
d’amélio}atidn ? I1 faut disposer d une base réalisable de depart.
Déterminer une telle base, ou montrer qu’il n'y en a pas dans un

tel programme lindaire n est toujourqmphose facile.

/
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Dans tout oe gui va suivre, on considerera le cas des pro-
grammes lindaires du type max a secuend membre positif ou nul.

Dans une premisére é&tape il faudrait exprimer les variables de

base, notées x.i-1,m, en fonction des variables hors base:

n
*

x,=b,- Zaux; vYi=1l,m
i1

»

x;20, x,20 Vi=l,maVj=1l,n

Ir1r.2.2 Critére d Optimalité:
Dans cette éftape on éxprime la fonction-objéctif en fonction

des variables hors base. .

™13

g

™=

Z=) C,x,+) C t)L.--'Z(;z,,_ijr
J=1

= Z'C:bi— > x| ) Cia,-C,

S,
1
—
o~
I
[

j=1 i~1
Ll £ )
En posant Zo-‘):icabi
et Z;=‘§:|C:a{;

£

L expréssion de Z devient:

- 20 -
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n
Z=24~) x,(Z,-C))
;=1
Ainsi, on peut énnoncer le critére d optimalité:
Lorsgu “on maximise une fonction et gque celle-ci a un maximun
unique, la solution de base optimale est obtenue lorsgue tous les

coéfficients (Cy - Zy3) des variables hors base sont négatifs.

Ir.z2.3 Critére de Choix d une Nouvelle Variable de Base

Si le codéfficients (C3 - Z3) est positif et que la variable cor-
respondante xy a4 une valeur positive, la valeur de lé fonction-
objéctif sera d autant plus grande.

La :pi’ us grande valeur a donner a xy devra cons:erver les x; non

négatifs. Il éxistera - donc au moins une variable de base x; qui

deviendra nulle. I1 suffit alors de rendre variable de base la
variable hors base x5 dont le coéfficient (Cy ~ Z3) est positif.
Dans le cas on plusieurs coéfficients (Cy - Zy) sont positifs,

le cholx portera ‘“sur la variable ayant |Z,~CJ| le plus grand, 1i.e
celui qui donne le plus grand accroissement a la fonction-

objéctif.

Ir.z2. 4 Passage d une Solution de Base & une Autre:

Pour rendre la procedure d amélioration plus simple, il fau-
drait‘éssayer de transformer le systéme en un systéme comparable
au systéme 4 la premiére itdration. La procédure de trahsfbrmation

est la suivante:r
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Supposant que x»r devient variahbhle de base &4 la klieme gguation,
i.e &4 la place de la variable x;,.

L expréssion des variables de base en fonction des nouvelles vari-

ables de base est:

X, =by — Z Qe X~ Qe e Xk
Stk . |

bk:l Lk, y Xk,
JCI-
Ur k7 Qi k Qi i

X k

(1)

X, =b,- Zauxj"aucxk
Jrk

En remplacant xx par 1 expréssion trouvée dans (1) On obtient:

X, =b~a,: - E: Xl Ay = Qg
kyk Ak g,k g,k

Ainsi on obtient les régles suivantes:

a) Lea nouveaux coéfficients (o’,) de la kiiems dguation

- sont:

b) Les nouveaux coéfficients o', de la iteme gguation sont

, A,y

Qe x
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C) Les nouveaux b, sont:

be, by

bf
K =
]
Ak, k Qi k
d aprés ces derniéres édguations, on remarque gue lors du passage
d un ensemble de variables de base & un autre une seule variable a

changé: C est le principe du Simplexe deja énnoncé

Ir.z.s Criére de Choix de 1 Equation Recevant la Nouvelle Vari-
able de Base

l.e critére de choix de la variable sortant de la base

Pour . déterminer la variable sortant de la base, on divise les

eéléments de la colonne des variables de base par les é&léments

corréspondants de la colonne de la variable gqui va entrer dans la
base.
Pour que la nouvelle sclution de base soit réalisable, il fau-

drait gque les conditions suivantes soient réspéctées

1) Gy 20
et
i1) '

t)kl ¢
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Ir.z2.6 Valeur de la Fonction Economique:
Puisque toutes les variables hors base seront nulles, 1 égqua-
" .

tion donnant la valeur de la fonction-ohjéctif devient:

A

Z=Zo+) x,-(C;=Z))

. ¥ t‘ x
=C,cx,c+Zijj_— C,cxk-kZCij
frky J
by,
=Ckxk+ZCj ba Qe
J ko k
bk b!c
* 1 1
= Zcfbt + Ck. - ZC;.QUC
T - i,k ki k
COn obtient a la fin:
k| .
£=1Lo— (L= Cy)
klk
- o4 -
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Ainsi 1 accroissement total donné par cette solution de base est
. . by
xplZy=Cil. La plus grande valeur donnée 4 xx est ;7 de telle fagon
1
que les contraintes du programme lindaire soient vérifides.

Tableau du Simplexe:

Pour une meilleure commodité dans 1 emploi de cette méthode, il

85t plus avantageux d utiliser des tableaux qui se présentent

ainsi
C’ x. [0 S R Cn C. I A Cl"':
X1 Xea x"1 x'm ba
[ x* 7 LT 2 D ain 1 |...... ) bz
. - ai~1,.n o 1 ]
C"i x*y 0 R din by
Cla2] X k1 | @22 | cuveeeennnnn Ailrn bica
- - 3
c’ m X “m aml I amn Q 0 1 bm
Z3 A R S A 0 8] o
Z
Ci-Zg4,C1-22 Cri—Zn o ) 0

'

L organigramme donne les étapes d amélicration est le sulvant:
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Transformation, si nécéssaire, du
~ systeme des contraintes en un
systeme d’equations

|

Identification d’une solution
de base reallsable en introduisant
si nécéssaire, des variables artificielles

|

Compléter le tableau du
@ ‘ | Slmple(xe et‘c):alcul des

¢j-%

e
_Existe - -1

ﬂcj-zipo

'
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ltération @
Y

Détermination d’'une
variable de bass
cholair xk ted que

G-4=mmx {G-Z,/ C-Z >0}

3

Détermination de fa variable qul
de ls bass.

by
mlln {ﬁa_m %>0 }

non

Expréssion des nouvelles
vartables da base an fonction
des variables hors base

Refour su début
@.._....._..._ de la procédure

L=L+1
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La
solution contient
elle une varible
attificielle non
nulls

Existe -t -l
une variable hors
baoe ayant

G-2)=0

]

Solution optimale
unique

|

oul

oui

Le programme ,
n'a pas de
solution

Y

- lnfinité de
solutions optimales

'

interpretation des cosfficients
c-2)
G-

l

Analyse de sensibillté

Organigramme simplifié de la méthode du Simplexe.
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Variables Artificielles

Pour la recherche d’une premiére scolution de base, et pour
rendre cette recherche moins fastidieuse, 1 introduction de vari-
ables artificielles est nécéssaire.

Puisque ;es (hi1). dans la méthode du Simplexe, doivent Stre
positifs ou nuls, daﬁs le cas de variables d éxcédent on obtient
des variables isclées mais négatives. Ceci entrainp la nécédssitsé
d’introduire une variable artificielle dans les contraintes ou
interviennent des indguations du type (=) de Améme que dans les
contraintes sous forme d dquation. A 1 optimum ces variables doiv-
ent &tre nécéssairement nulles, sinon il n’'y aura pas satisfaction
des contraintes originales.

Dans le cas d’'un probléme de maximisation, pour s assurer gue
la solution de base ne contient pas de variables artificielles. on
doﬁne 4 ces vwvariables des coéfficients C;=M o4 M est une valeur
positive trés grande.

81 4 1 eoptimum, 1 une des vériables artificielles est non
nulle, la fonction-objéctif Z tendra vers une valeur infinie mais

.
négativement (Z--e=): Chose impossihle pulsgu”il s agit d un
prdbléme de maximisation. Dans ce cas on dira que l’qpi;mﬂfation
. d LY
est non atteinte. Ainsi le coéfficient (-M) oblige la variable

artificielle 4 é&tre hors base lorsgue la solution du programme

linéaire existe.

P



CHAPITRE II

Dans le cas d’'une minimisation, on prend Cj (variable;artifi—
cielle) = M.
Une fois sortit de la base une variable artificielle n’y reviendra
plus.
Résolution du Simplexe en deux Etapes:

Lors qgu un programme lindaire contient des variables artifi-
cielles, une fois sorties de la base, ces derniéres n’y reviennent
plus. Pour cette raison, on pourra procéder en deux étapes pour la

résolution du probleme.

 Premiére étape:
- Tous les coéfficients Cy de la fonction-obhjéctif mont pris &gaux
a4 zéro, sauf ceux des variables artifioielles'.qui prennent la
valéur -1 (dans le cas d un p%obléme de minimisatién, ces coeffi-

N

cients prendront la valeur +1) i.e

c _{—I st x, vartable artifictetle
g sinon

- Aveec le modéle transformé on résout normalement le probléme jus-
gu’a obtention du, maximum. Il est évident gque 1 optimum est
atteint lorsqgue Zo = Q. Dans cette édguation toutes les variables
artificielles sont nulles et deviennent variables hors base: La
premiére étape se termine @ ce niveau.

Deuxieme étape:
- L ensemble des variables de base est le méme gue‘ celul gui rend

Zo = 0 dans la premiére édtape.
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- Les différents coéfficients Cs dans la fonction-objéctif seront
pris égaux & leurs vrais valeurs, sauf ceux des variables artifi-

cielles qui seront égaux a zZéro.
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IIT  DUALITE ET ANALYSE POST-OPTIMAL

IIrr.1 Interpretation des Coéfficients Z3 — Cy:

Dans un.probléme linéaire apparait 4 types de variables:
- les variables originales du probléme

-~ leg variables d dcart o :

les variables d éxcédent
'~ et les variables értificielles
" Selon l‘éugmentation unitaire de chacune de cea variables,
les coéffibients (Cs - Z3) correspondant & ces variables auront

une interprétation différente.

Irr.i1.1 Interprétation des Coéfficients (Cy — Zy) d une
Variable Originale |
La valeur de la fonction é&conomigue ou objéctif’aét donnée

par 1’expréssion suivante:
Z=Zo-) X, (Z,-C))
. J .

En considérant une augmentation unitaire Jd une variable origi-

nale Xux on obtient

t

¢

8
1
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Z=Zo-) X, (Z,-C,) = X, (Z,-C,)

JFk

=‘ZO—ZXJ.'(.Z!-'C]) = (X 7+ 1) (2= C)

f¥k

=Zo-) X, (Z,-C)) + (Ci-2Z))
/

D aprés cette derniére relation on peut conclure gue: si (Cy -
Z3) est npégatif, pour un probleme de maximisation (minimisa-

tion), il indique la diminution (augmentation) de la fonction

objéctif correspondant & un aceroissement unitaire de la

variable originale X3

Irr.1.2 Interprétation du Coéfficient (Cy - Z3) d une Variable
d "Ecart

Soit la ieme contrainte du type =

F

Zauxf S b
i

en, introdulsant une variable d écart, cette inéguation devient:

- 33 -
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n

Z AyX,+ Xp=b, &
/=1 ' |

n
Z QX=X +b,
f~1

En posant xn+:1 = 1, le second membre de cette dquation devi-
bl ’
ent: b =08 ,<b,,

Supposant que la contrainte du probléme original est:
Zat,x, s=b,’
J

au lieu de

Zauxj <b,
7

La ieme contrainte devient

Zaux;‘* X et
J .

it
o

au(lieu de

|
o

Z CIUX'] + xn;i
!

- 34 -
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xn+t=xn+i. + 1

La solution du nouveau probléme différe de 1 ancien par la
ieme contrainte, elle eat obtenue a partir du probléme original

en écrivant Xn+i en fonction de x n+i dans les contralntes et la

fonction objéotif.

Z=Z,-) X, (Z,-C))
J

=Z6= 2 X, (Z,-C)=XlZei=Cpr)

jen+t -

=Zo= ) X, (Z,-C,)) = (X + 1) (Zpei=Cry)
Jrn+i ’
=Zo=) X, (Z,;=C)) = (Zmi=Cru)
s |

e

=Zo= 2 X, (Z,-C}) + (Coui=Z o)
/

L interprétation de (Cn+1 - Zn+1) 3 annonce comme suit: Si
(Cy ~ Z3) est négatif, pour un probléme de maximisation (mini-
misation), il indique la diminution (augmentation) de la fonc--
tion objéctif correspondant a un dimiputipn  unitaire du second

membre de la contrainte ot est utilisée la variable d écart.
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Irr.1.3 Interprétation des Coéfficients (Ciy — Z3)

d une Variable d excédent:

Solt la leme contrainte du tybpe =

Zaux, z b,

en introdulsant une_variable d excédent, cette indguation devi-

ent:
2 ‘ - n
Zczv,uxj-—xmﬁr—b;L & Eaux1=xnﬂ+b;~
=1 j=1
En posant Xn+1 = 1, 1le second membre de cette éguatiPn devi—

ent: b/ =b,+1>b,.

Supposant gue la contrainte du probleme original est:
Y ayx, 2b,
J

au lieu de

’ Zai}x} zb,
-5

La iesme contrainte devient

- 36 -
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Zaw'x,—xnﬂ = b,
J
au lieu de

Xaz,x,—xnﬂ = b,
s

xn+[= xn+t’+ ]-

|
La solution du nouveau .probleéme différe de 1 ancien par la
ieme coptrainte, il est obtenu 4 partir du probléme original en

Serivant xme1 en fonction de X n+1 dans les contraintes et lIa

fonction objéctif.
Z=Zo-) X, (Z,-C))
J
=Zo= D X, (Z,~C)=Xpil(Zmii=Cr)

Jrn+i

=Zo=) X, (Z,-C)) *+ (CoemZ)
, .

Done lorsque (C; - Z3) est négatif, dans un probléme de
maximisation, il indigue la diminution (augmentation) de la

- 37 -
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fonction objéctif correspondant & un accrolssement unitaire du
second membre de la contrainte e est utilisde 1la varlable

dexcédent.

IIrr.i.4 Interprétation du Cbéfficient (Z3 - Cz)
d une variable artificielle:
Deux cas peuvent se présenter:
1~ Caz ol une variable artificielle est uﬁilisée dans une

contrainte de fbrye >: Dans un tel type de contrainté, toute
l’infbrmation est dbnnée par la wvariable d’excédent, ainsi
aucune interprétation ne peut é&tre donnde au coéfficient {23 -
Cs) de la variable artificielle X,y

| 2- Cas oi une variable artificielle est &tilisée dans une
contrainte sous forme d’éguation:

Soit une contrainte sous la forme:
. Zauxj=bl
b

Pour réscoudre le probléme, on ajoute une variable artificielle

Xn+21

Zaijxj+ Xnet = by
/

- 38 -
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Comme on ne connait les interprétations des coéfficients (Z5 -

)

Cs) gque pour des contraintes du type (=) ou (Z), il faudrait

transformer 1 'équation initiale en deux inégalités:

Zaux,Sbl
J
2at1x1=bt & el
/ .
Zauxjabl
—

et on introduisant des variables d écart et d excedent on aura:

Zauxﬁ-xnﬂ_ =b,
/

et

Zauxj--an,t”: b,
]

*

Un accroissement unitaire de b: entraine
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o7~ Z

Zauxﬁxnﬂ’(l):bt(l)
/

el

Y @y X, = Xn (1)=b,(1)
J .

aveg bl(l)=bl+ lw

et xn*t'(}'):xnvt'*-l

X (1)=x,.,""+ 1

la fonction objéctif a écrit:

Jrn+i(x,"+1)
An+i{x, " +L)

£ r F A 4
_xn-ri (Zn.ﬂ[ -

3

X, (Z,=C)=%ne (Zaut’ ~Crit?)

Cret™")

Z= zo" Z xj(‘_zj—cj)_xnoll(1')(2n+t‘_cn.ﬂl)—xn-ln(l)(zn*t“_cnﬂ“)

Joast

+(zn+l’—Cuvl’)_(zuﬁ‘lﬂ_cnﬂn)

|
|
[}

Z=2q=) x(Z,-C;) *(Zpoi =Cruat I+ (Znet’ = Crut”")
/

-

Comme. Cout'=Coa”'=0 alors

- 40 -
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Z=Z0-) X (Z,~C,) +(Zpet' =Znt")
I .
' /

Deux cas se présentent:

2.1 Si 1la variable d excédent joue le réle de variable

de base, alors:

m .
Zn*—z”:}:cn+g”a£,n.+i = O
P

et si la variable X 'n+i1i Jjoue le réle de variable artificielle

(X n+1 = xn+1) et dans la solution optimale tous les coeffi-~

cients de x n+1i sont les mémes gque ceux de Xn+1. Cecl entraine

?

gue Z',=Za. et par sulte
Z=24=-) x,(Z,~C,) +Z,.,

¥ §5i Z,<0 et augmentation du second membre d’une uniteée alors

"

la fonction objféctif diminue.

¥ 51 Z,>0 et augmentation du second membre Jd une unﬁté alors
la fonction objéctif croit.

2.2 S5i la variable d édcart x n+1 Joue le réle de variable
de base, alors Z n~1 = 0 et si la variable d excédent Jjoue le
réje de variable artificielle de signe coptraire {Xn+1 =
-X " "n+1i) et par suite Zn+1 = -2 "n+i.

La fonction objectif devient:
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' - Z=Zo-) x(Z,~C,) +Z,.,

On trouve le méme cas que dans £2.1 et 1 interprétation reste

inchangée..

Dans le cas d une diminution du second membre le nouveau

probléme différe de 1 originale de deux contraintes.

Y @ Xt X (2)=b(2)
J

et
Y X, = X (2)=b(2)
j |

-

o b(1)=b,,

et xn+l’(2) = xn*tl'- 1

xn*t”(2)= xn*i—”_ 1

la fonction objéctlif s écrit:

Z=Zo=) X(Z,~C,) +(Znt"=Z2")
/
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- §i la variable .d excédent est considéréecomme variable
de base, alors 2 "n+1 = 0 et si la variable d écart est con-
sidérée comme variable artificielle (X n+i = Xn+1) et par suite
Zn+1 = ZJn+..1..

La fonction objéctif devient
Z=Z0-) x,(Z,-C,) —Z

¥ 51 Z,<0 et diminution du second membre d une unité alors la
fbnction objéctif augmente.
¥ S1 Z,>0 et diminution du second membre d une unité alors la
fonction objéctif diminue.
- 8i 1la variable d écart est considérée comme variable
de base, alors Z m+1 = 0 et si la variable d’excédent est vari-
able artif&ciells (Xr+4 :_fx'"n+1) ef par suite Zn+i = —Z" nvi.

La fonction objectif devient:
Z2Z4-) x(C,=2Z,) =Zpu

On obtient la méme forme gque précédement aussi l’interprétation
reste identique.

En résumé on peuﬁ dire que:
Dans le cas d’ un probléme de maximisation (minimisation), lors-—

qu’ily a modification unitaire du second membre d une contrainte
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sous forme d équation, la modification subit par la fonction
objéctif est donnée par le coéfficient Z3 de la variable

artificielle xs apparaissant dans cette contrainte.

IIr.2 Dualité:

Au probléme linédaire posé, appelé probléme primal correspond
un probléme dit probléme dual dans lequel la fonetion a mini-
nlser (si le primal est un probléme de maximisation) est une
combinaison linéaire des bi. L optimum du dua} est 1ié a4 un
ensemble de contraintes qui sont aussi fonctions linéaires des

a1y, mais bornédes cette fois par les Cj.

Le tableau ci-dessous présente la correspondance entre les

-

deux problémes primal et dual.
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Probléme Primal Probléme Dual

Forme canonigue

maxz=C'- X MinZ=8'Y
AX<B . YA2C
X20 | | Y20

Cl\ /bl\ /xl\

, ’ ,
o C=1 ., B=| ~ , X= '
ci’l - bl\ xlt

i Forme standard

maxz=C'" X MinZ=RB"'Y
DX=8B Y-G=_C
Xz0 _ Y=20
oD =[A, 1] nemy G={i—[} ‘
. A (m+n, m)
I'matrice unité

Tableau III.2.1: Corréspondance p}imal—dual.

_gg_.
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L inetrét de 1 examen simultané des problémes dual et primal
réside dans le fait gue des relations caractéristiques unissent.
leurs solutions tels que:

- La valeur optimale des deux fonctions 4 optimiser est la
méme Zmsrx = Zmin.

—‘Si la solution de 1 un ou 1 autre des problémes ast
donnée, la solution de l’aﬁtre peut étfe déterminée.

Dang plusieurs cés s, 11 est plus éfficace numériguement de
résoudre le probléme dual du probléme donné gque le probléme
donnég lul méme. Ceci resulte du fait gue 1 effort numérigue pour
résoudre un programme linéaire est proportionnel au nombre d’e-
quations de contraintes. S5i le probléme donné contient un large
nombre de contraintes mais peu de variables, le "dual va contenir
preu de contraintes mais un large nombre de variables et pdonc —
preut étre facilment résolu. _ -

Les solutions du probleme dual fournissent éouvent un apergu

util pour la modélisation du systéme par le primal.
La valeur de la premiére variable duale, par exemple, reprdsente
la valeur par lagquelle la fonction objective du primale va
changer par unité de changementde la qguantité bi: Ceci est du
fait que par définition la valeur de la iems variable duale est
égale 4 la valeur du coéfficient (23 - Ca) de 1la variable
d “dcart xj apparaisant dans la ieme contrainte du primal.

Lorsgu‘uﬁ programme Jlinéaire donné, présente un mélange
d inégalitéas et d'égaliﬁés, son programme dual présentera aussi

un mélange d inégalités et d égalités mais différement.
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Le tableau suivant présente les différentes transformations gue

le PL subit lors du passage du primal vers le dual et inverse-

ment.

Maximum Minimum

N
~ Matrice des coéfficients (m x|~ Transposée de la matrice des
n) - coéfficient (m x n)
- Seconds mempbres des contra- |- Coéfficients de la fonction
intes - |objéetif |
- Coéfficients de la fonction|- Seconds memgbres des contra-
objéctif - : intes
; i

* Nombre des contraintes ¥ Nombre des variables orig-
leme contrainte = inales
leme contrainte = ieme variable arbitraire
leme contrainte = leme variable 20

ieme variable %0

¥ Nombre des variables orig- 1% Nombre des contraintes

inales . | ' o Jieme contrainte =
Jieme variable arbitraire Jieme contrainte =
Jieme variable =0 Jieme contralinte =

Jieme variable €0

’

Tableau IITI.2.2: Transformation d'un PL lors d"un passage du

primal au dyal.
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IIr.z2.1 Intenprétatfon Economique de la Dualité:

Avant d’entamer ' le concept économique de la dualité il est
nécéssaire de déffinir ce qui est le coiit marginal.

Définition:colts marginaux: Le colit marginal mesure 1 éffet
sur la fonction objéctif de la décisibn de reldcher la contra-
inte correspondante en ajoutant une unité supplémentaire de lIa
"regsource’ associée & cette contrainte -

Pour 1 interprétation édconomigque des résultats il‘fhudrait
considérer deux catdgories de probléme:

- Dans une premiépre catégorie de problémes éoonomigues, le
vecteur x est un vecteur de production, le vecteur C est un vec-
teur de profits unitalres et le vectsur b est un vecteur de
contraintes prortant sur des ressources limiteéds, la matrice A
est une matrice de pééffibiénts technigues dans laguelle a1
Indique la gﬁantité de ressource i, nécéssaire a la production.
d une unité Jj.

Le probleme est un probléme de maximisation des brofdts glo-

baux et s dorit:

e

Maxz=C' X
sujet & A.XSB
Xz0

Les deux problémes primal est dual vont de présenter ainsi:
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Probléme Primal
"Maximiser (le profit total) = ) (profit unitaire de )X(nivean de I activits )
¥

-Z(quantité de la ressource { nécéssaire dlg production d'une unitd de produtt I}
1

X(niveau ‘da I'activité JYSquantité disponibla de la resourca (

—(niveau de j)}x0

Pobléme Dual

-Minimiser (la colt total da production) = ZCQLr.anttté dispenible de la ressource DXy,
] -

-izylx(qua.ntué de¢ la rassource ( nécéssaire & la production !
- .

d'une unité de produit j) z profit unitaire de J

-y, 2 Q

- Une deuxieme catégorie de probléme économigue} cherche &
satisfaire un ensemble de demandes définies par des seuils mini-
maux réprésentés par un vecteur b, & 1°aide du facteur de pro-
duction en guantité x dont le colit est C.

Le probléeme est‘_ un p;z'obléme de minimisation du coGt giobal de

production et s dcrit:

Les deux problémes dual et primal vont se présenter ainsi
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Probléme Primal
- Minimisar (le coflt total) = Z(coat unitaire de jf)X(niveau da- })
e

—-Z(quantttd 'de la rassource | ndcéssatre Ala production d'une unité de produit J)
7 ;

X(nivaau dae ['activitd ()z(damande da [)

-(niveau de jf}x0

Pobléme Dual

-Maximiser (les ressources demanddes) = Z(demando de )Xy,
]

-Zy,x(quantitd de [a ressource i ndcdssaire a la production
[} .

*

d'une unitd de produit j) < coflt unitatre de |

-¥ >0

I1r.z2.z Relation Entre les Kléments du Tableau du Probléme
Primal |
et du Probleme Dual

Soit un probléme de maximisation (resp de minim.isétion } dont
la ieme contratte est du type =<,et s0it xn+1 la variable d ecart
asssocide & cetts cont;aint:e. Daprés ce gui a été vu dans le
paragraphe d’interprétation des coéfficients (z3 - c4) une aug-
mentation du second de la ieme contrainte contenant cette vari-
able d’ecart entraine une modification de la fonction objectif

de -la valeur :Zp+i — Chn+i1

A 1 optimum, la valeur optimaley., de la variable duale asso-—

cige avec la ieme contrainte est:
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x

Y, =Zpi=Cri20  (resp<0)

De méme pour une contrainte du type 20, et pour la variable

(d éxcédent) xn+i, la optimale ¥i sera égalg a:
x x
: v.=C,.i—2,..50 (resp20)

Le tableau ci-deasous résume ces deux situations

jeme contrainte du type <

Variable d écart Valeur optimale de Signe de la variable
de la variable duale duale asgsociée
la ieme contrainte associée
N . §
Xn+1 Yi=—CCoim 20 Probléme de maximisation|

¥ 20

Probleme de minimisation

¥, 50
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leme pontrainte du type = /

Variable Valeur optimale de|. signe de la varlable
d’excédent de la variable duale duale
la {eme contrainte associée associde
Xn+1 yiuCo=Za Probléme de maximisation
y, £0

Probléme de minimisation

y, z0Q

K

Tableau III.2.3: Relations entre éléments du tableau primal et

celui du dual

Du fait -de la relation trés étroite entre lesgvariables
duales et les coéfficients (Zy3-Cy) des variables d’ ecarts asso-
clées 4 la iesme pontrainte, ils auront  les mémes Iinterpréta-
tions.

Elles indiguent 1 amélioraticon apportée a la fonction objectif
suite a4 une modification marginale des contraintes (second

membre ).

Irr. 3 Analyse Post-Optimale: Analyse de sensibiliteé
‘b’analyse Post-Optimale consiste en une étude de sensibilité
des résultéb fournis par la résolution du probléme d’optimisa—

tion, lorsgqu on fait varier une ou plusieurs valeurs des
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parametres (c,b ou A) en programmation lineaire.

L'interprétatiqn économigque des variablea dJduales (coiits
marginéux) rend la programmation Iineaire plus utiles aux pre-
neurs de décisions que la solution primale optimale. en pra—'
tigue, on cherchera é.connaitre le domaing de variation possible
des paramétres constituant le probléme tout en gardant cette
interprétation valable.

L analyse portera sur un tel modéle:

maxz-ZC,_Xj ' |
sujet a
Za”x,Sbi

ijO

.III-3-1 Modification des Coefficients de la Fonction Objectirf

Les modéfications des coefficients cy (profits ou colts) de
la fonctilon objectif peuvent provenir Ppar exemple d une erreur
dans 1 estimation des coiits, d’un changement de prix. ..

La guestion gui se pose: Ces modifications vopt elles changer
la solution optimale déja obtenue? Pour répondre 4 une telle
question 11 faut gonsidérer séparément le cas ol la variable xg
agsociée au coefficient cy, sujet de changement, est une vari-
able hors base, et le cas od elle est variable de base dans 1a

solution optimale. ' {

t.Modification d 'un coefficient ¢y d une variable hors base:

Considérons deux types de problémes:
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* Probléme de maximisation: Le critére d optimalité pour
un tel cas est: C,~Z}%0 V¥j
51 C,-C,+AC,, le tableau optimal du Simplexene sera modifié gue
pour C,~Z, gui deviendra C,+aAC,~2, [Z} n’est pas afféctée par la
variation de Cy car:
Z,= Z:C}au o Ci coéfficient associé aux variables
]

de base]

La solution restera optimale tant que:
C,+AC,~2,50 = AC,<Z,-C,

Donc les coefficients des variables "hors base ' peuvent varier
sans remettre en cause 1 optimalité de la solution de départ &
condition que cette variation soit au plus égale a4 la valeur
duale correspondante éfjl s agit d’upn accroissement et sans
limitation s8i cette variation est négative.

* Probléme de minimisation: Le ecritére d optimalité est:
C,-Z;20 vf
Si €,=C,+AC,

Le nouveau critére d optimalité devient:

-
AC,B(Z;—C,)

Ainsi il y aura conservation de la solution optimale de départ &

condition que cette variation soit égale a4 la valeur duale cor-

respondante s5°il s agit d une diminution et sans limitation ai

cette variation est positive.
* .
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2.Modification d un Coefficient cj d une Variable de base:

Dans ce cas %, change du fait de la variation des coefficients

cy de la base.

¥ Dang le cas d un probléme de maximisation,dans lequelle
la variable de base x3 est associde a la lieme contrainte du

tableau optimal, la solution de base restera optimale tant que:
s’< :
C,-2; <0
ol
, e
Zy=3 (C+ACH ay
=1
et par suite on obtient:

C.-Z% “ C.— 7.

maximum{ —— ) S AC, S minimum -
a':k>,o Q i a:k':O a
=1, m =1, m

x:. hors base , x: hors base

¥ Par analogie, pour un probléme de minimisation on obti-

ent le domaine ‘de variation des Cj

1 Ce—Ze\ . | Cv—Z,

maximurz —_— S;[XC:jfﬂlTIUQinQLLHQ -
Q 1k aly >0 (0 P
ay <0 =T, m
l-1.m

x; hors basa
p x; hors base
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II1.3.2 Modification du second membre des contraintes:

Comme les conditions d optimalité ne font pas intervenir les
seconds membres bi alors 1 optimalité de la solution est
garantie, reste a determiner les limites de variation ab, pour
lesquelles la solution reste réalisable i.e que toutes les com-—
rosantes au vecleur sclution restent inchangées.

Deux cas sont a4 envisager:

i- Soit un probléme de maximisation dans legquel la ieme
contrainte est du type < et s0it xn+1i la variable d écart asso-
ciée a cette contrainte.le domaine de variation de Ab, est

x . X
o, ~b. b . ~by
maximum { —— <A LS minimum § ———

a;.n+t>o ak.n.+£ a:'nﬂ*:o ak.rz*—t

-

k~1,m . k=1.m

51 aAb, est dans ces limites alors les nouvelles valeurs opti-

males des variahles de base sont:

x)':x; + at..rnl'(Abt)

Les résultats ci, deasus sont valables dans le cas d’un probléme
de minimisation

ii- Soit un problémé de maximisation mais déns ce cas la ieme
contrainte est du type = et soit xn+1 la variaﬁle d excédent

aggocidée 4 cette contrainte. Le domaine de variation des Ab, eat

’ -b, | -by
< A.bis minimum -

maximum -
a;'n*l<0 Clk.n+£ a;'n,t>0 Czk.n+£
k=1,m | k=T, m

- 56 -
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Si Ab, verifie cette condition,les nouvelles valeurs optimales

des variables de base sont:

JCJ:?C; - a:,n-o-l.'(Ab!)

Ces resultats restent valables dans 1le cas d’un probléme de
minimisation.

Il est 4 remarquer que ce type de probléme peut étre traité
en utilisant le probléme dual, et cela est du fait gque les con-
stantes des contraintes sont aussi les coefficients de la fonc-

tion objectif du dual.

IIr.3.3 Modification des Coefficients Technologiques ailj:

A Il est aussi important pour un gestionnaire dé voir la gensi-
bilité de la solution optimale du programme linéaire via 4 vis
des modifications des coefficients technologiques aiy.

i- Cas od la variable xj est une variable hors basg.
Dans ce cas seule la valeur de son coefficient (zy-cg) est
afféctée par cette modification.

ilj_La ileme contrainte est du type =:
Puilsque a4 1 optimum lés variables sont 20, alors en passant au

probléme dual on aura: . ' .
- - * * }
a, -y, vd, ¥y, *...+(a,+Aa )y, vy, 2C,

¥ 81 ¥.=0: aucune limitation n’est Iimposde sur Aoy di.e

Aa, ER

¥ Si ¥(>0 on aura



CHAPITRE 111

m

* *

C,- Z Qs Ye
k=1

Aa, 2 .
' Y
C,-Z;

.Aatj2 “_{"—,"l

Y

i2~ La ieme contrainte est du type =: On aura en passant

au probléme dual:
a,,-y,+a‘2,-y,+...+(a”+Aau)-y,+...+ym 2C,
Ft par suite:
. *x
CJ“ZJ
o
Yi

Aa, <

ii- Cas o1 la variable Xy est variable de base dans la

solution optimale.

-

Lorsqu "une variable x; est de base , en plus des coefficients

»

(23-Cy), 11 y aura les valeurs des variables de base gui vont
étre afféctées. En effet, & 1 itération ol X3 devient variahle
de base, ses coefficients seront utilisés pour le calcul de ceux
des autres variables: Tous les élements apparaissant dans le
tagieau du Simplexe vont étre affectds.

Une modification apportée aux coefficien#s ars o une variable de

base dans la solution optimale éxige des calculs complexes, il

devient alors préferable de retraiter le probléme.
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iil- Cas ot x3 est une - -variahle de base et ou la ressource
i est totalement utilisée.

e LY

La contrainte associdée a cette ressource est telle gque
» » -
atlxl"'""'_'amxn"'xu*t'"b:

D aprés cette éguation, on peut conclure que dans un tel cas
toute modification tda,, du coefficient a1y eat impossible sans

changer la valeur des variables dans la seolution optimale:
Aa,=0

ii2- Cas ou xy est une variable de base et oti la ressource
I n’est pas totalement utilisée.
Dans ce cas i1 est possible d utiliser la qgquantité supplément-
aire de cette ressource pour la fabrication du produit j. La
base optimale restera inchangée tant que ce supplément ne
dépasse>pas 1 ‘excédent de la ressource i disponible. Autremenﬁ
dit:

* Dans le cas d 'une contrainte du type =

L J
- xnw—t

Aa, < —F

Y

ou xn-i @3t la valeur optimale de la variable d écart associde &
la ieme contrainte

¥ Dans le cas d 'une contrainte du type =

L] .
— X ey
Aay2z——

Y
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IIT.3.4 Ajout d une Variable
Si une folis la solution optimale obtenue, on remargue 1 oubli

d une variable. Faut il recommencer du dépaft e
Pour éviter un travail supplémentaire, un moyen rapide est mis
au point:

- Ajuster le tableau final du simplexeavec les coefficients
technologiques de cette nouvelle variable.

- Calcul Z4-Cs de cette nouvelle variable: Si le coefficient
Cb—Zb‘obtenucﬂsoja solution optimale. obtenue initialement est
toujours valide sinon on doit poursuivre le processus itératif

en Introduisant cette nouvelle variable comme variable de base.

IIr.3.5 Ajout d une contrainte.

Il arrive trés souvent lors de 1 élaboration d un modéle d o-
mettre une ou plusieures contraintes. Que faut il fairedans une
telle situation? La réponse &4 une telle question est la
suivante:

On vérifie si1 1la solution de base optimale obtenue respecte
cette contrainte ajoutée:

1~ Si cette contrainte est respectée: La solution reste opti-
male

2- Sinon, 11 suffit d'exprimer la variable d’écart ou la
variable artificielle apparaissant dans cette contrainte en
fonction des variébles hors base de la soluton de base déja -
obtenue et de polrsuivre le processus Ittératif . Jjusqu’a

atteindre 1 optimum.
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_Il est a ramérguer gue les domaines de variation obtenus dans
chaque cas ne sont valables que lorsquun seul coeafficient ou
paramétre (cg ou aig ou bhi) varie.

Le tableau c1 Joint présente ou récapitule les différents cas

se présentant lors d une édtude Pos-Optimale.
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Cas possible

Borng Inférieure

Bornes Supérieure

variable de base

L

variables ! variables | variables variables
hors base de base hars bage de base
4 M » a - Ll + *
Ac, Maximisation ) max{cl.z'} Z}-c, a, <0
a0 (£
Lo . . .
Minimisation Zh-¢, fr,-7: +eo =z
m?*{ 0 ] min n
ant Cu : x>0 adn
x, hors base
' x, hors base
Ac, iéme contrainte < -b, ) ~b,
max - mim <
By, aei?0 L, aei o5, net<0 Lk, net
k=1, m k=1,m
N . L]
idme contrainte < £ o5 f 50 )
max { — } max{ : }
ar asit0 L@, net ar aei>0 Lk, aee
¥ i
contrainte |contrainte| contrainte | contrainte 2
Aay, = - <
variable hors base | y'u(:-w yi=0:-o y =0+ yi=0:+o
;=231 ¥, 20:-= y,>0:+» . e,=2;
yo>0: 7 ‘ yi>0:
i i

¥ ressource i non

¥ ressource i non totale~

totalement utilisde ment utilisde
- Xt X e + oo
x) Xy
¥ ressource i totalement utilisde
0 0 0 0

s

Tableau ITI.3.1: Différents cas d une étude Fost-Optimale.

&'
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- Critique de la Méthode de la Programmation Linéaire

La programmation lindalire est une des méthodes trés largement
developpées. Elle préseﬁte les avantages suivants:
~ Performance et diversité des algorithmes de résolution
~-Le nombre de variables de décision est non limitégdans le
modéle

Cependant elle;présente certains inconvénients tels gque:
- le fait gque cette.technique g0it déterministe

- La programmation linéaire éxige que les contraintes et Ja

fonction objectif soient lindaires.
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IV  APPLICATION

L exemple qui 'sera traité dans cette partie illustre un cas
trés répandu de 1 application de la programmation lindaire dans la
gestion des ressources hydrigues.

Soit une usine produisant un prodult donné et gdnérant deux
types distincts et différénts de rejet. Un ekemple preut &tre leas
eaux de conservation et de production provenant d une usine de
laminage Jd aclier.

Ces eaux usées peuvent étre soit rejettdes directement dans le

.cburs d eau sans traitement mais sujet & une taxe de rejet, soit
traitées dans une station éxistante qui élimine 90 % des matidres
désagréables.

Cependant, certaines eaux de conservation peuvent avoir besoin
d‘un certain degré de prétraitement. Par exmple, elles peuvent
nécéssiter une hneutralisation avant de passer & la station de
traitement. 7

Le probléme est de déterminer le niveau de production qui max-
imige 1 écart entre les profits éspérés, les colts de traitement
des eaux usdées ainsl que les taxes de rejet.

Lé modéle d-exploitation est schématisé comme suilt:
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Manufacture = x1 (tonnes d'acier)
eaux de produotion ' saux de conservation
1.0x1 0.1 xt
X2

»  Prétraitement

x2
x3
= Traltement
1.0 x1 -x3 0.1 x1 -x2 X2 +x3
Yy ¥
Cours d'eau

 Définition des Activités:
Xi1: Tonnesd acier & produlre par Jjour.
X2: Milliers de métres cubes d eau de

Jour. .

conservation &

traiter par
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Xa: Milliers de métres cubes d’eau de rproduction d traiter par

Jour

Les Données du Probléeme:

Le tableau ci-dessous résume 1l ensemble des donndes et informa-

tions nécéssaires pour élaborer le modéle d optimisation

Données

Coiit

Revenus de production de 1 acier.

Quantité d eau de conservation généreée.

Quantité d eau de production générge.

Cotit du prétraitehent des eaux de conserva-

tion.

- CoQit de traitement des eaux de production
et des eaux de conservation prétraitées.

- Taxe de rejét des eaux de production non
traitées. |

- Taxe de rejét des eaux de conservation non
traitées.

- Capacité de 1 usine de prétraitement.

~ Capacité de 1 usine de traitement.

- Effjciénce de la station de traltement.

(Pour les deux types d’eaux usées)

25 DA / tonne
0.1 103 m3 / tonne
d acier
1.0 108 m3 / tonne

d acier

0.2 DA / 102 m3
0.1 DA / 103 m3
0.05 DA ~ 108 m=
0.16 DA / 103 m3
2 103 m3 / Jour

50 103 m3 / Jjour

0.9
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V.1 Fonction Objéctif

Les différents éléments constituants cette fonction objéctif

sont:
-1 Revenus éspérés de la production d acier.
-2 Cbﬁt de ftraitement des 2 types d eaux usédes.
-3 Taxes de rejét. .
L objéctif est de maximiser 1 édcart entre ces trois composantes
1- Profits de production:- Pi
51 Xi'représente la guantité d acier produite par jour et Ci1 le.
profit unitaire de cette production alors les revenus gspérés ser-

ont:
P,=C, X,

Dans cet exemple C1 = 25 DA / tonne et par suite Pi1 = 25 Xi
2; Coit de Traitement des Faux Usées:
On distingue deux coilts de traitement, celui pbur les eaux de
conservation et celui pour les eaux de production.
a- Coiit de prétraitement des eaux de conservation:
prr = 0.2 xz
b- Colt de traitement des saux de conservation:
pz = 0.1 x2
c- Colt de tréitemeut des eaux de production:

ba = 0.1 x3

Ainsi le coiit global de traitement de ces deux types d eaux

usées est:
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Po=pi+ P2+ Pa=02x,+0.1(x,+x3)=03x,+0.1x,

3- Taxes de rejét:

On distingue dans cette catégorie deux types: les' taxes de
rejét des eaux uséesg non traitées et celle des eaux usées trai-
teés.

a—- Taxes de rejét des eaux de conservation non traitées

La quantité d eau de.conservation non traitée est (0.1 x1 - xz),

ainsi la taxe de rejét qui lui est correspondante est:
p.,=0.15(0.1X,-X.)

b- Taxes de rejét des eaux de production non traitées
La quantité d eau de production non traitée est (1.0 x1 - Xx3),
ainsi la taxe de rejé correspondante est

Ps=0.05(X, - X3)

c~ Taxes de rejét des eaux de conservation traitées

De la méme fagon

Ps=0.150.1x,

d- Taxes de {ejét des eaux de production traitédes

Dans ce cas cette taxe aura pour valeur
I pP-=0.05:0.1x,

Les taxes totales de. rejet sont ainsi égales a:

FPa=Dyr Ds+ Dyt D7
=0.,065x,-0.135%x,-0.045%,

La fonction objéctif s 'cbhtient ainsi:
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Pzpl_'Pz_Pa

P=24.935x,-0.165X,-0.055%,

IV.2 Contraintes du probléme

Tres di 'VEI‘SE.'S, les contraintes afans un tel probléme peuvent se
présenter comme suit -

- Les quantitds d’eaux usées pouvant 8Etre traiteés sont
limitées par la capacite de chague station: De tellescontraintes
s expriment de la fagon sulivante:

x,%2 pour le prétraitement

et Xo+ X3 <50 : pour le tf‘ai tement

- Il est nécéssaire que I ecoulment se fasse de la manifacture
vers le cours d eau:r Mathématigquement cette oonﬁrainte se tradulit

par:

X, —~X,20

et 0.1x,-x,20

- Se basant sur des considérations de la gqualité de 1 eau une
agence de régularisation avait, auparavant, imposé des restric-

-

tiong sur les gquantités maximales d eau de production et de con-
servation pouvant Eétre rejetées sans traitement: un maximum de 500
1038 m3 / jour pour les eaux de conservation et 10 1_03 m3 )/ Jour

les eaux de production: En termes d ’indguations ces contraintes

g éxpriment de la maniere suivantes

-~

x,-x;<10

et - 0.1x,-x,<500
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Une fols, - tous les é&léments définis, le programme linéalre se
présgsente cémme sult: |
Maximiser: P=24.935x,~0.165x,-0.055x,
sujet a

X, 22

X+ X5;500

xX,—x320

0.1x,-x,20

0.1x, - x, <500

X,-x,<10

X, X2,%520 (non négativité)

IV.3 Transformation du Programme Linéaire
" Le modéle lindaire trouvé est un mélange d“inégalités de sens
différents. Pour le rendre sous forme d un sysbéme d ‘égquations

linésires, les transformations suivantes sont nécéssalires:

a- Contraintes du type <S: Introduction d’une variable

d "dcart: +
= Xa+X,y=2
Xp,%2 &
2 { x,20
' Xp+Xat+tXg=50
X ,+ %4 <50 & {("* N
P ]
0'1 <500 o {O.Ix,—‘x2+x6=500
1 X — X2
croT2 xg20

- 70 -



CHAPITRE IV

i X i =Xa+Xx,=10
X,—-%x5510 & { e T

X220

b- Contraintes du type =: Introduction d“une variable

d "éxcédent:
- -X,+ X3+ Xa=0
X, —X.20 &
e { X620
01 >0 o —O-le*xz"'xg:O
1] x _x ——
1 2 x,20

Le PL devient:

Maximiser: P=24935x,-0.165x,-0.055x,
| sujet a
Xz + X4 . =2
Xz + X3 + X8 = 50
0.1 x1 - xz + X8 = 500
X1 - X3 + x7 = 10
-X1 + X3 ‘ + Xs =0
~0.1x1 + Xz | _ +x9 =20
X1, X2, 004, X8 = 0

Sous forme matriclielle le PL s écrit:

Maximiger P = Ct. X
sujet &
DX = B

£

X=0
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ou

ct

It

[24.835 -0.165 -0.055 0 O O ©0 ©O 0]
Xt = [x1 X2 X3 X4 XB X8 X7 X8 Xol

B

= [2 50 500 10 0 0]
et

o 1 0 1 o ) ] o 0]
1 0 1 o o 0 0
D 0.1 ~1 0 o o 1 0 0 0
~1 0 o) 0 1 0 0
-1 o ) 0 o 1 o
~-0.1 1 0 o 0 0 o 0 1

IUh4 Résolution du Programme Linéaire:
Une fois transformé, le programme lindaire est résolu en uti~.
ligant la méthode du Simplexe.
La solution optimale est atteinte aprés deux itérations
Les deux tableaux ci-dessous Iindiguent les phases initiales et

finales de la régolution
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Tableau initial

oy 24,935 ~0.1e5 ~0,085 @ ) o o ) o
X
C; x: Xx Xz X X Xz Xa XNor Xa X b
o X o Az i g -0 o o Q by
Q X 0 1 1 0 1 0 o (v} o 50
(o] X .1 ~1 0 O ) 1 o oo 800
0 X J ¥ -1 ] 0 (o} 1 Q L] 10
0 X -p o} b ] 0 (¥ i Q Q
0 Xw -0l 1 0 0 v (& o o 1z ]
24 (@ (o] o Q i) 0 0 (o) Q Lo =
Co = 2,124,935 -0.165 -0.055 ¢ © 0 0O O 0O

Xr sort de la base et xa. y rentre
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Tableau final

C, 24,935 . -0.165 -0.055 0 0 0 0 00
Xy
c x; X: X2 X3 Xe s Xs Xy Xo X b,
0 Ke ¢ i 0 1 0 0 0 ¢ 0 2
0,055 §|- s 0 1 1 0 ! Y 0 0 50
0 Xe 0 -1 0 0 -0 ! 0.1 ¢ 0 494
24,935 X1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 60
g Xe 0 0 0 0 0 0 1- i 0 10
0 Xs 0 1.1 0 0 0.1 0 0.1 ¢ 1 6
2 24,915 24.588 -0.055 0 24.88 0  M4.935 0 0 i lo= 149135
6, ~ 1, 0 -25.045 0 0 -24,.88 0 ~24915 0 0
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La solution optimale du programme linédaire est:
" Pmax = 1493.35 DA / Jjour
X1 = 80 tonnes d acier ./ jour

Xz 0 10z ms d sau de concervation & traiter / Jour

h

X3 = 50 103 ms d eau de production & traiter ,/ jour

v.s Analyse de Sensibilité:

Le but d’une telle analyse est la détermination des domaines de
variation possibles,‘ des différents paramétres constituants le
programme linéairé tout en respectant le 'critére d optimalité
(chapitre IIT).

)

En appliquant les différentes régles du tableau (III.3.1) on

obtient:
Domaine de Variafion des Coéfficients
. ‘ de la Fonction Objéctif
Variable | Coéfficients Diminution ‘Augmentation
.acctusls possible posaible
X2 24.935 24 .88 : Aucune restriction
Xz ~-0.165 Aucune réstriction , 25.045
Xz -0.055 24.88 Aucune réstriction

-

Pour une meilleure compréhension prenons le cas du coéfficient
Cs+ associé 84 la variable de base.

D aprés le tableau III.3.1:
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Ce—2Z3) -7
Max Cem 24 < AC, & min C—"———k

x

Q « Qi

ol 1 correspond au numéro de la contrainte contenant cette vari-
able de base.
Prenons comme exemple xi, en se réferant au tableau final du

Simplexe on aura:

Max(g—*“,—z") - Max(c’”izz , Geds 93—1‘-2—3) - -24.08
a a 42 a4y Cl 47
- (C.-2Z; ,(—25.045 ~-24.88 -24.935)
Min| = | = Min| —/—+ , ——— , —/—
Qa 1 1

Aucun Qw n‘est négatif et par sulte 11 n'y a aucune réstriction
sur'C& en ce gul concerne une augmentatlion possible.
Donec:

AC, 2-24.88

De la méme facon les domalnes de variation de Cz et Cs sont déter-

minés.

Domaine de variation du

second membre
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Contrainte second second Diminution | Augmentation
membre membre possible possible
initial . final

X,52 2 2 2. aucune
régtriction
X, +%,550 ‘ 50 50 50 4940
0.1%,-x,5500 500 454 494 aucune
_ réstriction
X,~X,510 10 60 10 45940
X,- %320 0 10 aucune 10
| * réstriction
0.1%,-%,20 - ) e aucune &
réstriction
Soilt le cas de la contrainte xz + x3 50; elle est du type =,

d aprés le tableau III.3.1:

_bk‘ . . -bk‘ *
Max| —; y Ay nee >0 S AL, £ min| —— |,a, ,,, <0
g, n+t k-1, m i, n+t k=TT
et par suite ’
_b‘k* . _bk* »
Max ~ < Ab, £ min - y O s<O
k.S Ay, s k=176
t" ‘
Qe.5>0
k=16
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---b E 3 ——bl' —bzt -—-ba‘ _b4¥ —-bs‘ —bét
Max - = Max - y — ey ™
Ar,s Q,,5 Qz5 03,5 Q45 05,5 4,5

= Max , y = —-30

Le domaine de var;ation de Ab: est:

"

~-50< Ab, <4940

Conclusion: Pour maximiser 1 écart entre les profits de produc-
tions et les colits . de traitement, I usine ne devait pas faire
subir un traitement aux eaux de conservation avant de les rejeter.
La quantité de celle§ci étant trés faible F/R & celle des eaux de
production (un répport de 1/10) cette valeur de xz semble raison-
able. |

Pour préserver l'environnemebt, d’autrea contraintes sur la
quantité d eau de conservation générée peuvent étre impdﬁes.

D aprés cet exemple, on 3 appercolt gue 1ep résultats trouvés

par 18 modéls de PL ne sont que des aides a la décision et que
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d autres facteurs différents psuvent interveniJ les modifier tout
en gardant 1 aspect général du modéle et des solutions qu’il

génére.
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CHAPITRE I

I  GENKRALITES SUR LA GESTION PROBABILISTE
DES RESERVOIRS

La connaissance des variations gue peut subir le niveau du plan
d’eau dans un réservoir pour une meilleure allocation de cette
regaource semble étre primordial. Pour cela, la construction de
modéles prenant en consiaération la stochasticité des apports

ainsi gque celle de la demande est nécéssaire

' Une catégorile, bien spécifigue, de modéies probabilistes trait-
ant ce type de probléme sont les modéles Markoviens discréts. Les
éléments de base d un processus de Markov sont "la periode”,
"]°6tat” et “la transition’.
* La période désigne l‘iﬁtervalle du temps gui sépare deux évalu-

atlons succdssives de 1 état du systéme.

* ["8tat d un réservoir désigne le volume d’eau entourant un
F

niveau particulier et auguel sont associés certaines informations.
¥ La transition définit le passage du réservoir d’un état & un
autre.

Dans le cas de la gestion des réservoirs, les apports et/ ou

les féserves initiales au début de chaque période wsont les &états,
les prélevements éffectués sont les décisions et le aystéme fait
une trapsition d un état &8 un autre dans dées périodes de temps

succéssives.

Cea modéles sont discrets si les variables continues dans le temps
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aont approximéeé par des unités discretes, 1ls sont Markoviens car
les transitions d un état & un autre sont des évenements aléa-
toires qul peuvent étre approximéa par un procéssus de .Mhrkov du
premier ordre.Un tel procéssus ti;nt compte de certaines
correlations éxis%ﬁtantes entre les états du systéme d une période
& une autﬁe.

Manne (18962)partant du procéssus  de Markov, ‘a' développé un
modéle de PL pour optimiser l& geétion d un réservoir.

Thomas et Watermeyer (19682) ont étendu les.travaux de Manne en
définissant 1 °état initial du réservoir comme étant 1 apport et la
réserve ensemble plutdt que la réserve seule (procéssus Markovien
ddeux variables ).

. Loucks (1968) a développéd un modéle de PL, stockastique, le
probléme étant formulé en terme de probabilité d atteindre un
emmagasinemeﬁt, Ze+1, & partir de 1Ia réserﬁe Ze au début de la
prériode t, les apports naturels, sujet a4 1 aleatolre et la
coérrlation, étent modélisés par un procéssus Marckovien d’ordre

l 1. )

. Le but étaig' 1 optimisation d une fonction d&conomique de
1l ‘éa8pérance des bénéfices en recherchant 1 ensemble des probabi-
lités d atteindre un état Ze+1 pour chague apport naturel possible
et chagque prélevement.

Les probabilités trouvées sont ensuite utilisées pour le ¢alcul
desg érob&bilités conditionnelles d un prélevement étant en Ze et

recevant un apport donné.
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Plusieurs, téchniques atochastiques notamment la PD, thnigques
itératives et la PL faisant intervenir les chaines de Markov du
ler ordre avaient &té revues et compardées par Loucks et Falkson
(1970). |

Houck et Tohon (1978) ont supposé une structure Markovienne
discréte des débits. Ils ont établi une politigue de gestion pour
un systéme & plusieurs réservoirs & buts multiples en résclvant
deux problémes de Pl succéssives dans ie but d’approximer une

formulation non linéaire.
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II  GESTION DES RESERVES

Dans un tel probléme plusieurs méthodes ont été dévelopdes mals
le mérite revient & ﬂbran( 1854) gqui a initié une théorie basée
aur une série d apports indépendants, ayant une distribution de

pProbabilite fixe.

Plusieurs chercheurs, aprés Moran, s etaient Iinteressés au
probléme de gestion des réserves. Leurs travaux ont permis un
développement considérable de cette branche. PFParmis ces auteurs
cif0ns: Gould (1961) qul a incorporé la notign de défaillance
dans 1 année, Lloyd (1963) gui adéveloppé une ﬁhéorie probabiliste
prenant en compte la corrélation des apports et les les éffets

aalsonniers.

Ir. 1 Procéassus Markovien
un procéssus de Markov d ordre 1 est un procéssus stochastique

dans lequel la probabllité d étre dans n importe gquel gquel dtat

' particuliér et n importe quelle période donnde ne dépend que de

1l état acctuel (t) et 1 °état passé le plus récent {t—l).

AlAsi, le procéssus cohtinu {Z(),t20}, o0 Z(t) est une variable
aldatoire gui mesure par éxemple le niveau d’eau dans un réser-—
voir, est dit procéssus de Markov du premier ordre, si pour la

série de tempa ti<tz<...<tn on a:
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P, {Z(1) S 20/ Z(tar) = Zurr - ZCt)) = 21}
Pr‘ {Z(tn)szn/z(tn-l)=zn—l}

ol Zn, Zn-1, -.. , Z1 est une série de nombres réels.

De la méme facon les procéssus d ordre superieur peuvent étre
définis en rajoutant a 1 égquation précédente les termes
corréspondants.

Un cas pa¥rticulier du procéssus Markovien est celui o0 le
procéssus Z(t) peut prenare des valeurs discrétes: un tgl

procéssus est dit chaine de Markaov.

Souvent dans la gestion des ressources en eau, les procéssus
gtochastigques continus sont approximés par desa chalnes de Markov

pour simplifier la construction de modéles stochastiguesd optimi-

sation

Ir.z Théorie de Moran pour la Gestion des Réserves:

Dans un réservoir, la réserve varie continuellement avec le
temps, elle . est&influencée d "une part, par la corrélation des
apporta et leurs variations saisonniéres, et d autre part, par le
taux de prélévement. D’autre pertes telles que 1 évaporation,
suintement et réduction ' de %a capacité prar envasement affectent
auséi les niveaux du réservoir.

La prise en compte totale de ces facteurs /fendant compléxe la

modélisation, Moran proposa les hypothéses simplificatrices sui-

vantes:
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1) Des pas de temps discréts sont considérés

2) Le réservoir est rempli durant la saison humide est les
prélévements sont &ffectués Instantanément a la fin d’une période
annuelle. Cbpenaant, en général, 1l peut étre supposé que les
apports et les prélévements se font continuellement durant 1 année
mals, quand le réservoir est & un niveau critique (bas), la

demande est limitée & 1 eau disponible.

3) Les séries discrétes des apports ne sont pas correlées et
elles ont une distribution de probabilité fixe.

4) Les pertes asont négligées, mais pour plus de précision,’

elles peuvent &tre approximativement comptées dans les quantités a

rstirer.

-~

Alnsi la distribution des probabilités dans un réservoir peut
dtre raprésebtée par une simple chaine de Markov.
La gestion probabiliste des réserves selon Moran peut se falre
comme sult:

Solt un réservolir de capacité C ot une série discréte d apports
indépendant X(t).
Pour définir 1 éspace d état, i.e 1 ensemble des valeurs possibles
gue peut prendre la variable aléatoire, la capacité du réservoir
est subdivigée en (c+l) états soit (c+2) limites.
S1 D(t) représente la demande annuelle, 1 équation de  continuité

g éérit: .
Z()=Z({t-1)+ X(t)-D(1)
Sujet @ O0<Z(t)SC
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La contrainte Z(1)20 eat nécéssalire quand la demande ne peut

étre et la contrainte Z()SC que partiellement satzlsfai te”) dans le
R ,,.-ﬁ -
) B ) . R . --.-\H“/

P

cas de déversement. .
La probabilité condtionnelle que le réservoir scit & 1 état i
au temps L sachant qu 1l &tait & 1 état J au temps (t-1) est

définie par:

Q(’* J)= P{Z_L/Z(t-—l) J}

La distributlon des réserves a une simple structure de chaine
de Markov du premier ordre et 1’ensemble des valeurs de gqe(i,Jj)
Lforme ce qui est appelée matrice de transition.

Le probléme est simplifié d avantage, 51 ces probabilités sont
indépendantes du temps, dans ce cas Je brocéssus est dit étre

-

homogéne du temps. Cela signifie que:
Pr{Z(t)-i/Z(t“‘1)-j}"Pr{Z(t-k)-i/Z(t-‘k‘—1)-j}

avec k = 1,2,...
L "ensemble des probabilités de transitions homogénes gq(i.Jj) est

noté @, et définit comme suit-

F
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ETAT INITIA L

E a(0,0) a(0,1) ... e q(0,¢c)
T - . .
A . . .
T . . .
F . . .
I . . .
N ] ] , .
A . ; .
L g(e,0) g(e,1) e ql(ec,e)

La matrice carrée @ dordre (c+l) est dite stochastigue ai elle

verifie les propriétés suivantes

- 0=q(i,j)=]

- Zq(t.j)ﬂ | .

Il est conventionnel en pratique de prendre 0 comme 1°état le
plus bas avec le réservoir vide 6u bresgue Vﬁde et un état c comme
l1°état le plus éle&élguand le niveau du réservoir est autour du
niveau de capacité. Un grand nombre d’états est pris en considér-
ation dans le but de minimiser les erreurs dans les probabilités
calculédes.

En pratigue ce nombre varie entre 5 et 30. [8]
II.2.1‘ Probabilités Inconditionnelles et de Transition
du niéme Ordre:

Solit le vecteur ligne:

P,m [Pt(o)'Pt(l)’-'--pt(cj]T
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reprégentant les probabilités inconditionnelles des états du rés-
ervoir au temps t et dans legquel la composante pe(j) est définie

par:
P(J)=P . {Z(t)=}}

Les vecteurs de probabilitéds inconditionnelles aux périodes (t) et

(t+1) aont reliés par
Pp,1=Q P,
Au temps (t+2)
Prz=Q: Py =Q% P,=Q®. P,

ou @(22 est la matrice de transition du deuxiéme ordre des pro-
babilités conditionnelles.

En général ai le procéssus commence 8 zZéro:
=M,
P,=Q"" P,

ou @n) eat la matrice de transition du nieme ordre des porbabi-
lités conditionnelles.

L éxemple qul Ya &tre traité explique les différentes phases de
cette méthode. ' '

Exemple 1: Scit un cours d eau dont les apporta annuels peuvent
étre représentds par des variables aléatoires discrétes. Supppos-
8ng gue la distribution des débits est stationnaire. La variable
continue est appﬂkimée prar une variable discréte &t dans 1 année
t, guli pfénd la valeur gi1.

La filgure (1) illustre un ensemble pobsible de probabilités de.
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transition. Ces probabilités peuvent aussi étre regroupée dans une
matrice (figure 2) ol chague élément qiy représente la probabllité
de transition du débit qi dans une année au débit gy dans la sui-

vante.
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P,. Pa
A )
o" . . ! 0.4
o-a . °l3
02 | 0.2
01 | 0.1
: o -
Py P
) '
. 0.5
0.4 0.3
0.3
. 0.2
0.2
0.1 0
- - -
1 2 3 4 t 1 2 3 4 |

s .
Figure 1: probabilités conditipnnelles des débits annuels @c¢ égal

& g1 sachant que Qw-1 est égal &4 g+ pour Jg=1,2,3,4
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quand le débit était qy dans 1 année (t-1)

v gl 1 2 3 |
1
Probabilité 1 0.4 0.2 0.1 0
du débit g1 2 0.3 0.4 0.3 0.2
dans 1 année t 3 0.2 0.3 0.4 0.3
4 0.1 0.1 0.2 0.5

Pour le calcul des probabllités inconditionnelles supposona que
1 apport dans 1°année t est gz. Par conséquent, le vecteur Po sera

défini comme suit: )
T
P,=[0 1 O O]

Kn calculant le vecteur des probabiltés inconditionnelles suiv-

ant 1 éguation
— Y,
Pn—Q PO

pour les neuf années & venir on obtient le tableau auivant
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n Année Probsbilité inconditionnelles des débits

pe(1) pt(2) PE(3) pt(4)
A=0 £ 0. 000 1.000 0.000 0. 000
n=1 t+1 0.200 0. 400 0.300 0.100
n=2 t+2 b 0.190 . 330 0.310 0.170
n=3 £+3 0.170 0.316 0.312 0.199
n=4 t+4 . 0.163 | 0.312 0.314 0.211
n=56 £+5 0.159 0.310 | 0.315 0.216
n=6 t+6 0.157 0.309 0.316 0.218
n=7 £+7 .| 0.156 0.309 0.316 0.219
n=28 t+8 0.156 0. 309 0.316 0.219
n=9 £+9 0.156 0. 309 0.316 0.219

On remargue gque guand le temps progresse, les probabilités
attelgnent des valeurs limites dites les probébilités d’état sta-

tionnaire

Ir1.2.2 Probabilités d Etat Stationnaire:

C@mmancant dans Jla période n=l1, il est raisonable d accépter
que , comme le procéssus Z(t) est continu, les états dans les
périodes 2,3 et 4 ainsi de suite deviennent de moins en moins
dépendant des états de la période 1.

Définie d une autre maniére, 11 est éspéré que la distribution des
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probabillités d " états dans la période n=86 serait de loin moins
influencée par 1 état en‘période n=l que la digstribution en la
période nz=2Z2.

Ainsi guand n croit, les éléments de la matrice @(n) approchent
des valeurs d état stationnalre. Chague colonne est éguivalente &
un vecteur limite des probabilités inconditionnelles définie par:

im P,=mn=[1(0)...5t(c)]"

n-=

On obtient alors le systeme suivant

H=an>'“
intzl '

(=1

ol ne: est le nombre d’états

Une des équationgdu systéme est redondante, est comme il y a (ne)
inconnues et (ne+l1) équations la solution du systéme éxiste et est
unique.

La matrice de transition devient:

&

[n (0) + ¢+ m (0)]

lim (Q™}=| .

n—+&

it (e -+ m (c) ]
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Exemple 2: Cetk¥® éxemple traite du calcul du vecteur des pro-

babilités a 1 état stationnaire.
Deux méthodes p.?rmet:t:ent de déterminer celui-ci

La premiére méthode consiste 4 éffsctuer le _brodu.it @xg

... Jus-
Qu’a ce qu on obtient un matrice a4 colonnes Identiques.
La deuxieme méthode est la résolution du systéme.
[[=¢n
Zn= 1
4
1/ Soit la matrice de transition définie comme suit:
1 1
3 2
T 1
3 2
En éffectuant les différents produits @x@Q... on o.btient
16 15 0.4259 0.4306
36 36
2) _ 3 _
e®=1% . 21 Q
36 36 0.5741 0.5694
0.420 = 0.4282 0.429 0.429
QY = QS =
0.5710 - 0.5718 0.571 0.571

4 partir de @Q(8) on obtient:

4

n=[0.429 05717
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Z/ En utilisant la deuxiéme méthbde on obtient:

1 1

5 I, + 5 n, = n,
1 1
5 'no + 5 I, = n,
n, + 'no = 1

Une éguation étant redondante, on la remplace alors par 1 équation

ML +N,=1, on obtient le systéme :

1 1
n, + n, = 1
La solution d un tel systéme esat
3 ‘ 4 T
[no.:;=0.429 , T, =§;=0.571:|

]

II1.2.3 Modéle de Gould:

La théorie développée par Moran pour les donndes annuelles fiit
modifidée par Gould (1961) en'l’appliguant au x données mensuelles.
Gould a&outa la probabilité de défaillance dans 1 année, et prend
en considération la corrélation des données mensuelles, cependant
les données annuelles sont supposées étre indépendantes comme dans
le modéle de Moran.

Dans un tel modéle la défaillance signifie gque la demande men-
suelle atipulée ne peut &tre satisfaite duraﬂﬁ' une année particu—
liére, de la somme du contenu du réservoir a8 la fin de 1 année

pbrécédente et les apports durant 1 année courante.
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Ir.3 Cbrrélatiana‘et Changements Saisonniers des Apports:

Comme dxtension aés travaux de Moran, Kendal (1957) a considérér
un réservoir infini, différent du réservoir fini de Moran avec (de
nouvelles limites inferieure et superieure), et une distribution
du type Gamma des apports. Le probléme principaletla prise en
compte lors de la gestion probabiliste des réserves des corréla-

tionsddes éffets saisonniers.

II1.3.1 | Corrélation des Apports

Rbconpaissaut la nécéssité de minimiser 1 écart entre la
théorie et -la pratigue, Lloyd (1963) a amélioré 1la théorié de
Moran en prenant en considération la corrélation des apports,

Une chaine de Markov & deux variables était formulée pour tenir

compte & la fois de la corrélation des apports: et des états du
réserveoir sous ‘l’hypothése gue les apports sulvent aussai une
chaine de Markov.
Dans ce cas au lieu d’édcrire la probabilité de transition de
1l "état Z(t—lb a l‘éfat Z(t), la corrélation des apports est intro-
duite et la probépilité .de transition fera intervenir 1 apport &
la péricde corréspondante

Par conségquent, la solution des probabilités d état stationn-~
aire exige un grand nombre d équations, quoique cela n appelle a

aucun changement radical de 1 approche.
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If.3.2 Effets Saisonniersa:

Les changements saisonnlers sont des variations,gqui dans une
série chronologigue, sont de nature périodigque et réapparaissent
régﬁlierement chaque annde (ou & des intervalles plus courts).

Dans la recherche d’une solution des changements saisonnisers de
la distribution de probabilités des apports & l’intériéur d un
cycle annuel, Lloyd Odoom (1964) o;t suggéré la division de
1 année en k saisons et 1 utilisation des matrices de transistion
d ordre 1 Hifférentes pour chague saison.

Les solutions des équations simultanédes relative aux probabi-
lités d- état stationnaire & la fin de 1 année seront déterminées
en faisant le produit des matrice$ dans l‘ordrs-apprqprié-

Exemple 3: Application d une chaine de thkov d4 deux vari-
ablesa:
L exemple suivant est une illustration du cas ou 1 on tient compte

de la corrélation significative des apports entre les salsons.

Les donndes du probléme sont groupées dans le tableau suivant:

F
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Capaclité du réser- £ unités
voir
Saisons Hiver - Eté
Demande 1l u I u
Apport - 1 u éu 2 u 1l uoul2u

Nombre d états

2

Espace d’états 0 1
Limite des états 0+ 1 | B )
Réserve initiale 0.5 u

15V

" Connaissant les

apports d hiver,

nelles des apports pour 1°été suivant sont:

les probabilités condition—

Apport de 1 été

suivant

Probabilité conditionnelle pour

d "apport d hiver

2

0.3
0.7

0.6

0.4

De la méme facon, pour des apports d- été

connus, les probabilijités

conditionnelles deswappopts pour 1 hiver suivant sont données par:
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Apport de 1 hiver Probabilité conditionnelle pour
sulvant Il apport 4 été
4] 1
1 0.5 0.3
2 0.5 0.7

En incorporant les apports saisonniers on obtient les matrices

suivantes des probabilités de transition & deux variables.

a- Matrice W des probabilités de transition pour 1 hiver

Probabilité de transition
d état du '
réservolir (au début de la saif-
son d hiver)

.0 1
apport apport d " hiver
d "hiver
1 2 1 2
apport o 0.3 0 0 0
o dans 1 °&té
Etat dura suivant 1 0.7 ¢ o o
la . )
fin de 1la
salison apport 0 0 0.6 .3 0.6
d "hiver :
P s dans 1 °été
suivant 1 0 0.4 0.7 0.4
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Une probabilité nulle indigue qu’une transition sst Impossgible.
Par éxemple, & 1°état 0O au début de la salson d- hiver et avec un
apport de lu et une demande de lu ainsi gu'une réserve initiale de
0.5u, d aprés 1 équation de continuité, la réserve finale & la fin
de la saison d hiver sera de 0.5 u ce qui ne corréspond pas a
1°état 1 et par suite la probabilité de transition sera nulle.

Une probabilité différente de zéro indigque qu‘une transition.
est possible; par exemple partant de 1l état 1 au début de la sai-
son d hiver, avec un’ apport de 1u, une demands da 1u, une réserve
initiale de 1.5u on aboutit, gréce & d éguation da -continuité, a
une réserve finale de 1.5u qui corréspond bient & 1°état 1 & la
fin de la saison d hiver et par suite une probabilité de transis-
tion de 0.7 ' -

b- De la méme facon on peut’ construire la matrice S des pro- -

babilités de transition pour 1 été.
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Probabilité transition
d’état du
regservoir (au début de la sai-
son d’été)
0 1
apport d eté apport d été
0 1 Q- 1
apport 1 05 0.3 o0.5 0
0 dans
1l hiver
Etat duRa suivant 2 0.5 0.7 0.5 0
la
fin de la
saison apport 4 o ) a 0.3
d étd
1 dans
: 1 "hiver
suivant 2 0 o 0 0.7
IT. 4 Modéles Stochastiques:

Pour mettre au point une politigque d’éxploitation d un réser—

voir, gui spécifie les prélévements a4 éffectuer en fonction de la

réserve Iinitiale et des apports dans chaque période,

- modéles discréts -d optimisation prevent étre utilisss.

s
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Les apports, étant stochastigues, et supposés étre en corréla-

tion qui est définie par lIles probabilités de transisition des

débita d une période & une autre.
Puisque le probléme consiste en la prise de dsécision avec
risque, les objéctifs seront éxprimés comme des valeurs éspérées

et non des valeurs déterministes.

Ir. 4.1 Modéles de PL:

Watermeyer et Thomas étalient parmi les premiers & avoir utilisé
les procéssus Markoviens dans les modéles de PL pour déterminer des
politiques d éxploitation et de gestion des ressources en eau.
Plus tard, Dutrich et Louck ont développé ces modéles pour chague
réserve initiale v, apport naturei i et préléveqént d dansa chague
période t et nécéssaire pou} 1 "élaboration de politigue de ges-
tion. -

L objéctif dans de tels modéles est par éxemple la maximisation
des bénifices annuels nets éspérés. |

Ils se présentent comme suit:

rF

maximiser i Z Z Z F.xX5
: ; t v

4 a :

o XYi: représente la probabilité de l&chure pour une régerve
initiale v, un apport naturel i et un prélévement d durant une une

période t. Une telle probabilité est dite aussi probabilité con-
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Jointe.
fe = f(vfi,d,t): représente pour chague période lea bénifices
égpérds.
Sous lea contraintes ' \
- Somme des probabiliéés conjointes dans chagque période t

doit étre égale &4 1 unité.
)
ZZZLM \&

- Le produit de la probabilité conjointe pour une réserve
finale v dans‘une pbériode t et de la probabillité de transition des
"apports j dans une période (t+1) égalise la probabilité conjointe

pour une réserve initiale v et un débit j dans la période (t+1)

ZZZfX%“’ZX”” VDLt

*

ol @ représente les ldchures dans la période (t+1).

- Chague probabilité conjointe dolt étre non négative
T
maximiser ) ) > ) £,X%
+ ¢t w { d
sujeta ) > Y XW=1 vt
u 4 d
t t (t+1) -,
YYD FXDPP=Y X VU, ).t
v t d d )

y Cx®20  vuid

conatitue le modéle de PL stochastigque

Alnsi
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d’apports naturels plutst qu “un scala.irs d “apports seulemsnt.

N importe quelle fonction Te, linéaire oy non, Peut Etre utji-
lisée pour exprimer 1 objéctif de la gestion.

D aut.re.s modéles, jissues de ce dernier, ont été ensuite mis au
point. La différence pbrincipale entre ceux-ci eat la fagon de
brendre en compte les apports. '

Ils sont similaires gy pPrécédent sauf que I apport pasad le plus
récent (.zmedlat) est utilisé, au liey de 1’apport brésent, pour
exprimer la politigue actuelle de ] ‘éxploitation. En d‘aut;res'
termes, la poli tigque dans 1a pPériode t ne dépend paa de 1 apport i

dans la période t maisg de 1 apport dans la période ( t:@‘l J.

Ainsi cotte nouvelle catégorie de modeles ae brésente comme

L]

maximiser Z Z Z Z Z PR F xS0,
'sujetc‘z ZZZXS% Vi

20 Y FXGPPa Y XED Vo

v d

)
th.d20 Yu,.h,d,t

IIr 4.2 Modéles de PD
Little était parmi les premi ers 4 avoir déve] oPpEé  ce type de

modéles, 11 a supposé que les apports sont des vari.a_bles aléa-
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toires indépendantes. Pour tenir compte de la corrélation Buras et
Butcher ont amélioréxr ce modéle en utilisant un processus

Mabkovien bour les apports.

Soit UL la -valeur maximale des bénifices éapérés pour n
périodes resténtes avant la fin de 1°éxploitation du réservoir, lé
période actuelle t étant incluse.

Pour une période restante: '

' (L)
Uy = max(zpu t)
d 7

Avec deux périodes restantes
(L) L rrCL)
U2 = max(éjv_,Pif [f UE;:H])
d

"D une maniére générale, pour n périodes restantes.
: f ) L 771
UM = max ZPU [ft U6t+1]
wit . 7 /

oﬁ t: fait référence a la période actuelle et n:au nombre d années
restantes avant la fin de 1 éxploitation du réservoir.

51 cette équation est résolue pour chagque période pour les
années sgcoéssives, la politigue v (v,i,d) va étre définie rapide-
ment et ge répetera dans chagque annde succésaive, gquand cette_
condition est satisfaite et guand 1 écart UL T'-UL’, reste constant
pour tous les é&tats v,1, toutes les périodes t, la politigue
d'éxploitation'aura atteint un état étationnaire; condition non
établie que si les constantes fe et les probabilités de transition

P} ne changent pas d une période & une autre.
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Comme pour lea modéles de PL, si on prend en considération
Il apport & la période (t-1), ce maximum des bénifices éspérés'avecl
n périodes restantes avant la fin de 1 éxploitation sera défini

comme sult:
(t) Lrrin-1) ]
Uin)m= maX(ZPm Fe USSR )
d i

Ces modéles stochastiques gimples de PL et PD présentés ont &té
Structuréd dans le but de définir des politiques d éxploitation
d’un réservoir. Ceux-ci étant discréts, une interpolation est
nécésaaire pour définir dess politiques continues basdes sur des
apports naturels et des réserves continues.

Pour plus de précision des modéles de simulation peuvent &étre uti-
lisds afin de donner la distribution des réserves et des préleve-—

ments continus de n importe quelle politigque.

II.5 Téchniques de Discrétisation des Réservoirs en Ktats:

Le probléme gqui se pose toujours avec n importe guel modéle
discrét représentant un procéssus continu est celui du choix du
schéma des classes d’intervalles.

Une grande attention a été donnde au brobleme “Combien d états sont
suffisants pour les besoins pratigues 7. ‘
On cherche généralement 1 unité discréte la plus petite, 1 ap-
proximation la plus proche des situations continues et done la
plug_grande fiabilité des résultats. Cepandant, la discrétisation
en 3& petites unités impligue un grand nombre d équations et par
auite le procéssus de calcul, 81 la résolution est possible, peut

devenir onéreux.
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En augméntant le nombre d dtats la solution devient trés lente-
ment asymptotique & la solution réelle. Géndéralement, avec des
méthodes éxistantes? des résultats pratiques filables ne gont
obtenus que Jjusqu & l’utilisat;on de trente états [8]. Cependant,
Savarenskiy (1945) a recommandé 5 & 10 états, Moran (1958) 15 & 20
états avec 1 utilisation d une méthode de discrétisation moins
éfficace et Doran (19758) 5 & 10 états en utilisant la méme méthode.
que Saverenskiy. Il apparait qQu un tel nombre d’étaty solt suffis-
ant pour obtenir le risque de défaillance, lIla plus Importante
caractéristique de distribution des réserves dans les modéles
probabilistes classiques, avec une précision de * 0.001 (Klemes et
Jones, 1969).

Un nombre d états inadéquat, en pius du fait gqu~ il cause une
décroissance dans la préclaion, peut entrainer iun écroulement gra-
duej du schéma d optimisation. Cet écroulement preut étre inapercu

et les résultats peuvent méme sembler raisonablea.

II.5.1 Téchnigques de Discrétisation:

Plusieures téchniguesde discrétisation ont &té mises au point
pour trouver‘un nombre adéquat d états. Seulement, deux ont été
les plus utilisées: Savarenskiy (1840) et Moran (1854).

A premiére vue, la différence entre {les deux @schémas peut
sembler non importante, mais il a &té démontré par Doran (15975)
gue ;es solutions utilisant le lschéma de Sﬁvarenskiy convergent
vers la soluﬁion continue prlus rapidement que celles basédes sur
celui de Moran, cela veut dire que pour une capacité de stockage C

14
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donnée, le schéma de Savarenskiy nécéssite un plus petit nombre
d’états que dans le cas du schéma de Moran péur atteindre une
précision des probabilités des trois états importants:
* .

1- La probabilité gue le réservoir soit vide i.e le risgue
de défaillance (Pr(Z(t) = 0));

2~ la probabilité que le ééservoir soit plein i.e probabi-
1ité de déversement (Pr(Z2(t) = C)) et

I~ la probabilité gqu-il n”y est ni défaillance, ni déverse-
ment i.e que le débit sortant du réservoir est - égal au deébit
désiré (Pr(0Q < Z(t) < C)).

Pour illustrer les deux schémas de discrétisation, considérons
un réserveolir de capacité de stockage C alimenté par un apport
a;éatoire annuel x ayanf une densité de prqbabilité f(x) et
opérant pour une demande annuelle D.

La base de définition d’dtats de réserves est la méme dans lea
deux schémas et consiste en la subdivision de la capacite de

stockage C en k zones d égales longeurs:

C

- A=—
k
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Savarenskly Moran A1

in=C Zn=0C
; | ju
Zn > Zn1 Zn->2n
Zn-1 ) 7
nt ¢ [ ]
FAN
AN
2
1w
A 357 ¢
3w
: 2 ¢ ¢
2 ¢ ¢,
Z1 > 22 '
/IW 21> 21 I
w
Z21=0, Z1a0
t 4T t . 14T

Figure 1: Schéma de discrétisation
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Dans le schéma de Savarenskiy chacune de . ces zones est con-
sidérée comme une classe d intervalles et la Eéserve corréspon-
dante est définie au point central de cet intervalle. En oufre,
réservoir vide et plein sont définis comme des é&tats séparéas avec

une classe d’intervalles "zéro". Par conséguent, il existe n=k+2

étatg:
. A
Z,=0..“”Z]=(21—3)§ (2£)j<n-1) etZ,=C

Dans le schéma de Moran, les éléments internes sont aussi défi-
nis aux peints cqntraug de leurs classes d’intervalle corréspond-
ant. Les deux états limites, cependant, représentent chacﬁn une
classe d intervallesde largeur uniguement de A’2 et d&tendue
seulement d’un seul coté de leurs états réspégtifb (vers le haut
dang le cas de Zi et vers le bas dans le cas Zn) (voir figure 1).

La principale_ différence entre les deux schémas selon Kelmes _
(1965) et Doran (1975) est la précision avec laguelle les deux
états limites sont présentées:@ tandis qu ils sont nets dans le
schéma de Savarenskiy, ils asont représentés avec une erreur
0%¢$A/2 dans le schéma de Moran. D un autre cdté, ce dernier est
plus consistant qué celui de Savarenskiy: -”le changement net de
réserves W = x-D ne cause jaméis de transition a4 un différent si W
< P72, tandis que pour le schéma‘de Savarenskiy une  telle valesur
'de W ne cause pas de transition d un état interne, mails peut le

falre pour un état limite (figure 1).
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En général,le achéma de Moran tend & suréstimer les probabi-
lités de remplisaage et & souséstimer la probabilité gque le réser-

volr soit capable de satisfaire la demande D. .

II.5.2 Contrainiegsur le Nombre d Ktay:
Il éxiste deux contraintessur n qui doivent &tre satisfaites

pour que le schéma de Savarenskiy solit applicable.

1- n23: Cette condition doit étre satisfaite dans le but de
définir leg trois modes d éxploitation d un résefvoir (i.e éxploi-
tation sous défaillance, éxploitation dans les conditions honmales
et éxploitation dans les conditions de déversemgnq.

Z- La deuxieme contrainte est imposdée sur les limites de la

digstribution: . - "

C
> =
n (ZZL)+:2)‘

Il est 4 remarquer que la satlisfaction de ces contraintes est une
condition nécéssalre mais non suffisante pour obtenir des rdéaul-

tata significatifﬁ'_

En se basant sur ces deux schémas de discrétisation plualeures
téchniques déterminant les limites des classes d intervalles ont
été développées. Alnsi, le découpage peut se faire soit:

~ En choisissant des seuils et en suivant 1 évolution des
coéfficients de la matrice de transition.
- En utilisant la fonction de répartitionde 1 historigque des

réserves. On considére des classe d égales probabllités marginales.
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- En se basant sur les paramétres du méme historigue (i.e

moyenne el écart type). On procéde au découpage & 1°aide des

seuils suilvants:

(3

Z-k'0,+,Z~0,2,Z+0,++,Z+kd
sujeta: |

Z-k'020

Z+kosSC

o Z ot 0 sont réspéctivement la moyenne et 1 écart type.
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III  APPLICATION DES MODELES PROBABILISTES
DISCRET POUR LA GESTION DU
BARRAGE DE LA CHEFFIA

IIr.1 Dégeription du Barrage Ktudié:

Le systéme hydrigue é'étuQier conaiste en un - barrage situé a
l’egt de 1°Algerle dans la wilaya de Annaba: Le Barrage de la
Cheffia:

Se trouvant a 50 km de Annaba, il représente une source d une
iﬁportance capitale pour toute 1 économie de "la ville et ses
unités Industrielles et agricoles.

Le barrage de la Cheffia est éxploité & des f]ns multiples dont:

- Alimentation en eau potable de la ville de Annaba et ses
industries.

- Alimentation du complexe d°El1 Hadjar.

~ Alimentaion en eau d’irrigation du périmétre de la Bou
Namoussa. 1

- Régularisation des criies de 1 oued Bou Namoussa et réduc-
tion des innondations de la plaine.

Autre caractéristiques du barrage sont illustrées dans le tab-

leau suivant:
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Construction 1859 - 1965
Céte maximale de la retenue 1685 m
Superficie du BV 575 kmez
Capaclité maximale de la retenus 168. 483 Hmsz
Volume régularisé 95.0 Hmz
Envasement moyen annuel 0.2 Hms
Volume mort - 113 Hms

.2 Ocnis tign Ju 75 le WECUIE

Le mbdéle probabiliste utilisé repose pPrincipalement sur les
théories de Moran et Gould. IL a été appliqué pour des données
mensuelles.
| Les différentes étapes de construction du modéle peuvent se
résumer comme suit: |

1- Discrétisation du barrage en états et détermination des
ciasses d intervalles ainsi que les réserves ini¥iales pour chaqgue
état.

é— Pour chagque état J, au début de chagué année, la rédserve
est supéoséé étre constante.

3- Pour chaque état j, les réserves mensuelles sont calcultés
salon 1 éguation‘de continuité:

Z()=2(~1)+ X(1)-D(t)
ou
Z(t): réserve & la fin dé la période t.
Z(t~%): réserve au début de la période ti
X{(t): apport de ia période t.

D(t): demande & la période t.
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CHAPITRE III

4- Pour chague état j, détermination du nombre d’années
déficitaires: si au moins un mois est déficitaire (réserve nulle);
1l année sest déficitaire.

5- Détermination du vecteur de probabilités de défaillance
F: i1 est obtenu en divisant pour chague é&tat j, le noombre
d “années déficitaires par le nombre d anndes total.

6—- Détermination de la matrice He transition

6.1~ Pour chagque état j, a4 la fin de chague année, la réserve
finale obtenue est identifidée & un état donné 1i.

6.2- Pour chague état i, on djﬁise le nombre d années total: On
obtient ainsi la probabilité de transitionds l‘état‘j a 1l ’état i:
a(i,4).

| 7- Détermination du vecteur de p}obabilité; de ¢’ état ' sta-

tionnaire: ceci se fait en résolvant le systéme:

I =02 =
Z.nt;l

{
8- Calcul ‘de la probabilite de défailianqe donnée par le
produilt FTT.
8- Calcul des probabilités inconditionnelles d ordre n selon
1l équation:

Pn=Q'Pn-—l

4

L organigramme suivant récapitule ces différentes étapes
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Début

l

Iintroduction des donndes:

« hombre d'années na
= matrices des apports
- matrice des damandes
- nombre d'états ne
= las classes d'intervalles
- nombre d'anndes de simulation np

-hvoclaurﬂh
Partie|  : Calcul des réssrves pour chaqua état
ot lo voctour F

'
Do I =1,ne

- Do |=1na

!

S Do k=1,12

l

Z2(L),k) = Z(,},k-1) + XG,K) - DG, k)

'

Détermination du nombre d'années déficitaires

kt pour Pétati

¢
O
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-
| - (8)e—— FO=kim
| -

Partie ll: Détermination ds la mairics de transition
i - :

o Doi=tne

» Do km=1na

identifier 2{,k,12) & un étlt i

l

* Détsrmination du nombre d’années ayant
un éat final i : k/2 '

'

Calcul des probabiiités de transition
g(J) = k2/na

Parite {li: Détermination du vecteur 1
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CHAPITRE III

v() =2 q0) nQ

'

Réeolution du systéme
w=0Qn
Z"lr(i)=1

'

+’crtlo IV: Caicul de la probabiiité de défalllam%

Dol=1ne

l

Pd=Iu)*FQ)

|

Partie V: Calcul des vecteurs de
probabilté;conditionnel

@-u Do I=1,12xnp
Y

®
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@ |
l

1 Do | =t,ne
———"™| Do k=1,ne

|

p(l) = Zq(K) *pk1)
X °

Organigramme du modeale {
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CHAPITRE 111

Le niveau du volume mort est ‘pris comme niveau zéro, d’ou la
capaclté éfféctive du barrage est C = 155 Hms.

Soit Po le vecteur d’état Iinitial gqui corréspond au mois de
décembre 19892 ou la réserve é&tait 99 Hms (toujours par rapport au
niveau du volume mort).

Comme la flabilité des résultats est fonction du nombre d états et
de la téchnigue de discrétisation uﬁilisée, rlusieures méthodes
ont été utilisdes et un nombré d états variable a été teaté.

D aprés les résultats obtenus (annexe A) on éeut constater que:

—ALa méthode de Moran suréstime la probabilité de défail-
lance par rabport a4 la méthode de Savarenskly dans presgque tous
les cas, sauf celul o0 le nombre d’étatas est égal & 15: cecl
s 'éxpligque par le fait gque 1la méthode de giscrétisation de
Savarenskiy ne donne de bons résultats que pour un nombre compris
entre 5 et 10.

- D une fapgon géndrale, la méthode de disérétisation basée
gur la fonction de répartition des réserves donne la plus grande
probabilité de défgﬁllanée.

- La pwobagilité de défaillance ne sult pas 1 évolution du
hnombre d états, cependant, elle est fonction des classes d inter-
valles choisies pour un nombre d’états donné.

-~ Dans toqs les cas, les probabilités de défaillance
trouvées n’ 'excédent pas 10%, cela signifie qu’il y a peu de chance,

I'd
gue le barrage passe par un état vide oll prés du vide.
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CHAPITRE III

D autre part, pour comparer les méthodes gg%re elles, les
réserves probables des gquatre premiers mois de 1 année 19593 ont
8td comparées aux réserves réelles coréspondhntes aux mémes mois
(annexe B)

De cette comparaison on peut tirer que:

»

- Dans la majorité des cas la méthode de discrétisation
basée sur un choix alléatoire des seuils donnent une forte

soudstimation des réserves

- Pour des nombres d dttats réduits (3 &4 5}) les réserves
probables semblent, pour la fotalité des méthodes, approcher les
valeurs réelles, cependant, la largeur de la clasge d intervalle
eat trés grande d ol mangue de précision.

~ Pour un nombre d états assez grand (12 é‘15) il y a dimin-
ution de 1 éfficacité du modéle et les résultats pour les

différentes méthodes s éloignent des valeurs réelles.

- Lea méthodes de Moran et de la fbnétion de répartition
pour des nombres o états égaux 8 6 et a4 11 donnent de bons résul-
ti&, cependant pour les autres cas les réserves trouvées s éloign-
ent dss valeurs rgelleé- |

- La mhode dé Sévafenskiy, est la seule méthode qui donne
d assez bons résultats pour les différents nembres d états uti-
lisés et plusgs particuliérement pour une discrétisation en 7 é&tats.

- dans la plus part des cas, toutes ces téchnigues soﬁéstin

Vs
ment leg réserves réelles cela est dit d une part & une diminution

de la capacité du barrage par 1 éffet d’envasement, et d autre
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CHAPITRE 111

part, 4 la non prise en compte dans 1 éguation de continuité dea
ldchés éffectudes de temps a4 autre pour atténuer‘ leg é&ffets
néfastes 4 la stabilité de 1 ouvrage. .

D aprés ces remargques, et en se référgnt au naembre d’états
trouvé par la méthode stdlistigue, on adoptera dans notre cas, la
méthode de Savarenskiy comme méthode de discrétisation et un

nombre d états égal & 7;

Etats 0 1 = 3 4 5 &
limites 0 0-31 31-62 | 2-893 | 83-124 124-155 155
(Hmz)

Réserves 0 15 46 70 108 139 155
inftiales )

(Ams)

Dans ce cas la matrice de transition est donnée par:

0.200 ©0.133 0.067 0.000 0.000 0.000 0.000
0.26% 0.200 0.200 0.087 0.000 0.000 0.000
0.833 0.200 0.067 0.200 0.067 0.000 0.600
Q = 0.133 0.400 0©.333 0.200 0.333 0.200 0.200
0.000 0.000. 0.267 0.333 0.267 0.467 0.400
0.000 * 0.000 0.000 0.133 0.200 0.133 0.200
- 0.087 0.087 0.067 0.087 0.133 0.200 0.200

Le vecteur de probabilité de aéféillance F:
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F=[0533 0.333 0.133 0.000 0.000 0.000 0.000]

Le vecteur de probabilité d-état stationnaire fi:
n=[0.017 0,051 0.095 0.263 0.311 0.140 0.122]T
La probabilité de défaillance Pa:

P,=F-n=3.9%

Pour le .calcul des probabilités inconditionnelles la

initiale correspond & 1 °état 4;ainsi Po est telle que:
P°=[0000100]T‘

Les résultats obtenus sont résumés dans'le tableau IIT.Z2.1.
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Etat
Numéro du {0 1 2 3 4 5 &
Mois | . ' Réserves (Hma)
0 0-31 | 31-62 | 62-93 | 93-124| 124-155| 155
1 0.0 0.0 6.7 | 33.3 | 26.7 | =z20.0 13.3
2 0.4 | 3.6 | 8.9 | 24.4 | 34.7 | 15.1 12.9
3 . 1.2 | 42 ' 8.7 | 26.5| 32.0| 14.8 12.7
4 1.4 | 4.7 | 9.2 | 26.2 | 31.6 | 14.4 12.5
5 | 1.5 4.9 | 9.4 | 26.3| 31.4 | 14.2 | 12.4
6 1.6 | 5.0 | 9.5 | 26.3 | 31.2 | 14.1 12.3
7 | 1.6 | 5.1 9.5 | 26.3 | 31.1 14.1 12.3
8 1.6 | 5.1 | 9.5 | 26.3 | 31.1 | 14.1 12.3
g 1.6 5.1 9.5 | 26.3 31.1 14.1 12.3
10 1.6 | 5.1 9.5 | 26,3 | 3.1 | 14.0 12.2
12 1.6 | 5.1 9.5 | 26.3 | 31.1 14.0 12.2
13 1.7 | 5.1 9.5 | 26.3 | 31.1 14.0 12.2

Tableau III.2.1: Probabilités inconditionnelles (%)
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On remarque que 1 détat le plus probable du premier mois de
1l annge 1993 est 1 état 3, ensuite 1 état 4 devient le plus prob-
able Jusqu a4 atteinte de 1 état stationnaire aprés 13 mois.

On remargue gque le modéle souéstime la valeur de la réserve du
premier mois de 1 année 1393,cela est du fait gu” il l1ui faudait
un certain temps d’adaptation avant de donner des résultats

fiables.

Da la méme fagon an peut opérer avec les données annuelles, on-

adoptera le schéma de' savarenskiy et un nombre déat égal a 7.

Matrice de transition

0.333 0.2687 0.087 0.000 0.000 0.000 0.000
0.200 0.087 0.200 0.067 0.000 0.000 0.000
_ 0.333 0.067 0.067 0.200 0.067 0.000 0.000
@ = 0. 000 0.267 ©.267 0.067 0.200 0.067 0.067
0.000 0.000 0.267 0.267 0.067 0.200 0.067
0.067 0.000 0.000 0.267 0.287 0.067 0.200
0.0687 0.133 0.133 0.133 0.400 0.887 0.667

Le vecteur de probabilité de défaillance F:
F=[0.333 0.267 6.067 0.000 0.000 0.000 0.000]’?

Le vecteur de probabilité d état stationnaire w
n=[0.010 0.016 0.036 0.092 0.114 0.178 0.553]r
La probabilité de défaillancal Bg:-

Py,=F-n=10%

Le vécteur Po:

P,=[0 0O O100O071
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Les vecteurs des probabilités inconditionnelles sont donnés par le

tableau I171.2.2

Numéro ) Etat
de 0 1 2 3 4 . 5 8
1 année HRéserves (Hma)

0-31 | 31-62 | 62-93 | 93-124| 124-155| 155
1 0.0 0.0 6.7 | 20.0 6.7 26.7 40.0
2 0.4 1.7 4.9 8.9 15.8 16.9 50.7
3 1.2 1.8 | 4.0 10.2 | 11.5 17.8 53.5
4 1.2 1.8 4.0 9.3 11.7 17.7 54.3
5 1.8 3.8 9.3 11.5 17.7 54.8
6 1.1 | 1.7 3.7 9.2 11.5 17.8 55.0
7 1.1 1.7 3.7 9.2 11.4 17.8 55.1
8 1.1 1.7 3.6 9.2 11.4 17.8 55.2
9 1.0 1.7 3.6 9.2 §.11.4 17.8 52.2
10 1.7 3.6 9.2 11.4 17.8 55.3
11 1.7 3.6 1 9.2 11.4 | 17.8 55.3
12 1.7 3.6 8.2 11.4 17.8 55.3
13 00 1.7 3.6 9.2 | 11.4 17.8 55.3
14 . 1.7 3.6 8.z 11.4 17.8 55.3
15 ) 1.7 3.6 9.2 | 11.4 | 17.8 55.3
16 1.7 3.6 9.2 11.4 17.8 55.3
17 1.7 3.6 9.2 11.4 17.8 55.3
18 1.6 3.6 9.2 11.4 17.8 55.3

Tableau IIT. 2. 2: Probébilités inconditionnelles (%)
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L état stationnaire est atteint aprés 18 ans,on remargue gue
1°état 6 est le plus probable, ainsi que les probabilités gue le
régervoir soit aux états 0,1 et 2 sont faibles par rapport aux
autres états: Il y a de grandes chancesgue le réservolir soit a
1 "état plein chagque année.
" Conclusion

D aprés cet exemple ,on peut dire que les -résultats sont trés
‘sensibles 4 . la téchnique de discrétisation ainsi qu au nombre
détats utilisds, il féqdrait éviter un nombre d’états réduit
engendrant des classes d intervalles larges afin de ne pas avoir
une perte de précision, de méme, il ne faudrait pas utiliser un
grand nombre d’états, donc des tranches ﬁrop petitezs, car 1le& peu
de passages dans chaque état ne permét pas 1 obtention de résul-
tats fiables.
Le modéle utilisé ne prend pas en considération la corrélation des
apports et leurs éffets salisonniers; pour affiner les résultats il
serait scuhaitable d utiliser ume chalne de Markov & deux vari-
ables. |
Malgré ces inconvénients, ce modéle a donné d assez bons résultats
en ce gul concerne les gquatre prémiers mois-de l’année'1993; il
pourra étre utiliser comme outil d aide & la décision pour la geas-

tion du barrage de la Cheffia.
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CONCLUSION

CONCI{SION GHENERALE

La croissance continue de 1 incompatibilité des diverses utili-
sations des ressources en eaux, au coﬁrs de ces dernieres
décennies, a& incité un éffort considérable d accroissement de la
sensibilité et de la seéléctivité deg méthodes d analyse qui
parmettent de developper 1 immense domaine de recherche gu’est la
gestion des ressources hydriques.

Les deux types de modéles (programmation linéaire et modéles
probabilistes discréts) abordés dans cette these, ne constituent
gu'up des aspects de la gestion de 1 eau.

La méthodoiogje proposée‘ ici a permis: dans une premiére étape
de développer un modéle de gestion simple et de structure favor-
able 4 la modélisation: La programmation lindalire. Une application.
4 un cas simple a montré lé compléxité du domaine de gestion des
ressources hydri&ues et la nécéssité de prendre en considération,
en plus des éxigences dconomiques, des contraintes sociale, Juri-
digues, ... |

Dans une deuxiéme partie, des modéles discréts ont é&té déve-
loppés et une application au barrage de la Cheffia a &té faite. La
fiabllité des résultats est fonction en grande partie de la

méthode de discrétisatjon et du nombre d états utilisds.
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CONCLUSION

Enfin, malgré 1la relative asimplicité des systémes et modéles
étudiés, ce type de recherche vise 4 promouveoir une gestion de

1 eau en développant un ensemble d outlils d aide 4 la décision.
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ANNEXE A

Variation de Ia probabliité de défaillance en fonction de la méthode de
discrétisation et du nombre d’états utilisés .
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ANNEXE B

Comparaison des réserves probables et réelles des 4 premiers mols
de 'année 1993 en fonction de la méthode de discrétisation
et du nombre d'états utilisés )
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Fonekiog e o, gs-fjw ov 46 _425 35 .. 125 §§ - 1256
S oA 05,,' o §0 _110 40 _ 140 90 . 110

Tableau Bd: Cas ou le nombre d’ états sgal & 7

Zicerves probableg okS g prewiers Moss g annce 1993 (4n3)
e, Mors . anv'r'cr Fevrier rMars _4\7‘0“!'6-
Sawfen.di, ¢2 93 932 _ 124 943 712y 93 _ 729

Moran . ';;: fzﬂ ov 99 . 121 39 _ 121 99 .~ 7127
Forch e, | 15 - M2 46 ~142 | #5 ~142 75 _ 112
O aent e |58 — 02 57 ~foz | 55 -102. 57 - 10z
Statsbique- | 5§ . 103 5 - 103 §5 . 103 55 - 103.




g -

Y

Tableau B6: Cas ou le nombre d°états égal a &

Riserves ’p”/,'_‘/‘_p_g ab_g 4 Prcml'ers mols ole L gnnée 1892 (4m3).
M oHooddi Meis | 6,/41’!10":'“ Fevrryer Mars of vrie .
Sevareashiy.| 3 .104 . 1oy i _1oy 77 - tey
Mevan 66 . a1 81 - 117 g7 _11¥ 81 -11%
B ariiepn. | Co ~ 99 99 . 129 | 95 _ 124 99 - 129
@Ad-“:'zﬁﬁih 9y _ 44 Wy . 94 $ye .94 gy . 24

Tableau B7: Cas oii le nombre d états égal 4 M

Beser ves pmldles des 4 Fraw"u.s mols e Llarnie 1417 (HnmS)

M Mi‘w&f‘ N anvies Fevries Mars Avr'C.

Savarenshy.| 102 119 702 7175 102 .. 114 To2 . 7119
Mo ran ;;;: :’f:ﬁ?‘ ‘au 110 114 Toq - 114 107 - 116
nekr ¢ .~ YO ov —

iz I O S MR L ve -7
DRLOTTT 42 gy 42 - 9 2 - 8 A




Mors

Y

FAanvTe

RiSir ves.

127 -

Fevrr'es

Mars

4!/7‘:.@

725

730

726

Tableau BB: Réserves réelle des 4 premiers mois de ] annde 1833

(Hmz )

Tableav B5 : Cas o' le nombre o thats igal a5

Zeserres pm&aﬂa Wies 4 premias  mers At Ulanna 1433 (Hm?)y.
e Hoo e Mor< '/Ah\f‘lu Peerrrer mars W
ASavarers by 'Y f¢ — 96 by - 96 £¢ - 95
Moran 13«99 13 99| (3 — a¢ §3 _ 4y
e, | Wols 2 | 10-90| 0= 6| 5 - 99
R i I L (e 75 ~do | #H - do 7 - 9o




