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ABSTRACT

‘ The object of this thesis is to analyse flows in
nonprismatic open channel with rectangular cross-sectional.To analy-
se flows in these channels, two-dimensional,depth-averaged,unsteady
flow eguations in a transformed coordinate system are solved numeri-
cally by using the MacCormack scheme.The unsteady flow model is used
to obtain steady flow solution by treating the time variable as an
iteration parameter and letting the solution converge to the steady
gtate.The results obtained,compared with computaticonal and experi-
mental data obtained by other investigators, show satisfactory
agreement in cases where the assumption of hydrostatic pressure

distibution is wvalid.

RESUME

Le but de cette thése est d'analyser des écoulements a
surface libre dans des canaux non prismaticues & section transversa-—
le rectangulaire. L'analyse de ces écoulements a été faite a partir
des équations bidimensionnelles, moyennées sur la profondeur , en
régime non permanent dans un systéme de coordonnées transformées et
résolues numéricuement par un schéma de MacCormack. Le modé&le en
régime non permanent est utilisé pour obtenir des solutions en régi-
me permanent en traitant la variable temps comme paramétre d'itéra-
tion et en laissant la solution converger vers un état permanent.
Les solutions obtenues,comparées aux résultats expérimentaux et
nuériques d'autres chercheurs, montrent un accord satisfaisant dans
le cas ol 1'hypothese de la distibution hydrostatique de pression
est valide.
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CHAPITRE U : HISTORIQUE

Chapitre (

HISTORIQUE

L'hydraulique est une science aussl anclenne gque la civi-
lisation humaine puisqu'elle commande toutes les utilisations

de l'eau .

On possade de nombreux témoignages de l'existance d'ouvrages
hydrauliques datant de la préhiétoire, notamment en Egypte, en Iran,
en Inde, au Pakistan et en Chine. Au début, ces ouvrages étaient
destinés essentiellement a 1'irrigation, mais par la suite on a
assisté A 1'apparition des canalisations artificielles et des petits
appareils hydrauliques tels que le siphon et la pompe volumétrique a

piston .

En définitive, 1'hydraulicue de 1'antiquité fut surtout, en

dehors du principe d'approximations successives vers le but cherché,

un art.
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On doit tout de méme admirer 1l'ceuvre de ces anciens
constructeurs qui ont permis a leurs successeurs d'entreprendre le

développement de la science de 1'hydraulique .

Ces inventions et découvertes antérieures furent utilisées et
perfectionnées par les ingénieurs Gr2cs et ensuite par les
ingénieurs Romains qui acquirent des Grécs une grande partie des
connaissances initiales QU'ils utiliserent par la suite pour 1'amé-

lioration et 1'invention d'autres 6u§rages hydrauliques.

Comme touteé les autres filiéres scientifiques, 1'hydraulique
passa par une période de transition fréquemment dénommée " 1'dge
des ténébres ". Le progrés de la science fut lent et laborieux et
ce ne fut gqu'au bout de plusieurs siécles que 1'accumilation des
efforts de nombreux savants en différents pays, permit de clarifier
les principes élementaires de mécanique sur lesquels allait se

fonder la science de 1'hydraulique .

Pendant la renaissance, 1'hydraulique qui porte encore la
marque distinctive de ses origines empiriques, fut nécéssairement
retardée dans son développement jusgu'au moment ol la méthode

expérimentale fit son apparition dans le domaine de la mécanique .
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Le sieécle gui suivit immédiatement la renaissance contribua
d'une maniére générale au développement de 1'hydraulique; il est
méme surprenant de constater que les réalisations atteignirent une
telle ampleur, car ni les mathématiques, ni la mécanicue n'étaient
encore assez avancées pour servir de guides certains dans

1'interprétation des faits observés .

Le développement ultérieur de l'hydraulique repose essentiel-
lement sur 1'amélioration des outils mathématigues et sur des no-
tions de mécanicque qui prirent un trés large essor au XVII siécle.
Parmi les célébres mathématiciens du XVII siécle qui contribuérent
au développement des mathématiques, de la mécanique et de la physi-

que on cite :

Descartes (1598 - 1650)

{

Pascal (1623 - 1662)

- Huyghens (1629 - 1695)

Newton - (1642 -1728)

En définitive, pendant une période d'une centaine d'années, les
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mathématiques, la physicque et la mécanique avaient pris un essor
remarcquable, toutes les possibilités étaient donc enfin rassemblées
pour permettre 1'enonceé des principes de base du mouvement des

liquides .

Au cours de ces trois derniers siécles, de trés nombreux
savants contribuérent au développement de 1'hydraulicque. Nous ne

citerons que les principaux

- Bernoculli (1700 - 1782) Laplace (1749 - 1827)
- Euler (1707 - 1783) Reech (1805 ~ 1884)
- Clairaut (1713 - 1827) St-Venant (1797 - 1886)
~ D'Alembert (1717 - 1783) Darcy (1803 - 1858)
- Lagrange (1736 - 1813) Bergeron (1876 - 1948)

11 faut noter ici que les contributions principales du début du
X¥ siacle ne tiennent tant dans de nouvelles découvertes gue dans la
vérification, 1'assimilation et le développement des découvertes

déja faites. On assista aussi dans cette période & la création d'un
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certain nombre d'instituts et de laboratoires de recherches

d'hydraulique, notamment en France, aux U.S.A, en Allemagne et

autres.

A présent, 1'hydraulique moderne étend ses frontigres au-dela
de son domaine traditionnel. La recherche hydraulicue se développe
trés largement dans les laboratoires industriels ou universitaires
auquels se sont adijoints, dans divers pays, des laboratoires

gouvernenentaux bénéficiants de 1'appuil financier de 1'état.;s;
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CHAPITRE I : INTRODUCTION GENERALE

CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

I.1 INTRODUCTION

Les transitions dans les canaux & surface libre sont
communément utilisées dans les applications hydrauliques, notamment
dans la réduction des pertes d'énergie, dans certains dispositifs

d'écoulement critique, et dans certains bassins d'amortissement.

L'analyse de 1'écoulement dans une zone de transition
devient compliquée si 1'écoulement est supercritique et est
accompagné d'ondes transversales (ondes de choc), ou si1 un ressaut
hydraulique se forme lorsque 1'écoulement passe du régime

supercritique au régime subcritique.

Actuellement, les modeles mathématiques relatifs aux



CHAPITRE I : INTRODUCTION GENERALE

écoulements supercritiques dans les canaux évoluent rapidement.

Dans cette thése, un modele d'écoulement non permanent
bidimensionnel est utilisée pour obtenir des solutions & 1'état
permanent en utilisant le temps comme paramétre 4d'itération.
une telle méthode est capable de simuler les é&coulements mnixtes
subcritique et supercritique, si une téchnique numérigque aﬁpropriée

est utilisée.

Une extréme attention doit étre prise en compte lors de la
discrétisation d'un domaine physique de forme géoﬁétriquement
complexe. Pour cela, nous avons utilisé une transformation géomé-
trique simple ( mais efficace ! ) pour analyser notre probléme,
en convertissant le domaine physique en un domaine de calcul
rectangulaire;notre modéle sera donc basé sur des équations en coor-

données transformées.

On utilisera ce modéle pour analyser les differents cas

suivants:

- 1'écoulenent supercritique dans un rétrécissement.

- 17écoulement supercritique dans un élargissement.

- le ressaut hydraulique dans un élargissement.
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Les résultats obtenus seront comparés a des travaux anté-
rieurs de différents chercheurs effectués numériquenent et

expérimental ement .

I.2 CLASSIFICATION DES EQCOULEMENTS

Les écoulements a surface libre peuvent é&tre classés suivant
la variation de la profondeur de 1'écoulement dans le temps et dans
1'espace. Si le temps est pris comme critére de classification, on
distinguera 1'écoulement permanent et 1'écoulement non permanent .
Si 1'espace est pris comme critére, on distinguera 1'écoulement

uniforme et 1'écoulement varié .

Un écoulement & surface libre est dit uniforme, si la profon-
deur de 1'écoulement est la méme en toute section du canal, un
écoulenent uniforme peut &tre permanent ou non permanent.

Remarquons qu'un écoulement uniforme non permanent implicue que la
surface libre fluctue en restant parall2le & la pente de fond,

évidement ce cas est pratiquement impossible .

Un- écoulement: & surface libre est dit varié, si la profon
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deur de l'écoulemgnt varie le long du canal, il peut &tre évidement

permanent ou non permanent. Un écoulement varié peut alors présenter
soit une variation graduelle,soit une variation brusque et rapide :

1'écoulement varié se subdivise donc en écoulement graduellement

varié et en écoulement brusquement varié (a;.

Cette classification est résumée comme suit :

I. Ecoulement permanent.

1. Ecoulenent uniforme
2. Ecoulement varié
a. Ecoulement graduellement varié

b. Ecoulement brusquement varié

IT. Ecoulement non permanent.

1. Ecoulement uniforme non permanent
2. Ecoulement varié non permanent
a.Ecoulement non permanent graduellement varié

b.Ecoulement non permanent brusquement varié.
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I.3 REGIME D'ECOULEMENT

L'effet de la gravité sur le régime d'écoulement est
representé par le rapport des forces d'inertie aux forces de

gravité,Ce rapport est donné par le nombre de Froude:

” (gH)*/=

olt V est la vitesse d'écoulement, g l'accéleration de la pesanteur
et H la hauteur hydraulique définie comme étant le rapport entre la

section mouillée du canal et la largeur de la surface libre .

Pour un canal rectangulaire, cette hauteur devient la

profondeur de 1'écoulement .

On dira gque 1'écoulement est en régime criticque si le nombre

de Froude est égal & 1'unité (soit V = vgH ).

- 10 -
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L'écoulement est en régime subcritique, si le. nombre de
“Froude F est inférieur & l'unité ( soit V < /gH ).Dans cette état
1'effet de la gravité est plus prononcée ceci se traduit par une

faible vitesse d'écoulement .

S1 par contre F est supérieur a l'unité {(soit V > vgH ) le
régime d'écoulement devient supercritique; les forces d'inertie de-~
viennent alors plus prépondérantes ceci se traduit par une vitesse

d'écoulement importante .

La vitesse critigque vgH est plus souvent appelée célérité de
l'onde gravitaire qui apparait dans un canal lors d'un changement

local dans la profondeur de 1'eau.
On doit noter gu'une onde gravitaire peut se propager vers
l'ambnt d'un canal pour un écoulement en régime subcritique, mais ne

peut se propager dans cette direction pour un régime supercritique.

Pour cektte raison ,la possibilité ou 1'impossibilité de la

- 11 -
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propagation d'ondes gravitaires vers l'amont peut &tre utilisée
comme critere de distinction entre un régime subcritique et

supercritique .

I.4 CANAUX PRISMATIQUES, CANAUX NON PRISMATIQUES (a;

On dit qu'un canal est prismatique si:

~ Les génératrices du canal sont des droites paralleles

entre elles.

- La forme du canal ne varie pas le long du courant

liguide.

On dit ¢u'un canal est non prismatique si:

- Les génératrices du canal ne sont plus paralléles

entre elles.

- Ia forme du canal est soumise a des changements locaux

de sections le long du courant liguide.
Les changements locaux de sections peuvent &tre :

- Des rétrécissements brusques ou graduels (convergent).

- Des élargissements bruscues ou graduels (divergent}.

- 12 -
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CHAPTITRE II : ECOULEMENT DANS LES TRANSITIONS

CHAPITRE II

EQOULEMENT DANS LES TRANSTITIONS

II.0 -INTRODUCTION

Tout changement de section d'un canal considéré provoque
une surface d'écoulement non plane. Les dénivellations ainsi géné-
réeé sont négligeables pour des écoulements fluviaux (ou subcriti-
gques ), mais deviennent importantes pour des écoulements torrentiels

(ou supercritiques )izzi.

On releve d'une part, que les conditions d'écoulements
torrentielles ne se retrouvent pratiquement que dans des canaux
artificiels,et d'autres part que des ondes de choc sont habituelle-
ment présentes dans des canaux non prismatigques pour des écoulements
en régime supercritigque; ce qui nécéssitera une surélévation impor-

tante des parois du canal.
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Dans ce chapitre, la formation d'ondes transversales sera
examinde,tout d'abord, pour les déviations de mur vertical dans un
canal. On poursuivra par 1l'analyse des rétrécissements puis,des
élargissements et on terminera par une bréve description du ressaut

hydraulique.

I1.1 ONDES TRANSVFRSALES (g.14.22:

Par opposition & un écoulement subcriticque dans des canaux
découverts, un écoulement supercritique peut provogquer des ondes de

choc.

Chaque obstacle dans un canal(par exemple,pile,déviation, ou
jonction ) crée des perturbations qui provoguent des ondes station-
nalres a la surface de 1l'eau ( creux,surélévation }.De telles ondes

sont appelées :ondes transversales ou, par analogie avec la dynami-

cue des gaz :ondes de chocs,

- 14 -
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I7.1.1 Exempie d'une Déviation Brusque d'un Mur

Considérons un écoulement supercritique paralléele dans un
canal rectangulaire. En un certain point le mur est dévié vers
1'écoulement d'un angle 8. Cette déviation cause une pertubation de
1'écoulement faisant un angle B par rapport 4 la direction initiale
de i'écoulement.L'angle B est appelé : angle de choc et la ligne

correspondante : onde tLransversale.

Déviation d'un mar et ondes de choc

- 15 -
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Les &quations de continuité et de quantité de mouvement

appl iquées perpendiculairement au front du choc donnent :

' | havasing = hovosin(B-0) : ( ETy )

I

" hlz_h22 thzzsinz (B_e ) “hlvlzsinzﬂ

i - ( ET. )
2 g

oll les indices « 1 » et « 2 » indiquent respectivement les sections

amont et aval de 1'onde de choc.

On peut montrer de plus que les projections des vitesses v,

et v, sur le front d'onde de choc ne varient pas ,donc

“ hitanf = hotan(g-8) { ETs )

Ainsi, si 1'on connait hi,v. et 8,les équations (ET.},(ET3)

,(ETs) donnent des expressions pour les inconnues ho,va et B .

- 16 -
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L'élimination du terme vw.sin(8-6) dans (ET.),(ET»} donne

pour l'angle de choc:

" 1 Y ( 1+ Y)

" sinf = i 1+7= { ET4 )

u 2 2

ot Y=ho/h; ; pour Y = 1, correspondant & de petites variations de la

surface libre de 1'amont & 1'aval , on obtient

” ging = — { ETs )
I Fa
L'angle de choc devient B=90° pour F.=1 et diminue pour des nombres

de Froude élevés.

II.1.2 Ondes Positives, Ondeg Négatives (i1a;

La figure ci-dessous représente un canal dont le nombre de

Froude de 1'écoulement & 1'entrée F. > 2. Aux points A et B, le

-17 -
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canal change de direction d'un angle 6.

Au point A, le changement de direction rentre dans
1'écoulement: la déviation du mur est qualifiée de « positive » et.
une onde positive se forme avec augmentation de la profondeur de

1'écoulement .

Au contraire, la déviation du mur au point B est « négative »
et une onde négative se forme avec diminution de la profon-

deur de 1'écoulement, Cette onde est différente de 1'onde positive

- 18 -
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du fait que le changement de profondeur est progressif et non

brutal.

La zone a l'amont des ondes transversales, c'est-a-dire 3
gauche de ACB, n'est pas influencée par le changement de direction

et les lignes de courant restent parallzles au canal d'entrée.

Dans '‘les zones ACE et BCD, les lignes de courant sont paral-
l2les aux rurs du canal aval et les profondeurs de 1'écoulement aug—

mentent et diminuent respectivement.

Le point C est 1'intersection des deux ondes transversales.
Toutes deux pénétrent dans des zones perturbées, mais aboutissent
( en raison de l'inversion ) & la zone d'état initial.
Il en résulte que les caractéristiques dans la zone CDEF sont
égales a h, et F,. Cependant, les lignes de courant ont dévié de 26

par rapport a4 la direction de l'écoulement initial.

A l'aval de la ligne DFE, une inversion se produit de
nouveau:les lignes de courant deviennent paralléles aux murs .La
profondeur de 1'écoulement augnente dans la zone DFH et diminue

dans la zone EFG.
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Le long du mur AEG, la surface s'éléve tout d'abord
bruscquement puis tombe au-dessous de la profondeur initiale h,.
L'écoulement devient ainsl agité dans le canal, ce qui nécéssite des
murs plus hauts que ceux de la zone d'entrée, pour gela une partie
importante de 1'étude d'un coursier porte sur la réduction des

sommets des ondes .

IT.2 REDUCTION DES ONDES TRANSVERSALES |14,

le moyen le plus éfficace pour réduire les ondes
transversales est basé sur le principe de l'interférence d'ondes .
Selon ce principe,une onde négative est produite pour remplacer une
onde positive identique.Par exemple,une déviation de mur positive
dans un canal de largeur finie,telle que .représentée sur - la figure
(a)  ¢i-desscus conduit & une augmentation de la profondeur
d'écoulement (hz>h;). Dans la figure (b}, l'inverse- se prodult

conduigant 3 une diminution de la profondeur d'écoulement & 1'aval.
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0
By~

figla) , fig(b)

II.3 RETRECISSEMENT D'UN CANAL DANS DES CONDITIONS D'ECOQULEMENT

SUPERCRITIQUE (s.14,2213

II.3.1 Type de Rétrécissement

Un prebléme important est 1'étude du rétrécissement pour pas-

ser d'un canal d'entrée de largeur b; a un canal de lafgeur ba < ba.

On distingue les rétrécissements en forme d'entonnoir, en

forme d'éventail et en forme de tuyere (respectivement a,b,c dans

- 21 -
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les figures ci-apres):

¢

e e e - —
e = ——————

——— e —

Le premier type & une forme polygonale entre la partie large
et la partie étroite du canal. Dans la forme en éventail, on utilise
des arcs circulaires dont la courbure est orientée vers l'écculement
alors que dans la forme en tuyere deux arcs circulaires sont dispo-

sés en S.

Le rétrécissement en forme d'éventail présente le minimun de
déviations élémentaires et correspond ainsi & la forme optimale du
point de vue géométrique,ce type d'ouvrage sera,en particulier,congu

pour les évacuateurs de crue dont le seuil est arqué.
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En ce qui concerne le rétrécissement en forme de tuyere,

1'arc amont aura un rayon plus petit que 1l'arc aval.

On s'intéressera plus particuliérement au rétrécissement en

forme d'entonnoir.

I1.3.2 Rétrécissement en Forme d'Entonnoir

Représentation de 1'écoulement dans un rétrécissement de canal

d'aprés Ippen et Dawson (1951)
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La figure ci-dessus représente un rétrécissement symétrique,
de tracé rectiligne,avec lignes de courant et ondes transversales.

L'indice « 1 » correspond aux conditions d'écoulement. a
1'entrée;h,, v, et F, étant respectivement la profondeur,la vitesse

et le nombre de Froude de 1'écoulement & 1'entrée.

Pour un angle de rétrécissement arbitrairelﬁ, le schéma de
1'écoulement est représenté par la figure précédente.
Les largeurs du canal d’'entrée et du canal de sortie sont
respectivement by et bs. Ce changement de la largeur du canal

provogue un systeme d'ondes de choc.

En particulier des ondes transversales positives partent des
points A sous un angle B.. Les deux ondes de choc des
points A se rencontrent au point B situé sur l'axe du canal, puis
sont réfléchies sur les murs opposés aux points'C et pénétrent dans
le canal aval. Simultandément, des ondes négatives se forment aux
points D, La superpositioh des ondeé positives et négatives conduit
3 un écoulement agité.Il en résulte que 1'écoulement dans le canal

aval connait des perturbations.

Par conséquent un choix correct de 1'angle de rétrécissement

8, conduit a une nette amélioration de 1'écoulement.
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Il est évident que le choix de & dépend du nombre de Froude
aront Fy et du rapport des largeurs &= b,/ba. Une fois & et €
fixés, chaque changement de F, conduit & la situation représentée

dans la figure précédente.

a) - b,|
;\ 1 32 (: [) lt)s
1 TS8[s 3
> _T'
L L
. L R
b) -

5
'_’
|
|
I
|||

Conception d'un rétrécissement de canal en forme d'entonnoir

d'aprés Ippen et Dawson (1951)
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a) - Vue en plan
b) - Coupe longitudinale avec:
( ——— )} Profil de la surface libre dans 1'axe du canal

{ — ) Profil de la surface libre le long des parois

Si 1'onde transversale positive est dirigée exactement vers
le point D ,l'interférence des ondes se produit comme précédement.
L'écoulement qui en résulte dans le canal aval n'a pratiquement pas
de perturbations de surface.Tl s'ensuit qﬁe‘seul 1'écoulement dans
la zone 2 n'est pas axial ( fig.(a) ci- dessus ); la figure (b)
représente des profils caractéristiques de surface, le ‘long des

murs latéraux et le long de 1'axe du canal.

D'aprés Hager et Bretz 1'angle de rétrécissement 6

peut-étre déterminé par la formule approchée suivante :

" tanf = [ - 11 : ( ETg )

” 2F, b

s1 B < 10°
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La conception se base sur le débit pour lequel la hauteur maximale
de l'onde se produit .
Ce débit n'est pas connmu & pricri. On considére, en général,le débit

de projet. Pour tous les autres débits, la forme du rétrécissement

ne sera pas conforme i 1'équation (ETg).

IT.4 ELARGISSEMENT D'UN CANAL DANS DES CONDITIONS D'ECOULFMENT

SUPERCRITIQUE (32,

Les écoulements sortant d'une conduite, d'un évacuateur de
crie ou d'un coursier & pente raide peuvent déboucher dans un canal

aval de largeur plus grande.

Par opposition & une réduction de la largeur d'un canal, ol
la vitesse moyenne v diminue et la hauteur d'eau h augmente en
direction de 1'é&oulement, v dans des canaux a parois divergentes

augmente et h décroit pour des conditions pseudo-uniformes.

Rouse et al.(1951) ont présenté des résultats permettant le
dimensionnement des élargissements dans des conditions d'écoulement

torrentielles.
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Un tel élargissement est représenté dans la figure ci-dessous :

Géométrie d'un élargissement

dans des conditions d'écoulement torrentielles

{ —— ) Profil de la surface libfe le long de 1'axe
( =—— ) Profil de la surface libre le long des parois

{ * ) Début et fin de la transition
o1 b, et b. sont les largeurs a 1'amont et & 1'aval du canal

rectangulaire.L'écoulement provient d'un canal amont prismatigue de

largeur b, sur un canal aval de largeur infinie {by/b> —> 0).
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La fonction de la largeur B=B(x) dans la transition est :

| = (1 1772 + 1) ( ET- )

“ bi 2 baF,y
ol Fl'est le nombre de Froude amont.

Remarquons que si la transition entre le canal étroit et le
canal plus large est trop brusque, des ondes transversales importan-
tes peuvent se former.Par contre, une transition trop progressive
conduit a un ouvrage de grande longeur et coliteux.

Remarquons aussi que la forme de 1'élargissement représenté

par 1'équation ET, empeche la séparation de 1'écoulement.

IT.5 GENERALITES SUR LE RESSAUT HYDRAULIQUE (5.,

II.5.1 Définition et Description du Ressaut
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ILe ressaut hydraulicue est une brusque surélévation  de la
surface libre d'un courant permanent ocu transitoire.Celle-ci passe
d'une profondeur h, < h. supercritique, h, éorrespoﬁdant‘é un axe
d'amont & une profondeur hz > hcrsubcritique, h. correspondant a un
axe d'aval. La profondeur h, est la pronfondeur critique de 1'écou-

lement dans le canal.

Le ressaul sépare un axe supercritique ou d'amont 4d'un axe

subcriticue ou d'aval.

81 le ressaut présente un exhaussement suffisamment important
de la ligne d'eau , un ou plusieurs rouleaux se produisent avec dé-
ferlement et turbulence, si bien qu'une perte de charge non négli-

geable se produit au droit du ressaut.
Si on désigne A, et A-. comme étant les sections & 1'amont

et a4 1'aval ol les filets  fluides sont supposés pratiquement

parall&les, on distinguera :
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x % | A
11— - 24

~ les profondeurs conjuguées h; dans A, et h. dans As ;

la hauteur du ressaut (ho-h.) ;

I

la longeur du ressaut L ;

la perte de charge J qui est -1'abaissenent de la ligﬁe‘de charge ;

La longeur du ressaut I est déterminée par des formules
empiricques dont voigi les plus simples :
- L= 5h.
- L= 6(ha-hy)

Les autres éléments du ressaut,eux,peuvent se calculer a

partir de considéralions théoriques.

Selon cque les nombres de Froude sont proches ou éloignés

de 1, le ressaut présente des allures différentes.
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CHAPITRE I71I

MODELISATION MATHFMATIQUE

TIT.1 PEQUATIONS FONDAMENTAIES ;-,15,1713

Les équations bidimensionnelles d'un écoulement graduelle-
ment varié en régime non permanent dans les canaux a surface libre
sont obtenues en appligquant les principes de conservation de la

masse et de quantité de mouvement et en faisant des hypothéses

simplificatrices.

I1II.1.1 dHypothéses

- Liquide incompressible.
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1

Distribution hydrostatique des pressions.

Répartition uniforme des vitesses transversales.

|

Faibles pentes de fond du canal.

Les pertes de charge générales sont les mémes que dans

le cas d'un mouvement permanent et uniforme de méme profondeur.
- Les contraintes tangentielles au fond du canal sont
prépondérantes sur les autres contraites.

- Accélération de Coriolis négligée

I11.1.2 Mise en Equation

L'espace étant rapporté & un triédre orthonormé xyz on se
propose donc d'étudier 1'écoulenent d'une masse liguide a surface

libre.
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Fig(ITI.2) Section A-A

48

| h
Fig(III.l) Vue en Plan @:ﬁ %

Fig(III.3) Section B-B

Les inconnues a déterminer en chague points en fonction du

temps sont:

- h, le tirant d'eaun

-V, la vitesse d'écoulement.
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Considérons un prisme élémentaire de baselx, Ay et de

hauteur h:

Fig(I1I.4)}

ol Zg: ©bte du fond
Z : cOte de la surface libre
h : tirant d'eau
V : vecteur vitesse
u : composante du vecteur vitesse V dans la direction X

v : composante du vecteur vitesse V dans la direction y

A — FEguation de Continuité

Le principe de continuité exprime la conservation de la

masse, ce qul signifie gqu'aucun fluide ne peut ni &tre créé, ni
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disparaitre dans un volume donné.

- La relation mathématique correspondante s'obtient en
écrivant que ]'accroissement de volume élémentaire est di a4 la dif-
férence des débits qui y pénétrent et qui en sortent:

AhaxAy = [uh(x,y,t)-uh{x+ax,y,t) JAyAt + [vh{x,y,t)-vh(x,y+Ay,t) JAxAt

D'oll en divisant parAxAyQAt et en faisant tendre ces grandeurs

.

vers zéro on obtient :

i Sh § (uh) §{vh)
l

“ . + : + =0 { MM, )

" &t 8x Sy

B — Bquation Dynamicue

Les équation dynamiques s'obtiennent en appliguant 1'équa-

tion des quantités de mouvement au prisme considéré
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: [ o (

Ii -|—dSZ+[VVnd1":EF=xt

” lg 6t Ir

Q@ : Volume du prisme
T : Surface du prisme

Fexe ! Représente les forces extérieures (par unité de masse)

En projetant sur x il vient :

éu sh
haxay-— +(hu”Ay) . a.—(hu”Ay),. +(huvAx) ., —thuvax), +u—=axay = Fy,

&t St

De méme en projetant sur v 11 vient :

8v ‘ , §h

haxay— +(hv?Ax) s~ thviax), +(hu\jAy)xmx -{huvay), tv—axay = F.

a8t §t
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les forces extérieures sont dues a:

- La pression
- Au poids

- Aux frottements
1. La Pression

Dans 1'hypothése d'une répartition hydrostatique des
pressions, les isobares sont des surfaces paralléles 4 la surface

libre.

Soit P la résultante des forces de pression s'exergant sur

le prisme élémentailre :
| P = ghAxAy
En projetant sur x et v il vient :

87

P, = - gh ——AxAy
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87

P, = - gh DxNy

8y

2. Le Poids

le poids n'intervient pas car il est pratiquement parallé-

3. Les Frottements

La force due au frottemenl est proportionnelle a la
surface de contact de l'eau et du fond: le fond étant supposé rela-

tivenent plat, cette surface est dgale, pour le prisme élémentaire,
albxQy

Elle est proportionnelle au carré de la vitesse et dirigé
en sens opposé, d'oll une expression de la forme

~CeV|V| DxQy

ILa loi de CHEZY donne:
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O

C2
C est le coefficient de CHEZY .

Si on utilise le coefficient de MANNING alors :

R est le rayon hydraulique.Si le canal rectangulaire est infi-

nement large alors Ra#h.

/

n est le coefficient de MANNING

Divisant parQAxAy et faisant tendre ces quantités vers

zéro on obtient alors les éguations suivantes:

- 40 -




CHAPITRE TIT : MODELISATION MATHEMATIQUE
I
| §{uh) § (u*h+gh?/2) § {uvh}
i - * = gh(So. = Seu) (MM,
” st §x Sy
|
I
§({vh) & (uvh) 8§ (vZh+gh?*/2)
|
» H + = gh(Say — Sey) (MM3)
“ 8t 8x 8y
|
i "
” ufu?+v?)
| e
“ h4/3
I| /
4/%
” viuZ+ve)
| Ser -
“ . h4/3
I
Socx,ys €L Se(x.y» gSont respectivement la pente de fond et la

pente de frottement dans les directions x et y.
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I11.2  TRANSFORMATION GEOMETRIQUE

Comme nous 1'avons signalé dans la partie introduction,
une extréme attention doit étre prise en compte lors de la discréti-

sation du domaine physicue de forme géométrique complexe.

En effet, on est souvent amené en pratique, a résoudre des

problémes dans des canaux a géométrie irréguliere.

Le probléme principale qui se pose , quand on utilise la
technique des différences finies, est la prise en compte des condi-

tions aux limites au niveau des parois latérales.

ROACHE (-; a établi que 1l'utilisation d'une procédure
d'interpolation aprés discrétisation du domaine physique telle
représenté sur la figure(ITI.5) ci-dessous, a conduit a des solu-

tions abérantes.
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[::="J:;;’J:;;r

Fig(111.5)
Pour cette raison, il est plus convenable dans de tels cas
de transformer le domaine physique en un domaine de calcul rectangu-

laire plus simple & analyser,

Cette procédure est basée sur la transformation de

coordonnges suivante {Anderson et al.;>_1-;)

" (MMg)

” bix)
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Ou b{x) est la distance entre l'axe de symétrie et la paroi latérale

a une distance x.

?A bl ok yl
] 1.0
MALLLLLA |
T |
— /4 X

Fig{II1I.6) Transformation De Coordonnées

Pour

Une Transition Symétricque

Avec cette transformation, il est a présent possible
d'appliquer les différences finies dans un maillage uniformement
espacé dans le plan de calcul dont les frontiéres coincident avec

¥=0 et v=1.
Remarguons oue nous nous intéressons seulement a des

canaux symétriques; mais gegl n'enléve en rien la généralité & des

canaux assymetridues.

- 44 -



CHAPITRE 111 : MODELISATION MATHEMATIQUE

IIT.2.1 Transformation des Equat.ions

Dane le but d'appligquer la procédure précédente on doit

évidemment transformer les égquations MM, MM, MMz en X et ¥
“ Scit f une fonction de x{(X,Y),y(X,Y) on a:

“ §f §f 6X  &f &Y

I =

" §x §X Gﬁ §Y 6x
|| : {(MMs)
” 6t §f &X  &f &Y

I

I §y  8X 8y &Y 6y

A- Ecuation de Contipuite

A partir de l'équation MMy ,on tire de MMs
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$h - §(uh) 1 §(vh}

§t §X b(X) &Y

c'egt-3-dire:

- §h © & {uh) §{vh)

b{X)

+ b)) + = 0

solt en réarrangeant les termes:

8 (hh) § (uhb) §b §{vh)

6t &% 8% §Y

En supposant les termes de second ordre négligeables,on peut

mettre 1'équation précédente sous la forme :

| 8thb)  &(uhb) 5 6D
I * + (vh ~Yhu—) =0  (MMa)
I st §X 8Y 8%
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B~ Equation de quantité de mouvement
A partir de 1'équation MM,, on tire de MMe

§(uh).  &§(uth+gh®/2) 1 S(uvh)

+ + . = gh{Sox ~ Sex)

St 68X b(x) &Y
¢'ést-a-dire:

8 (1zh)  8(u?htgh?/2) § (uvh)

b(X) + b(X) +— = ghb(S_x - Sex)

st §X §Y
soit en-féarrangeant les termes:

§(uhb) - S§[b(u?h+gh?/2)] §b §(uvh)

+ . - (uh+gh?/2}+ ——— = ghb(5_x—Sex)

ét 8% §X Y

En supposant les termes de second ordre négligeables,on peut

écrire 1'équation précédente sous la forme: MM,
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§(buh)  6{b(uzh+gh?/2}1 & 8h

+ + —Iuvh -¥——(u*h+gh?/2) 1= ghb(Sox—Sex)

&t 6% 8y &X

(MM )

De méme pour l'éguation MMa, on tire de MMg

§ (vh) § (uvh) 1 §{v?h+gh?/2)

+ + - = gh(smy - S_EY}

8t X b(X) 8y

clest-a-~dire:

8 (vhb) § (uvh) §{v?h+gh?/2)

+ b s = ghb(Soy - Sex)

st 6X §Y

goit en réarrangeant les termes:
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§ (vhb) § (uvhhb) &b §{vih+gh?/2)

+ - (uvh) + = ghb(Sox - Sev)

§t §X 8% 8y

En supposant les termes de second ordre négligeable on peut

écrire 1'équation précédente sous la forme MMg:

r §{bvh}  §(huvh) $ © &b

“ + + [vh + gh®/2 - ¥

{(uvh) ] = ghb{(Scx — Sev)
I st §X §Y §X

“ (MMg)

Remarquons que les équations MM6,MM7,MM8 sont valables

-

pour des canaux & section rectangulaire.
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IIT.3 CONDITTIONS INITIALES, CONDITIONS AUX LIMITES

ITI.3.1 Conditions Initiales

Lors des calculs, les conditions initiales sont ,bien sir,
les conditions au temps initial t=0.
Pour commencer les calculs a partir de 1'état non
permanent., les valeurs des trois variables h, u et v sont Jjudicieu-

sement spécifides en tous les points du maillage.

I1T.3.2 Conditions Aux Limites

Quatre types de conditions doivent &tre prises en compte .

dans les différentes applications:

~ Les conditions d'amont et d'aval
- La condition de symétrie

- Les conditions sur les parois latérales
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A~ Conditions d'Amont, Conditions d'Aval (12,

Pour les écoulement bidimensionnels en régime

supercritique, trois conditios aux limites deoivent Btre spécifiées a

1'amont et aucune a 1'aval.
Par contre, pour les écoulement bidimensionnels en régime

subcritique, deux conditions aux limites doivent étre spécifiées a

1'amont et une condition a l'aval.

B- C_O]L)dltlons de Syr[étrie [7.12.171

Pour le calcul des variables u,v el h au niveau de 1'axe
d'écoulement., il est nécéssaire d'utiliser la procédure évidente de

réflection,
Dans cette procédure, les valeurs des variables u,v et h

aux points du maillage fictif (Fig(ITI.7) ci—dessous) sont rempla-

cées par les valeurs aux points intérieurs correspondant.
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L‘K— H-I ———%

»X

4

|
| [ ! i : : .
b —d— de—d— % —%—x points fictifs

Fig(1I1.7)

Remarquons cque cette procédure est exacte pour une ligne

symetrique, 7 .

C- Conditions sur les Parols Latérales (-.123

Pour permettre le calcul des valeurs h,u et v au niveau

des parcis latérales, une multitude de procédures est utilisée. .,

Notre choix s'est porté encore une fois sur la procédure

de réflection qui nous a paru &tre la plus appropriée.

Cette procédure est 1'une des plus utilisée et la plus
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-

recommandde pour analyser un écoulement dans des canaux & section

rectangulaire,

Fn se référent i la figure III1.8 ci-dessous, la profondeur
d'écoulement: h et la valeur de la vitesse résultante V au point de
réflection fictif du maillage et au point: intérieur correspondant,

sont les mémes.

9,

>

mur
V interieur
> X

Fig(III.8) Procédure de refléction pour la paroi latérale

La direction de la vitesse résultante V est déterminéde

telle que sa composante normale au mur soit nulle.

Si 6 est 1l'angle que fait la paroi avec 1'axe des x, et
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o 1l'angle que fait la vitesse résultante au point intérieur du

maillage et 1'axe des x, alors les composantes u® et v*

maillage fictif sont, dans la cas d'un canal divergent:

et dang le cas 4’un canal convergent :

“ uf= V.cos(26-o)

'” vE= V.sin(20-o)

-

“ u¥f= V.cos(28-qa)

“ vf:TV.sin(28-a)

au point du

V est la vitesse résultante au point intérieur du maillage.
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CHAPITRE IV: RESOLUTION PAR LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES

CHAPITRE IV

RESOLUTION PAR IA METHODE DES DIFFERENCES FINIES

« Les solutions analytiques exactes, qui sont
rares en physicque, sont élégantes, mais.n'ont
pas plus de valeur.intrinséque que les solu-
tions numériques.On ne doit pas sous—eétimer
la facilité et la puis'sénce des méthodes de

calcul numérique ».

M.A.RUDERMAN

Cours de physique de BERKELEY

V.1 PRESENTATION DE 1A METHODE DES DIFFERENCES® FINIES

IV.1.l Introduction et Généralités

Les équations aux dérivées partielles, constituent 1'un

- KRR -
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des plus rapide développement dans toutes les branches des

sciences physigues,

ILe champs d'application des équations aux dérivées
partielles augmente d'importance, englobant le domaine hydraulique.

En effet, plusieurs problémes en hydraulique exigent, par
mangue de scolutions analytiques,une solution numérique des éguations
aux dérivées partielles, et 1'une des méthodes classiques pour ap-
procher cetite solution est l'utilisation de la méthode des diffé-

rences finies.

La méthode consiste a éstimer par approximation les
valeurs d'une ou de plusieurs fonctions 4 partir des conditions aux

Iimites.

Cette approximation représente une discrétisation du
domaine et le remplacement de 1l'opérateur différentiel par un opéra-
teur aux différences finies. En d'autres termes, le domaine de
variation continu, est remplacé par un ensemble fini de points ou

noeuds,délimité par des. frontiéres et formant ainsi un réseau.

81 f est une fonction continue et contimument différentiable,

on écrit:
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“ of fica - £

-1 §x D x

ot: fi=fi{x;)

x:=(i-1 Ax

£y
J§&4 i

it

K4 Ko isd
L'ordre d'approximation dans une méthode aux différences
finies se détermine a 1'aide du développement en série de Taylor de

la fonction f :

Dx  6f (Ax)282f(x) (DA x)m—r §o-1f(x)

Flx+Ax)=F(x)+ [ T + [ letos ot 1 1. +Ra

10 6x . 2! §x? n-1! dxr—1

= 57 -



'CHAPITRE IV: RESOLUTTON PAR TA METHODE DES DIFFFRENCES FINIES

ol le reste R, est de 1'ordre de H[}x"“, Celque 1'on note habituel-

lenent.
Ro = o] Ax|™)

Cas d'une approximation 4 plusieurs dimensions

La méthode 'peut étre aisément é&tendue au cas ol la

fonction £ considerée dépend de deux ou plusieurs variables.

Ainsi,‘si f dépend de deux variables (x,t);et si dans le
plan Oxtléﬁ trace une série de droites paralleles aux axes détermi-
nant-de la sorte un réseau de points (i,ji auquéls corréspond'les
Qoordonnées de la fonction inconnue f,,, on peut écrire pour les

différences centrales :

I st fiezs = facay
| E— -

I 8x 20 x

b

I §F figer — fi3-a
| s |

I st 20t
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De méme pour les dérivées de second ordre :

§¢f fi+1j - 2fij * fi-lj
[ — 1.y =

§x2 N x?

§2f . fij+l _‘zfij + fijhl
[ oy =

82 O t?

§2f .(fi+lj+1 - fi—lj+l)—(fi+lj—1_fi—lj—1)
[ ——— 1.y =

§x6t A WARH

fy t Foj

STV T
7
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v.l.2 Analyse de l'ApprOXimation [4,10,19,201

A- Erreur de Troncature

L'erreur de troncature vient du fait cqu'on a trongqué le

développement en série de Taylor de la fonction f.

L'erreur de troncature par pas est la différence entre -la
valeur calculée et la valeur exacte, en supposant qu'au pas précé-

dent la valeur calculée et la valeur exacte étaient identiques.

B- Convergence

Te schéma numérigque est convergent 1 'la solution du
probléme discrétisé tend, en un certain sens, vers la sclution du
probléme aux dérivées partielles,lorsquelix etAt tendent simultané-

ment vers zéro.

C- Consistance

Nous n'aurons de chance d'obtenir la convergence du schéma

que si nous approchons correctement le probléme continu ¢'est-a-dire

si nous remplagons les dérivées partielles par des différence finies
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effectivement voisines.la "qualité" de cette consistance s'appelle

la précision du schéma.

D~ Stabilité

Dans la résolution d'algorithmes, on n'attaque pas le pas
j —>1i+1 dans les mémes conditions que le pas 0 —>1 car on 1'aborde
avec un lourd handicap: la lourde charge constituée par la somme des
erreurs de discrétisation précédentes (et d'arrondis a l'occasion!);
ainsi un coureur qui a déja fait trois "cent métres" dans sa journde

n'aborde pas le quatriéme dans la méme forme que pour le premier!.

On dira alors qu'un schéma numérigque est stable s'il est
peu sensible 4 1'accurmlation des erreurs de discrétisation et

d'arrondis.

E- Schéma explicite, Schéma implicite

Un schéma est explicite, si chaque valeur approchée de la
solution,au temps t+At et au point x, est écrite & partir des
valeurs de la solution précédente au temps t. Cette valeur est donc

explicitement fonction des valeurs conmues, déja calculées, et s'ob-

tient directement pour chaque x.
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Un schéma est implicite, si la valeur approchée,en un point
au temps t+At, est écrite en fonction de la solution précédente au
au temps t,et des valeurs voisines au temps t+At. Il s'ajit donc
d'une liaison implicite, entre toutes les valeurs au temps t+At,qui

se résoud globalement.

IV.2 CHOIX DU SCHEMA NUMERIQUE

Plusieurs shémas aux différences finies sont utilisés dans
le traitement des problémes d'évolution, c¢'est-a~dire dépandant du

temps. o,

Les schémas de type prédicteur-correcteur du second ordre
sont particulierement performants pour le traitement des ondes de
chocyet le schéma de MacCormack, schéma que nous adoptons, est bien

adapté a la prise en compte de ces chocs.

IV.3 DESCRIPTION DES SCHEMAS DE TYPE PREDICTEUR-CORRECTEUR (.. o;

81 on considére 1'équation écrite sous forme conservative

de la forme:
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H &u SF (U}

i * =0 (DFy)

” St 8x

Le schéma s'éorit en deux étapes (DF;):

-Etape PREDICTION

!

“ U*iz {l"B)Uni + BU“ifl - 31(F“i+1—F“i)

II Un+li= Un;‘_"'[ T/ ( 2“) ] [ (a"B )Fni+1+(28"1 ) F“i‘“(l-&-ﬁw) Fni_1+F*i"F*i_1]

|

oli: 1= At/Ax

et avec les notations évidentes :
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F™, = F{0™,)

F*izF(U*i)

U*, est la wvaleur prédictde., o et B sont des paramétres réels
dont le réle intervient au niveau de la stabilité et la consistance
du schéma .
On peut considérer que U*, approche la solution exacte de (DFi) au

point (x; + B x , t, + a b},

IV.4 SCHEMA DE MacCormack

Le schéma de MacCormack,cas particulier du schéma de type
prédicteur-correcteur,est obtenu en remplagant o par 1 et B par 0

dans les équations algéhriques précédentes.

IV.4.1 Cas Unidimensionnel (2.e.111

Considérons l'équation sous forme conservative:
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H §U SF{U)

“ + = D{U,x,t) {DF3} -

i st §x

Le schéma de MacCormack applicqué & 1l'équation (DFi3) se

compose de deux étapes:

- Etape PREDICTION

| U*s = U7 - t(Faen -~ )+ AtDm, (DF4)

II Un+li = 1/2[Un2_ + U*i“T(F*i_F*i_1)+AtD*i ] (DF5)

ott: =Nt Nx
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et avec les notations :

Fry, = F(0™,)
F*i :F(U*i)
D*, =D(U*.)

IV.4.2 Cas Bidimensionnel

.Le gchéna de MacCormack peut étre « aisément » étendu au
cas bidimensionnel .Ainsi nous éffectuons les mémes étapes de calcul;

la seule différence est 17apparition d'une inconnue en plus.

3Si on considére 1'équation {(DFg) sous forme conservative:

" v SE(V) 8G(V)

| * + = H(V,x,y,t) (DF.)
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Le schéma s'écrit comme précédement en deux étapes :

- Etape

PREDICTION
sv V*i:i - Vnij
8t At
8F F“i+lj - Fnij
&x Ax
§G Gnij+l - Gnij
8y Ay
H = Hnij
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De cetie premiére étape, on tire l'expression (DF-):

“I*_-i.j = Vn';-,_j - Tx(Fni-pl:'j - Fnij) - Ty(Gnij-..l - Gnij) + Hn;._jﬂt

(DF~)

ot 1, =0tAx ;

., =0ty ;
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- Etape CORRECTION

" v VE*as Vg
| =
S At
||
|| 6F F*ij - F*i—lj
! =
b B
|
" 5G G*iy = G*ij—l.
i =
l! &t Ay
|
n = e
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De cette deuxiéme étape, on tire 1'expression (DFe):

” V**ij = V*ij —Tx(F*ij - F*i—lj) - TY(G*ij - G*;'_j_l) + H*ijﬂt

|| (DFg)

on: 1. =At/Ax

1, =Qt/Dy
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La solubion au temps nt+l est telle que:

| Vs ¢ U

" W+1ij = (DFQ)

o

REMARQUE

Dang ce schéma, les différences finies avant sont
utilisées pour approxiner les dérivées partielles spatiales dans
1'étape prédiction et les différences finies arriéres, utilisant les

variables prédictes, sont utilisées dans 1'étape correction.

I1 faut savoir qu'il est possible d'utiliser les différen-
ces finies arrieres dans |'étape prédiction et les différences
finies avants dans 1'étape correction, comme il est possible d'al-

terner la direction de différentiation d’un pas de temps & l'autre.
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V.5 APPLICATION DU SCHIMA DE MacCormack

AUX EQUATIONS DE SATNT-VENANT

A partir des dcquations de base régissant notre probléme

et que nous reprenons:

| S(hb) § (uhb) 8 §h

I + + ——[vh- Yhu——1 =0

| . st §X sy 8X

|

| Stuhb) 6 h? 8 b h?
|| + — [(b{u?h + g—)1 + [uvh - ¥ {u*h + g—)1 = Ex
I st 8X 2 6Y §X 2

||

” & (vhb) § § h* Sb

[ + — [(buvh] + —— {v*h + g - Y (uvh) ] = Ex
" §t 8X Y 2 8X

" Ex = gbh{Ssx—Sex!

gbh {Scx—Sev)

7
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Bt en posant

<
i

- 73 -
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u 8

“ V-Y——80

J ox

| -

1| b

il

Il

“ n2U(U2+V2)1/2

" . SE‘X = .b4/3
" HJ.D/B

|

|I : - n?yv(uz+yz )12

” SFY - .b4/3

” H10/3

Les &quations de base de notre probléme (équations de

Saint-Venant) sont alors plus simple 4 formuler:
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H §H 80 W

" + + = 0

” st §X &Y

Ii

l|

” §0 §F 5G

I . e = GH(Sow-Ses)
” it §X 8Y

|-

|

H sV dK - 8s

” + + = GH(Sox—Smy)

” &t 86X §Y

Les équations de Saint-Venant auguelles on applique le schéma de

MacCormack se mettent sous la forme:
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- Btape PREDICTION

H*:Lj - Hnij Uni*lj - Unij Whij...l - W“ij

At OX Ay

U*j.‘_’l - Unij Fni-o-lj - Fnj_j Gn;‘._j-..l - Gn_-;_j

+ + = gH™; 5 (Sox—S"exiy)

Ot AX AY

V*ij - vnij Kn;i_-i-.'].j . Knj_j Snij+l - Snij
* + = gl 5(Sew=5"eviy)

At AX AY

De cette premiére étape on tire, 1'expression (DF,p):
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1

” H*. 5 H? =Tl U™ cag = UPig) =T (WP 5a — Wi y) . {DF1 o}

" U*;‘_j = Unij-Tx(Fnj_+1j - Fnij)—Ty(Gni-j-«l - an_j)"'ani-j(SDx_Snfxij)At

” V*ij = Vnij_T}.((Kni+lj - K“ij)—Ty(S"ij...;L - Snij)+anij(SO¥_Sn£Yij)At

- Etape CORRECTION

| By - By U*ey = U%ioag Whiy WAy
u * - = 0

i At AX AY

| UR*.y <Ua,  Fray - Fraly  Gray - Grages

I + + = GH*i4(Sox ~ S*exiy)
I At Ox AV

| V¥*is =Vhay KFay - K*ilay S*ag - S*ase

I * + = gH*;4(Scx — S*eway)
I At AX AY

I
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De cette deuxiéme étape on tire, 1'expression (DFi,)

| sy = H*og = TaclU%ay = Uraiay) = Tu(Wre, — Woy0) (DFy,)
I

| U**s5=0% s TaclF*osmF e os5) = To(G*53-G¥igmn) gHY o 4 (SoxS%eay) AL
I

| V%=V ey Tal K K ¥ amas) = (8% 5=8% 0 50a)+ gH* 15 (Seuv—S*evas) Dt
|

|Og

T« =Qt/AX

. =0t/AY

La solution au temps n+l est telle.que :

” Hnij + H**ij

I HovL, (DF12)

j Uy ¢ URR,

{DFy3)

e
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” V"""lij = (DF14)

IV.6 .STABILITE DU SCHEMA

Le schéma de MacCormack n'est stable que si la condition

C.F.L. (Courant-Friedrichs-Lewy) est satisfaite.

-Cette condition est exprimée, pour les écoulements

bidimensionnels, par 1'expression suilvantep-;:

I (Vv + /gh) At

| Ca = e [AX?+ (BX)AYIZ]E/2 < 1 (DFas)

I  bxVAXAY
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Oh V-est la vitesse résultante au point du maillage.
Cette condition doit &tre satisfaite en tout les points du

maillage:il est donc évident de prendre 1'incrément de temps suivant

tel que:

| heaa(x)AXAY

I De= ¢ : - (DFag)

I max{V+/gh) X2+ (b . (x)AY)?1"72

A chaque temps t, la condition précédente (DF.g) fixe le
le pas de tempsAt; les pas d'espaceAX etQAY étant supposés

constants.

Il faut noter qu'une expérimentation numérique est requise

avant. de choisir la valeur optimale de la valeur C,.
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IV.7 TRAITEMENT NUMERIQUE DES ONDES DE CHOC

VISCOSITE ARTIFICTIELIE (s.7.10.21.12.15.161

I1 arrive que les conditions aux limites imposées & un
écoulement. de fluide ne solent pas compatibles avec 1'idée intuitive
cque la solution doit é&tre une fonction continue a dérivées continues

{1dée sur laguelle se fonde la mise en équations!}.

- Dans un tel cas, il faut renoncer a cette idée et admettre
que la solution est une fonction réguliére par domaine qui peut
présenter des discontinuités sur certaines lignes limitant les
domaines; a 1'intérieur d'un domaine il n'y a pas de discontinuités

et les équations sont valables.

Une onde de choc est justement une surface de discentinui-
té séparant deux domaines o la solution est réguliére.
La difficulté pricipale qui surgit lorgs de la présencé d'ondes de
choc est que la positiqn des lignes de discontinuité n'est générale-—

ment pas connue 4 priori et fait partie des inconnues du probleéme.

Du point de vue numéricue, les ondes de choc sont le plus

souvent traitdées en introdulsant dans les équations un terme
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supplémentaire, dit de viscosité artificielle,.qui a la propfiété
d'étre négligeable partout ot la solution est réguligre mals de
permettre un lissage des singularités la ou elles apparaissent.
Aver cette méthode, la position du choc n'est pas prise en compte,

ce qui la rend facile A mettre en oceuvre.

Une procédure développée par Jameson et al.(1981) (-, est
utilisée dans ce modile pour amortir les oscillations numériques qui

apparaissent avec ces chocs.

Les valeurs des variables calculées au nouveau pas de
temps par le schéma de MacCormack sont modifiées en utilisant

1'algorithme suivant :

” e+t o= £, o+ [ Pesvar23+Can = Taacazs:Cin ]

I (DE4 )

“ + [ Tysigva,2¢C31 = Twig—1,2.Cs2 1
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Cia = fk+li+lj - fk+lij

2
b
8

I

23
= f +1:'_‘j - fk*li—:l.j

9
U
=
|

- fk+lij+1 - fk*lij

= fl+l

Cj2 = i - fl-:-o-l

iyl

r:{i+.‘l_/2j :xmx(-ﬂ:(i+lj rgxij)
rxi—l/Zj :xlna-X(SZx;"‘—lj 'ﬂxij)
I'Ya'.j-rl/’z :xmaX(R:cij+1rQscij)

rYij—l/z = XmX(aYij—l IQYij )

X est une constante dite de dissipation.
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Les valeurs de iy et Qyvi4 sont données par:

| hi*lj _thj +hi—lj k

Qxij -

[Bavas [ 2[Res*{Rimas] |

l hij+l “thj +hij—1 |

QYij =

[Bas-a |72 [Bas [+ [hasma |

Aux points oli hij-1 n'existe pas (fig.ci-aprés)

d 4
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H [hag=i] + fhij

Aux points ol hij+l n'existe pas (fig. ci-aprés)

o,

h 4

| - |

[ e -

| [hi3-1f + |hid]

Remarquons cue la relation DF,-» doit &tre vue comme étant

une affectation .

V.8 ORGANIGRAMME DE CALCUL
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ORGANIGRAMME GENERAL

DEBUT
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¥
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DES DOHHEES

¥

/
[ ]
=y

¥
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DES ¢.p.L
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RECHERCHE DU}
HAX DES URHIRBLESE
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| L* IRCREMENT DE
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DETERHINATION
ECOULENERT oul
# DE LA PROFONDEUR
SUBC. A L' AVAL
& L7 AVAL
PROCEDURE
EXTRAPOLATION
AVAL
PROCEDURE
DE VISCOSITE
. ARTIFICIELLE
HON INCREMENTATION

PERNANISATION

DU TEHPS

IMPRESSTON
DES RESULTATS

h, u, v
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CHAPITRE V

APPLICATIONS

V.A 1*== APPLICATION : ANALYSE DE L'ECOULEMENT SUPERCRITIQUE DANS

UN RETRECISSEMENT RECTILIGNE SYMETRIQUE

V.A.1 Déroulement des Calculs

Dans cette application, nous analysons un écoulement
supercritigue dans un rétrécissement réctiligne symétrigque a section
transvesale rectangﬁlaire dont les dimensions sont données sur la

figure A ci-dessous:
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0610 [m -
— 0,305 m

Poo=0,0506 m
F,- 4

Yokl e

——— 1,45m

Fig(a)

Les conditions aux limites de 1'écoulement dans ce canal

sont les suivantes:

le tirant d'eau a 1'amont est-ho = 0.0305 m

- ILe nombre de Froude A 1'amont est Fo = 4
- La vitesse transversale 4 1'amont est v = 0 m/s

~ Les pentes de fond et de frottement sont supposées nulles.

Nous utilisons un maillage assez raffiné en prenant les

pas d'espace suivants:
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3]

AX = 0.0483 m.

AY = 0.0476

il

Pour les problémes de stabilité et d'oscillation nous
avons adopté,aprés analyse de la littérature et essais numériques,

les coefficients gsuivants:

- ILe coefficient de dassipation est X= 0.8

- Le nombre de Courant est C, = 0.8

La profondeur h. = 0.0305 m , la vitesse longitudinale
u = 2.188 m/s , et la vitesse transversale v = 0 m/s sont adoptées
comme conditions initiales et sont spécifides en tous les points du

maillage.

Remarquons par ailleurs gqu'en raison de la technique numeé-
rique utilisde, les valeurs des variables u,v,h sont extrapolées a
1'aval.Nous devons cependant ne pas les confondre avec des condi-~

tions aux limites.
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V.A.2 Résultats et Critiques

Leé résultats que nous avons obtenues sont représentés sur
les figqures A.1 et A.2 .Ces deux figures nous montrent d'une part,le
profil de la surface libre le long de l}axe médian du canal et le
long des paréis du mﬁr; el d'autre part une comparalson avec les

résultats expérimentaux et numérique d'autres chercheurs.
A travers ces deux représentations, on constate que:

- Les résultats que nous obtenons sont concordants avec les -
résultats numéricques de CHAUDHRY, la différence est gque notre modele

atteint plus rapidement 1'état permanent (1.5 sec. contre 3 sec.).

- Notre mod2le donne de trés bons résultats dans les régions ol

les chocs ne sont pas fortement dominants.

- Il donne de moins bons fésultats, comparés aux résultats
expérimentaux,dans le voisinage du choc et gegl peut &tre explicqué
par le fait que dans cette zone 1'hypothése d'une répartition hy-

drostatique des pressions n'est plus valide.
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- La figure A.2, qui représente le profil de la surface libre le
long du mur, nous permet de constater que la hauteur maximale du

niveau d'eau est identique 3 celle mesurée.

En plus des résultats présentés ci-dessus, nous avons jugé

utile de décrire les figures suivantes:

- Ies figures A.3 et A.4 font référence 4 1'efficacité de la
technique utilisée dans ce modele: elles montrent la convergence du

profil de la surface libre vers un état permanent.

- La figure A.5 compare la ligne d'eau le long de 1'axe médian
du canal calculée en utilisant un modéle permanent,et nous indique
que la technique gque nous avons utilisé conduit 3 des résultats

comparables & ceux obtenus en utilisant d'autres techniques.

- Pour amortir les oscillations numériques, nous avons utilisé
(aprés essais numériques), le coefficient X le plus approprié; la.
figqure A.6 est associé a la technique de viscosité artificielle et
nous indique une comparaison des profils de la surface libre pour

des coefficients de dissipation X différents.
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- Les figures A.7 et A.8 en donnant respectivement une représen-
tation tridimensionnelle et plane de la surface libre,nous permet-

tent de mieux visualiser la forme et la direction du choc.

- Sur leg figures A.9 et A.10, nous comparons les profils de la
surface libre le long de 1'axe médian du canal et le long des parois
du mur ; gela nous a permis de constater 1'importance du choc et ses
différentes positions pour des variations d'angles de rétrécissement
6 du canal. Les figures A.7, A.8, A.11, A.12, A.13 et A.14 nous en

donne une représentation tridinmensionnelle et plane.

- Sur les figures A.15, A.16, A.17 et A.18 nous représentons

la répartition des vitesses pour le rétrécissement étudié ( 6=6°).
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n

1.0

0.5

0.0

] Temps=1.5 sec

R n . -

§ - - ' +++++ Erperimental

i - =~ Chaudhry(1992)

. Modele Present(1993)
lllll'TIY'lrl"ll1lI'll[l1ll'l’l‘fl'l'l_T'er—lf"Tl_"—lellII|I|IIIIIII|III5IIIII

o 10 20 30 40 5¢ 80 70

z/he

Fig(A.1): Ligne d’Eau le Long de UAxe de UEcoulement
dans le Retrecissement
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2.5 ]
. Temps=1.5 sec ,
2.0 -
1.5 -
1.0 -
] +++++ Brperimental
i - — — Choudhry(1992)
- Modele FPresent(1993)
0.6
a-o 1|‘|.lllr|1f"lT‘T'l'—lr‘lIIIIII‘I[Illllllli]f!]f1rl1"lrr“rlllllllllllllill
g 10 20 30 40 50 60 70
x/ho

Fig(A.2): Ligne d'Eaw le Long de la Paroi dans le Retrecissement
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8.0

2.6 -

2.0

1.5

1.0 7 M +++++ Termnps=0.77 sec
. Temps=1{.60 sec¢
i w==-- Temps=2.25 sec

0.6

o-o LI L I A S B L N e A AL L B N D L ML I N AL L O L L LB L L N L B BL UL L L B L B LN L L LB L L L I BRI BN B L I B
a 10 20 340 40 50 60 70

z/ho

Fig(A.8): Permanisation de UEcoulement le Long de Vdxe

dans le Retrecissement

- 97 -



¢ APPLICATTIONS

7

CHAPTTRE

Resultats & Critiques

2.5

2.0

1.5
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3
3
4

1.0
+++ ¢+ Temps=0.77 sec
Temps=1.50 sec
-——- Temps=2.26 sec
a.5
a-o ‘l"7l‘lll'|llllIlIIl||TrT‘If‘l]l]‘[TT‘[T1l’l‘l[]ll|fI'l|Illi\lllr]lr‘i‘rl"1rl
o 10 20 30 40 50 60 70
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Fig(4.4): Permanisation de UEcoulement le Long de la Paroi
dans le Retrecissement '
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1.0

0.5

0.0

E +

] - Temps=1.5 sec

] ' - 4

] - rever Fimenez(1987

)i e Chwu.dhg;(f& 2)

. — Modele Present(7993)
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Fig(A.5): Comparaison entre les Modeles Permanent

¢t non Permanent
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2.5

2.0

1.5

1.0

a.5

a.0

i PR
] Temps=1.5 sec
llllll1|l|ll‘lr711ll[l1lllIllI'!l!llT_ll_T—['i_TT'lT'll_T'l[!‘llllll!llll!!llrl
2 1G 20 3G 40 50 €0 70
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Fig(4A.6):

Effet de la Viscosite Artificielle
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de la Surface Libre dans le Retlrecissement

SNOLIVOLTddY ¢ A JELIdVHO




APPLICATIONS

CHARPTTRE V

Pig (A8) :
Courbes Iso—Hauteurs de UFcoulement
dans le Retrecissement

Longueur du Canal
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Fig(A.10): Influence de l'Angle @ sur lU'Fcoulement le Long

de la Paroi dans le retrecissement
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Courbes Iso—Houteurs de U'Ecoulement
dans le Retrecissement

Longueur du Canal
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Fig (N\3)
Representation Tridimensionnelle
de la Surface Libre dans le Relrecissement
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Fig (B4 :

Courbes Iso—Hauteurs de UEcoulement
dans le Retrecis_sement

Longueur du Canal
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L
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Fig(A.15): Profil de Vitesse le Long de U'Axe dons
le Retreciszsement
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Fig(4.16): Profil de Vitesse le Long de la Paroi dans
le Retrecissement
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Fig Ql7) :

Distribution des Modules de Vitesse
dans le Retrecissement
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V.B 2 APPLICATION : ANALYSE DE L'ECOULFMENT SUPERCRITIQUE DANS

UN ELARGISSEMENT PROGRESSTF SYMETRIQUE

V.B.1l Déroulement des Calculs

Dans cette 2®™ application, nous analysons un écoulement
supercritique dans un élargissement progressif a section transversa-

le rectahgulaire dont: les dimensions sont données dans la figure B.

L'équation donnant la forme de 1'élargissement est donnée,

comme indigqué dans le chapitre II, par:
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Fig(B)

les conditions aux limites de 1'écoulement dans ce canal

sont telles que:

Le tirant d'eau & 1'amont est h, = 0.0305 m.
- Le nombre de Froude 4 1'amont est Fg = 2

- La vitesse transversale a l'amont est vo = 0 n/s

Le coefficient de MANNING n = 0.012

La pente de fond est supposée mulle.

Le rapport profondeur-largeur est h./b. = 0.25

i

Nous utilisons un maillage en prenant les pas d'espace:
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H

AX = 0.0305 m,

AY = 0.0476

Pour les problémes de stabilité et d'oscillation nous

avons adopté aprés des essais nunérigques les coefficients suivants:

- Le coefficient de dissipation est X = 0.3

- Le nombre de Courant est Cn =-0.9

La profondeﬁr ho = 0.0305 m , la vitesse longitudinale
u = 1.094 m/s , et la vitesse transversale v = 0 m/s sont adoptées
comme conditions initiales et sont spécifiées en tous les points du

maillage.

V.B.2 Résultats et Critiques

Les résultats que nous obtenons dans cette deuxiéme appli-
cation sont indigués sur les figures B.l et B.2; celles-ci nous

montrent comme dans 1'application précédente, le profil en long de
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la surface libre le long de l'axe médian et le long de la paroi du
divergent.

Pour cette deuxiéeme application on peut remarcuer due:

- Nos résultats concordent suffisament bien avec les résultats
expérimentaux,aussi bien au niveau de 1'axe médian qu'au. niveau du
mur. On peut donc en conclure que 1'hypothése d'une répatition hy-
drostatique des pressions est cetfe fols-cl respectée.

- Comme le montre si bien les figures B.D et B.6, aucune pertur-
hation {(choc) n'est 4 signaler dans le divergent étudié,ce qui &tait

prévisible.

Nous présentons aussi d'autres résultats intéréssants que

nous commentons ci-dessous

- Les fiqures B.3,B:4,B.9 et B.10 indiquent respectivement le
temps de permanisation du profil de la surface libre et des
vitesses.

- Les figures B.7 et B.8 indiquent respectivement la valeur des
vitesses le long de 1'axe médian et le long des parois du canal et
enfin une representation tridimensionnelle et plane (figures B.1ll et

B.12) du profil des vitesses.
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Fig(B.1): Profil en Long de la Surface Libre le Long de UAze

1.0 4
i s Frperimental
0.8 - we e Chaudhry (1992)
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0.4 o
Temps = 0.86 sec TT-Tono
0.2
0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T 3
¢ 2 4 & 8 16 i2 14 76 18
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dans UElargissement Progressif
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1.2
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Fig(B.2): Profil en Long de la Surface Libre le Long de la Paroi
dans UElargissement Progressi?
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Fig(B.3): Permanisation de UEcoulement le Long de lAxe

dans UElargissement Progressif
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Fig(B.4): Permanisation de UEcoulement le Long de la Paroi
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Representation Tridimensionnelle
de la Surface Libre dans
UFElargissement Progressif
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Fig (BS) :

C‘owrbes ‘Iso—Ha,uteu'rs de U’Ecoulement
dans UFElargissement Progressif

Longueur du Canal
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Fig(B.7): Profil de Vitesse le Long de U'Axe dans
UElargissement Progressif
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Fig(B.8): Profil de Vitesse le Long de la Paror dans
UElargissement Progressif
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Fig @1) :

Dristribution des Modules de Vitesse
dans UElargissement Progressif
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Fig §12) ¢
Courbes Iso—Vitesses de UEcoulement
dans UElargissement Progressif

Longueur du Canal
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V.C 3= APPLICATION : RESSAUT HYDRAULIQUE DANS UN ELARGISSEMENT

RECTILIGNE

V.C.1 Déroulement des Calculs

Dans cette 3™ application nous montrons la validité de
notre modéle a4 prendre en compte des écoulements mixtes supercriti-

ques et subcritiques.

Nous allons donce analyser la formation d'un ressaut hy-

draulique dans un élargissement rectiligne

Les dimensions du canal sont indicuées sur la figure C

ci~dessous:

;\.\.\.\.nl.
Qe0,00F /5
oAm ________ 9#m
g _
4,67 m J
Fig(C)
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sont

u = 0.222 n/s , et la vitésse transversale v = 0 m/s sont adoptées

comme conditions initiales et sont spécifides en tous les points du

Les conditions aux limites de 1'écoulement dans ce canal

les suivantes:

Le tirant d'eau i l'émdnt est 0.06 m

0.07 m

Le tirant d'eau & 1taval est
Un débit Q = 0.007 md/s |
Un nombre de Froude & l'amont F = 1.52

Une vitesse transversale a l'amont v = 0 m/s.
Un nombie de Froude & 1'aval F ='0;268 :
Une pénte de foﬁd Sc.. = 0.00017

Un coefficient de MANNING n = 0.015.

On utllisera

Un maillage avec des pas d'espaceAX = 0.15 m. et AY = 0.0476

Un coefficient de dissipationX= 0.003

Un nombre de Courant C.. = 0.9

La profondeur h = 0.07 m , la vitesse longitudinale

maillage. -
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La profondeur h est déterminée par 1'équation caractéris-

tique positive (s;.

ﬂq-"
c_#
Tem ps n '
A
n-4
L4

uP - uA + (g;”C)A(hp - hA): g(SQ ”Sf)n&t .

olt = Ygh

V.C.2 Résultats et Criticues

Disfance .

Avec les conditions d'écoulements précédentes nous repré-

sentons nos résultats sur la figure C.1,

Cette figure nous montre la formation d'un ressaut

hydraulicue,ce gqui est théoriquement verifié puisque 1'écoulement
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passe du régime supercritique au régime subcritique.

A partir des résultats obtenus,nous remarquons aussi que

notre nmodéle approche bien celui derCHAUDHRY[7;.
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Fig(C.1): Formation d'un Ressaut Hydraulique
dans UElargissement
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{CONCLUSTON GENERALE

CONCLUSTON GENERALE

Dans cette étude nous avons présenté un modéle mathématique
bidimensionnel pour similer et analvser des écoulenents dans des

zones de transitions.

Nous avons utilisé un modele en régime non permanent pour

obtenir des résultats & ]1'état permanent.

On peut obtenir des résultats satisfaisants, si la prise en
compte des conditions aux limites au niveau des parois est précise.
Pour cela il est.nécéssaife d'utilisér une transformation adécquate
qui convertit le domaine physique en un domaine de calcul

rectangulaire.

Les résultats que nous avons obtenus & partir des trois ap-
plicatios traitées, prouvent que notre modele est éfficace pour si-

muler les écoulements & 1'état permanent.

Ainsi nous avons remarcqué que les chocs, s'ils existent, sont

bien pris en compte par le mod2le; il nous donne une bonne idée sur

- 134 -



CONCLUSTION GENFRAL

la position, la direction et la forme du choc.

Le calcul de la ligne d'eau le long des parois du canal
convergent (1®*= application) donne des résultats satisfaisants bien
que ce ne soibt pas la cas pour l'axe médian du canal ol 1'hypothése
d'une distribution hydrostatique des pressions n'est plus valide
tprésence du choo) . Par consequent le nmdéle,peut‘étre utilisé avec

confiance dans la conception des parois du canal.

Les résultats que nous obtenons dans 1'étude de 1'écoulement
supercritique dans le divergent graduelle,sont trés satisfaisants
aussl bien au niveau de la paroi qu'au niveau de 1l'axe médian du

canal.

Le modeéle nous a aussl prouvé qu'il pouvait traiter des écou-

lements mixtes supercritiques et subcritiques.

Nous pouvons dire alors cque nous avons atteint le but que
nous nous étions fixé: realiser un modele mathématique capable de
simailer des écoulements supercritiques et mixtes dans des
transitions.Cegi ne veut pas dire gue le probléme soit clos,il reste
en effet beaucoup de travail a effectuer pour rendre ce modéle tout

a fait performant, par exemple en preneant. en compte 1'effet de la
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non distribution hydrostatigue des pressions dans le voisinage du
choc ou encore une section transversale quelcongue. Seulement & ce
stade 13 le modele pourrait étre considéré comme définitif et

.compstitif.
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