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ABSTRACT

Tow explicit finite differences shemes (single & tow steps)
are used whith a traitement of boundry conditions by the
method of caracteristies,in development of a oné dimensionel
simlation model that solve the St-Venant eqantions of
unsteady open channel flow.Externels and internals boundries
are considered.Various 1illustative cases sare presmted to
show the efficiency of this technigue in the analysis of the
important flow in hydraulic design channels.

RESUME

Deux méthodes explicites aux différences finies (& une et a
deux étapes) sont utilisées,avec le traitement des conditions
anx limites par 1a méthode des caractéristiques,pour le
développewent d une modélisation unidimensionnelle qui sert &
résondre les équations de St-Venant pour des écoulements non
pernanents dans des canaux & surface libre .On considére des
wﬂitimls anx limites intérieures et extérieurs.On présente
quelque cas illustratifs ﬁour nontrer 1 efficacité de cette
pSthode dans 1 analyse de ces écoulements importants dans

les cananx d’ aménagements hydranmliques.
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CHAP | INTRODUCTION 1

"Dans notre monde relatif
toute certitude est un
mensonge”

H.Poincareé

L'utilisation de modéles mathématiques, pbur la simulation des

divers phénoménes hydrauliques, est devenue un outil tres important

La modélisation mathématique des écoulements dans les canaux
et riviéres,est une simulation des conditions d écoulement, basé
sur la formulation et 1la résolution des rélations mathématiques
qui expriment les principes physiques de base appliquer a 1°hyd-

~raulique.

Dans 1le présent travail, nous nous intéressons a 1la
modeélisation d"écoulements non-—permanents brusquement variés,qui
sont appelés,généralement,choc en mécanigque des fluides et "“bore®

ou "surge" dans le language Anglo-Saxon.

De tels phénoménes peuvent Btre crees, dans des canaux
usiniers,de restitution,de stations hydro—électriques,ou dans les
canaux d’'irrigation ,et ce par une manipulatiqh {ouverture ou
fermeture) brusque ou rapides de vannes ou de turbines.Les chocs
ainsi crées peuvent avoir des effets catastrophiques sur les

structures hydrauliques.
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Pour pallier a ces effets une étude de fonctionnement des
canaux en régimes non permanent s avére trés utile lors de
1"élaboration d’un projet de tels aménagements.

Le but de cette thése est de développer un modéle mathéma-
—-tique pouvant simuler de telles situations,et de reproduire le

plus fidélement possible les caractéristiques des phénoménes ayant
lieu.

Nous établirons d'abords 1les relations mathématiques,
modélisants 1 écoulement non-permanent dans les canaux découverts.
Par 1la suite nous définirons les conditions physiques nécessaires
selon 1°état de 1 écoulement (subcritique ou supercritique).Nous
établirons en suite les lois supplémentaires & introduire dans des
cas ol cette formulation mathématique n’est plus valable
(discontinuité locale ou mobile) .En fin nous appliquerons le
modéle construit & certains cas d écoulements pouvant surdir dans
les canaux d aménagements hydrauliques.
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CHAP |l FORMULATION MATHEMATIQUE GENERALE 3

1-EQUATIONS DE L° ECOULEMENT NOM PERMANENT DANS

DANS UN CANAL DECOUVERT

PROBLEME POSE

Les notions fondamentales et les hypothéses utilisées dans la
modélisation mathématique des riviéres sont formalisées dans les
égquations de 1 écoulement non permanent a4 surface libre.

Ces équations sont un simple modéle de phénoménes extrémement
conplexgs.Elles incorporent seulement les drandeurs importantes
influancants réellement 1 écoulement, en laissant de c&té les
grandeurs qui sont d une importance secondaire . Ayant affaire a
de telles équations, on doit preter une attention particuliere aux
phénoménes physiques qui sont pris en compte et ceux qui ne le sont
pas .Une fois ces équations mises au point , les traitements
mathématiques et numériques qui leurs sont appliqués n influencent
pas les principes, du point de vue physique sur lesquels elles

sont basées.

Nous commencons par préciser les hypothéses sur lesquelles on
se base dans ce travail gqui sont celles de Barre de Saint Venantfﬁh
(1871):
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1-1 HYPOTHESES DE BASE

1/L°écoulement est uni-dimensionnel ,done la vitesse est
uniforme dans une section droite et 1le niveau de 1 eau est

horizontal dans 1la section

2/ La courbure des lignes de courants est trés petite et
ainsi ]l accélération verticale est négligeable: donc 1la pression

est hydrostatique.

3/ Les effets de turbulences et de frottements sont
pris en compte par analogie avec leur formulation en écoulement

permanent.
4/ Le canal est de pente faible,
9/ Fluide incompressible.

Notons que 1la section droite du ecanal transportant un
tel écoulement est de forme quelconque et peut changer le long de
l"axe du canal,mais cette variation est limitée par 1 hypothése

nuqéro 2.

Ainsi 1 écoulement unidimensionel non permanent dans un
canal A& surface libre, peut &tre décrit par deux variables
dépendantes: par exemple 1la profondeur d esasu y et le débit Q dans

une section donnée,et ceci en supposant une densité constante.

Ces variables dépendantes, définissant 1°état du mouvement le
long du canal et dans le temps sont fonctions de deux variables &

savoir 1 espace x et le temps t:

-
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il

y(x,t)
Q(x,t)

b4
Q

Il est & remarquer aussi,selon la nature du probléme, qu’on
peut définir une autre paire de variables; par exemple: La vitesse
et la hauteur d eau;les équations vont changer pour chague paire

mais les considérations physiques restent inchangées.(3,9)

Du moment que deux variables sont suffisantes pour déecrire le

pPhénoméne,on n“en n"a besoin que de deux égquations dont chaqu  une
doit représenter une loi physique

Cependant,tel qu'il est courrament connu pour 1la modélisation
d 'un probléme d écoulement guelconque, on doit formulertrois lois
physiques qui sont :

La conservation de la masse

La conservation de la quantité de mouvement
La conservation de 1 énergie

i

Comme pour tout probléme, & variable discontinue (ressaut
hydraulique,discontinuité de niveau d eau: 'bore ),deux représenta-—

~tions sont possibles:

— Conservation de la masse et celle de 1la
quantité de mouvement.

~ QConservation de la masse et de 1 énergie

Ces deux représentations ne sont pas équivalentes , et seunl
1°’une d entre elles, est correcte. Par contre si les variables
d “écoulement, sont continues ,chacune des deux représentations
peut 8tre utilisées et elles sont égquivalentes.(3)
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Le couple nﬁsse—quantité de mouvement est valable dans les
deux situations (continue et discontinue).Bous baserons done¢ notre

dérivation des équations du mouvement sur ce couple de conservation

-2 RELATIONS INTEGRALES

Soit un volume de contréle (Vec) dang le plan (x,t)entre deux
sections x=x1 et x=x2 et entre deux instants t=tl et t=t2 (voir
FIG 2-1)

FIG 2-1 a) volume de contréle

-
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Fig 2-1 b-section droite
c-forces de pression
Vue en plan
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Nous allons rappeler les équations de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement pour le volume de contrble (Vc) en
supposant valide toute les hypothéses de Saint Venant.

%) Congservation de la masse

-

et
tl et t2, le débit entrant est
définie par 1 intégrale de la différence entre la masse rentrante
(prulA)x1s et celle sortant (pul)dxz

Entre les deux instants

1z

S ((pul)x1—~(pul)xz)dt (2.1)
t1 :
Cette variation doit &tre égale au changement de stock dans
le volume de contrdle pendant l'intervalle;ﬁtl,tZé.
%2 '
S ((pA)rz—(pA)1)dx (2.2)
i
e : la densité de 1 ean
u(x,t): vitesse uniforme dans une section
A(x,t): section mouillée
En résumé, et aprés simplification ,la relation intégrale de
continuité de la masse est:
x2 t2
(CA), ,~CA), )dx + | (CQ..)—Q.))dt =8 (%3
t2 t1 x2 x1
x1 t1 '
ol - A=u.A
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*)Conservation de la quantité de mouvement

Les "variations de la quantité de mouvement dans le volume
de contrdle entre 1les instants t1 et t2 doit 8tre égale a la
somne de 1 accroissement de la quantité mouvement et la somme des
forces extérieures appliquées sur le volume de contrdle dans le

néme intervalle de temps

Sachant que:
-La quantité de mouvement (Mf) est le produit de la
masse par la vitesse
-Le flux de quantité de mouvement a travers la
section d’écoulement est le produit de la masse
m

e T e e P T e e e
du taux éconlé par la vitesse.

e I e e

So0it alorsE

{flux de quantité }:puA.uzpuzﬁ (2.4)

de mouvement

L augmentation de la quantité de mouvement dans le volume est
celle entrant par la section x=x1 moins celle sortant par 1la

section x=x2 soit:

2 2
(eu A)xl —(eu A)xz

Pour 1 intervalle de temps (t1,t2) 1 augmentation est:

L2

_ z B 2 .
Hf—i ((pu A)xl (ru A)xz)dt (2.5)
Vﬂv{ﬁjﬁawq,.
Ldfquantité de mouvement ecoentenue-dans le volume de contréle
Ve,d tout instant est : é&yﬂ MM &
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x2 -
£ (euh)dx

xi

et la variation entre tl et &2

X2

84 = £ ((eud)-(pub) ddx (2.8)

x4

D autre part et en supposant que les principales forces

agissant sur notre volume de contrdle sont:
a/ Forces de pression

b/ Force de gravité

¢/ Forcez de frottements

a/ Forces de pression : /

La force de pression appliquée est 1la différence entre
celle appliquée en x1 et celle en x2 ,F;iet F;; .Comme, le montre
le figure (2.1b) & une section x avec une élévation de la surface
libre y(x),1 expression de la force de pression, sous 1 hypothése

de distribution hydrostatique de pression, est:

R

E_ =85 p(h(x)-n)o(x,n)dn (2.7)

p1 o
7
o(x,53=b0)

7 :“"variable. profondeur " d intégration
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La variation de 1la force appliquée pendant 1 intervalle
(t1,t2) est :

tz itz
S F _ dt = 5 (F° -F"")dt
a Pt w PPt

tz

=g:;((ph)n - (pIs

)dt

)x 2

oll on 8 posé:

hix
Is = 7 éh(x)-néo(x,n)dyn
O

Une autre force de pression est aﬁpliquée au fluide,die a la
variation de la largeur du canal (fig 2-1 c¢).Pour un infiniment
petit dx :1"accroissement de cette force de pression est die &
la variation de la section mouillée do.dn pour h constant (h=ho).

Comme la distance du centre de Eravité & la surface libre

étant h(x)-n ,on peut donc écrire:

((00/8x)dx.dn)h:ho= deo

d“oly 1a force élémentaire:

dF=pgé(dco/dx)dx.dné .&h(x)-né

h=ho
Cette expression doit étre intégrée entre n=@ et n=h(x)

pour une section donnée et de x1 a x2 pour 1 action totale
sur le volume de contréle. ‘ e

11
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L intégration totale le long du contour de Vc et pour
1’intervalle de temps considéré donne:

tz2 xz POO

eg (h{x)-n) (8o, 8 )ho dndxdt

t1 xl1 1)

Nous pouvonsg écrire aussi :

t2 t2 x2
sz dt = gJ ‘pIz dx (2.9)
tl1 t1 x1
h(x)
ol I12= ‘ (h—n)(ao/ax)h:hﬂ dn e (2.18)
)

L équation (2.9) n'est pas valable pour une brusque
variation de section entre x1 et x2 .Dans un tel cas des forces
supplémentaires agiront sur le volume de contrdle et doivent é&tre
prises en compte.Dans cette situation la courbure des lignes de
courants devient non négligeable et une des 'hypothéses adoptées
devient non valide.

b/Force de résistance:(Fr)

Cette force est appliquée au volume de contrfle par une
contrainte le long du lit du canal et des deux rives; droite et
gauche

12
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En prenant en considération 1 hypothése n°3 ie que 1 effet

de frottement est pris comme celui en écoulement permanent

Q=A c|R5f

On a

Q: débit d écoulement
R: rayon hydraulique
Sf: pente hydraulique
C: coefficient de Chezy

A: Seetion mouillée

On adoptera pour le calcul dn oefficiant de Chezy la formule
de MANNING et done on a:

qla|n®

2 48

A R

Sf=

n: coefficiant de rugosité

D‘oll on peut écrire

x2 t2
J Fr dt = J j pgASr dxdt (2.11)
t1 x1l 1

e¢/Force de gravite :(Fg)

La composante du poids le long de 1 axe du canal est évaluée

en supposant que 1la pente du canal est positive

So=—ayb/dx = tga

13
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Dot on peut écrire

t2 . 2 x2
‘ Fg dt = ceASo dx dt (2.12)
tl t1 xil

Finalement,l écriture du principe de conservation de quantité

de mouvement est:

t2 t2 t2 t2

AM= Mf+ J Fpidt + J Fpadt + J Fgdt - J Ffdt
t1 tl t1 t1

Soit pour p=constante

x2 \ t2
- 2 CrnZ '
J ((uﬁ)tz-(uA)tl)dx = ((u A)xl (u A)xz)dt+
xl _ t1
t2 tZ2 x2
g J((Il)xl_(IZ)xZ ydt-g pIZ2dxdt +
£1 t1 x1i
t2 x2
g A(So-Sf)dxdt ﬁ (2.14)
tl x1

14
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L équation (2.14) est 1a forme intégrale du principe
de conservation de la quantité de mouvement pour un &coulement
uni-dimensionnel dans un canal naturel avec une section de forme

quelconque.

Les relations (2.3) et (2.14) constituent le systéme dé
relations intégrales modélisant nathématiquenent le phénomnéne
de 1"écoulement non-permanent & surface 1libre » basée sur

les hypothéses de Barre Saint-Venant.

2-3 FORME DIFFERENTIELLE DES RELATIONS INTEGRALES

Les relations (2.3) et (2.14) sont les relations intégrales
établies sans la condition de continuité ou différentiabilité
des variables d écoulement A,Q,y,u,etc... .Les équations
différentielles peuvent &tre obtenues & partir des relations
intégrales,en rajoutant 1 hypthése que les variables indépendantes
sont continues et que les fonctions (y et Q) de ces variables sont
différentiables.

On peut donc écrire le systéme des éguations aux dérivés
partielles quasi-linéaires, hyperboligues, du premier ordre
(Annexe I)

L égquation de continuité est:

aA aQ
—_— =0 (2.15)
at ax

L équation de guantité de mouvement est:

-

15
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q o Q°
+ ( +gI1)=gA(S0-Sf)+gl2 (2.16)
at ox A

Les équations (2.15) et (2.18) sont écrites dans une
forme spéciale,souvent appelée forme “divergente’ des équations

aux dérivés partielles.(3,4)

En faisant des manipulations algébriques, on peut établir

d autre formes des équations différentielles (Voir annexe nOI).

L importance des différentes expressions des éguations du modéle
d“ordre pratique ,puisque certaines techniques numériques sont

&

nieux adaptées i certaines formes.

Les caractéristiques physiques, d‘un c¢anal ou un cours
d "ean peuvent nous laisser choisir la forme adéquate.Par exemple,
8i la riviére est de pente raide et la variation de sa section
droite est petite,l 'ntilisation de h(x,t) an lieu de y(x,t)
comme variable dépendante est recommandé , puisgune h et
(BA/Bh)hzcuvvarient légérement d une section 4 1 autre et inve-
~rsement une faible pente et une larpge variation de section

favorisent l'utilisation de la variable y(x,t).

Dans le présent travail,on s intéressera plutdt aux mouvements
non permanents brusquement variés; la propagation de choc : “bore
propagation ou surge"”.0On cherchera une solution od 1l une des
variables dépendantes est discontinue.La nature du phénoméne nous
obligera i choisir la forme conservative que nous présenterons

plus loin dans ce travail.

16
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2-4 CONCLUSION

Pour conclure,nous pouvons dire que cette modélisation
mathématique ne peut &tre appliquée que si le phénoméne physique

étudié vérifie tountes les hypothéées, la solution des relations
intégrales on des expressions différentielles,ne peut exprimer un

résultat physique correct que si les conditions aux limites prises

pour compléter le modéle, soient valables physiquement.

Pour cala nous présentons le traitement des conditions aux

limnites an chapitre suivant.

17
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INTRODUCTION

ﬁ,fm/k'@ Mo@v‘[@w&f'

Noug avons déja décrit an V;}écédennant les équations
gouvernant 1°écoulement non-permanent dans un canal & surface
libre.

Si nous suivant 1°évolution de 1 écoulement dans le temps,
les conditions d écoulement peuvent changer.Le modéle mathémati-
-que doit étre capable de ressortir antomatiquement un tel
changement ,et prendre ainsi pour chaque condition d écoulement

les conditions aux limites appropriées.
Cependant, 1a méthode des caractéristiques, reste selon les

références disponibles, la seule technique générale pour traiter
les conditions aux limites (9,3).

3-1 NOTIONS GENERALES

Soit une perturbation qui a lieu & 1 instant t=@ dans un
canal,Cette perturbation pourra se propager dans le temps dans
deux directions possibles:vers 1 amont et/ou vers 1 aval .
Ainsi la perturbation au point @ de la fig 3.1a influencera 1a

zone hachurée, limitée par les courbes C+et C qui représentent

18
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le chemin de propagation de la perturbation (voir annexe 11).
. Inversement au point P & 1 instant ¢, toute perturbation &
1°extérieur de la =zone hachurée n’influencera pas 1 état

d“écoulement dans ce point.(3,9)

5i la perturbation est une onde de faible amplitude,les lignes
formant les limites de ces zones sont appelées "Caractéristique”.
On peut les définir,physiquement,comme des courbes du plan (x,t)

sur lesquelles la perturbation se propage.(1,19)

(a) (b}

Figure 3.1 :Propagation de la perturbation
(a)domaine d "influence de Q
{(b) // de dépendance de P

Mathématiquement,une perturbation est définie comme é&tant
une discontinuité de 1 'une des dérivés successives des
variables dépendantes ou d° un paramétre physique qui apparait
dans les équations d écoulement.Ainsi une discontinuité dans la
pente de la surface de 1 eau dy/8x ou du gradiant de vitesse se
propagera le long de la ligne caractéristique définie par:

19
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Ce n'est pas le cas lors de la discontinuité des variables
dépendantes. L équation ci-dessus ne peut &tre appliguée a la
propagation du ressaut mobile gqui est wune discontinuité entre

deux hauteurs d eau

Selon la direction des caractéristiques ,on peut distingver
trois états d écoulement:

¥)L écoulement suberitique:

Dans lequel 1la célérité (gA/b)”Q est plus petite que |u|.Les
deux familles de caractéristiques (C+et C™ ) ont des signes oppoOses,
et donc 1 écoulement est influencé aussi bien de 1 amont que de
1'aval.(fig 3.2a)

*)L"écoulement critique: |u|=(gA/b)'"?

La vitesse de propagation sur 1 'une des caractéristiques

devient nulle;cette courbe est verticale pour xp fixé.(fig 3.2b)
*)L°écoulement supercritique: |u|>(gA/b)'"?

Les deux familles de caractéristigque (C+et C ) ont le méme signe.

Dans les deux derniers c¢as 1°état d’ écoulement sn point P

ne dépend pas des conditions d écoulement a 1 aval

28
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(s) (b)

Y
<
Y

{c) {4}

c+ C~

.

Figure 3.2 :structure des caractéristiques et leurs
relations avec 1 état du point P.
(a)éconlement suberitique

(b) // critique
(c) /7 supercritique(signe positif)
{d) /7 supercritique(signe négatif)

3-2 MISE souUS FORME CARACTERISTIQUE

Historiquenentggarlanp 1 application de 1la méthode des
caractéristiques & 1 hydraulique est due & Massau {1889) et
sont’ développement a Craya (1846) (3,18).

-
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Nous présentons, dans cette partie la relation des caractériag-
-tiques avec les équations d écoulement et par la suite, les

conséquences des considérations théoriques.

-Pour ce faire considérons un canal dont la forme de 1la
section droite est constante ainsi que 1a pente (ie un
canal prismatigue),et dans lequel 1°écoulement est décrit par le

systéme suivant (voir annexe n I):

ah A @&u ah
—_— — +u =9
at b éx = éx
(3.1)
du on ah
+u +g +5(5f-S0)=0
at ax ox
Transformons ce systéme et ceci en posant:
A 12
c=(g —) ; A=A(hH) (3.2)
b e
et E = g(So-Sf)

et en faisant la différentielle de czpar rapport 4 x et ¢t puis en

notons que @4/éh=b on trouve :

ac ah ae ah
20— = g ; 2c¢ = g (3.3)
Ox ox at at

La substitution de (3.3) dans le systéme(3.1) donne le

systéme des deux équations suivant:

22
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de ac ou
2 +20 +c =9
at ox Ix
(3.4)
du ac dn
— 42 +1 +E =0
at ax dx

Aprés transformations des deux dernigres équations ,nous

obtenons la paire d équations appelées ‘forme caractéristique’” des
équations d écoulement.

d a
+{ute) {(u+2e) + E =P
i F ox
(3.5)
a a
+(u-e) (u-2¢) + E =0
at Ix

Nous remarquons que wte=#+ est une vitesse, de méme que
u-c=W¥-. Dans les éguations (3.5), les fonctions u et ¢ sont
différenciées le long des courbes du plan (x, t) ,aui satisfont
17équation différentielle dx/dt=utc .L opérateur différentiel le
long de ces courbes n’ est antre que la dérivé totale.

|
-
x;
1

+N- (3.86)

Dt at ax D¢t at x

23
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Par conséquent on peut écrire:

D+ ———
(u+2c)=-E (3.7a)
Dt
D 7 .
~— (u-2c)=-E | (3.7b)
Dt

Ainsi,la relation (3.7a) est valable pour tout point du
fluide se mouvant & 1la vitesse u*ec,od la caractéristique
C+,défini par:

- dx

PP (3.8)

La relation (3.7b) est valable le long de la caractéristi-
-que C-,défini par:

—zu-c (3.9)
dt

Il est clair que les équations (3.5),(3.7),(3.8) et (3.9)
sont complétement équivalentes au systéme (3.1) . Avec le systéme
des équations (3.7)-(3.8) et (3.9) on peut trouver les quatre
dérivés des variables dépendantes (9h/8t,0h/3x,0u/d8t,8u/8x)
autour d’un élément dans le plan (x,t).

Si le canal est horizontal et sans frottement (ie.E=9) _Les
équations (3.7) deviennent:

]

ut2e J¥

u-2c

constante

i
5

constante
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Les constantes J+ et J- sont appelés les invariants de Riemann
dont les valeurs varient d une section & une autre

Pour un canal prismatique avec frottement (S5f=B),]1 expression
entre deux points 1 et 2 le long de C+ peut &tre obtenue par
intégration entre ces deux points de 1°équation (3.7a):

” £2
[u + z(gA/b)"z] = g J (So-Sf)dt (3.18)
-1 t1

et le long de la caractéristique C—- on a de (3.7.b)

5 t2
1.2 .
[u - 2(gA/b) ] =g (So-5f )dt (3.11)
1 t1
Le premier membre des équations (3.19) et (3.11)

est appelé: quasi invariant de Riemann .Cependant le deuxiéme

terme est suffisamant petit et ceci par un bon choix de (t2-tl1).

On remarque que dans les éguations (3.9) et (3.8),la
célérité W# n’'est pas directement liée a la pente du lit ,aun
frottement on une autre force extérieure qui penvent é&tre
introduit dans 1le terme E.

25
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3-3 CONDITIONS NECESSAIRES

Soit un €élément de 1ligne x(t) dans le plan (x,t) ,dans le
domaine de solution des éguations d écoulement .Pour simplifier 1le

traitement nous supposerons que E=0 et donc on est en pPrésence
des invariants de Riemann

I1 est clair que si tonte la ligne considérée est une carac-
~téristique, seule une des fonctions u ou h peut étre donnée
indépendamment, 1 “autre fonction doit vérifier 1 invariant de
Riemann le 1long de 1s caractéristique.Si par contre
1°élément de courbe et la caractéristique n‘ont en commun gu’un
seul point (point A de la ligne x#,x1 de la fig 3.3

Figure 3.3 :illustration des conditions nécessaires pour

1'écoulement non permanent.

Les valeurs des fonctions u et h connues aun point A,permettent

de calculer les invariants de Riemann le long de la caractéristigue
considérée.

26
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Inaginons que le plan est couvert d "une infinité
de courbes caractéristiques C+ et C-.En chaque point P,on a une
intersection de deux caractéristiques et la solution (ie.u et 4 )
en ce point est définie par les deux invariants de Riemann
J+ et J- qui dérivent des valeurs de u et h données au temps
t=@ tel que les point A et B sur 1la figure (FIG 3.3).

Nous nous intéresserons aux écoulements dans les canaux

donc le domaine du plan (x,t) est limité en espace.
Prenons donc 1 élément de ligne composé de

t=# pour x =z x@
et x=x@ pour ¢tz O

On remarque gque cet élément est coupé par une méme
caractéristique en A et L .Quand o et 4 sont données au point A,
au poiht L, u et h ne peuvent &tre données indépendamment; ils
doivent vérifier 1la condition de compatibilité J-, calculé par
les donnés au point A. La solution au point L est entiérement
défini, si une des valeurs de u ou h ou une relation entre les
deux est connue indépendamment de J-.Ceci est vraie pour tout
point de x=xB,et avec 1 autre famille des caractéristiques le
méme raisonnement peut &tre suivi pour le point R sur x=x1.

Nous pouvant conclure de ce qui précéde que,deux données le
long de (t=0,xA<x<x1) et une donné le long de (x=x@,t=B) et
(x=x1,tz) sont nécessaire pour définir 1a solution dans le domaine
considéré pour une telle structure des caractéristiques.Ces
données sont suffisantes tant qu’il n'y’'a pas de discontinuité

dans le domaine de solution.

A présent 1a question qui se pose :Est ce qu’on peut donnée
deux conditions le long de x=x1 et une autre le long de t=0 et
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x=x#?.Ceci peut correspondre i une situation physique dans
laquelle on connait le débit & t=9 et la variation de la hauteunr a
1"amont; eton veut calculer la hauteur initiale ainsi que 1la
variation du débit & 1"amont,qui est nécessaire pour fournir le
débit & 1°aval et la hauteur d°eau.

On peut procéder a ce calcul en arriére dans le temps, ce qui
est faisable s°il n” y’a pas de pertes d énergies (E=@).

Physiquement ,cette suppogition ne peut étre satisfaite,

et ce calcul inverse devient done pratiquement impossible.

Physiquement parlant,l effet d une perturbation locale dimi-
-nuera dans le temps et ceci grfice aux effets de pertes
d’énergie,un calcul en avant dans le temps peut modélisé cette

situation.

De cette irréversibilité on conclue que: les données en un point
P & 1'instant t ne peuvent étre transférées en arriére dans le

temps le long d’une caractéristique.

On peut donc tirer la régle suivante:"Chaque donnée aux limites
du plan (x,t) ,ne peut étre donnde que sur une caractéristique

entrant dans le domaine de solution."

Ceci est illustré dans la fig 3.4 ou on considére le cas de

1°écoulement subcritique et supercritique. .
*)Cas supercritique:(Fig 3.4.a)
Dans la direction positive des x ,deux caractéristique

entrant dans le domaine par x=x@ & 1 amont ,deux autres A

travers t=t@ et x=x1 A 1 aval.
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Par conséquent ,pour un écoulement supercritique on a besoin
deux données & 1 amont et de deux autre au temps t=tp.

*)Cas suoberitique:(Fig 3.4.b)

On a deux caractéristiques qui entrent en tout point A de

t=tP,une caractéristique qui entrent par x=x@ {(point L),une
autre par x=x1 (point R).

Par conséquent on aura besoin de deux conditions a8 t=t@ et
d'une condition a4 1 amont et d une autre a 1 "aval.

¢} (a]

t=0

12¢0

riG 3.4 :comditions aux limites nécessaires
(a) cas supercritique )
(b) cas subcritique

-~
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Les conditions aux limites peuvent étre des fonctions entre
les variables dépendantes et leurs dérivées par rapport au temps
ou
1l espace.Ceci est accepté tant gque ces - fonctions donnent de
nouvelles informations & celle déja existantes,ie.elles doivent

étre indépendantes de celle déja en notre possession.

3-4 CONCLUSION

Nous pouvons déduire que, pour chague cas les conditions
nécessaires i connaitre,pour compléter le mnodéle, les restrictions

suivantes doivent &tre respectées:

(i) Toute les données doivent &tre indépendantes les unes
des autres lorsque deux conditions sont nécessaires.Par exemple on

ne peut donner u et du/dx indépendamment.
(ii) Elles doivent &tre indépendantes des équations de
base .Par exemple une relation entre an/at et o(uh)/8x qui

ressemble 4 celle de 1 °équation de conservation de la masse.

(iii) Dans le c¢as oii une seule donnée est nécessaire selle

doit &tre indépendante de 1 invariant de Riemann.
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INTRODUCTION

Jusgqu’ A présent ,nous avons supposé implicitement
l’existence d 'une solution aux équations différentielles modélisant
1" écoulement considéré.Cette solution peut @&étre entidrement
trouvée, dans le plan(x,t) (t>P),en rajoutant les conditions

initiales et aux limites propres a chaque cas.

Ces €équations ne peuvent pas &tre appliquées a toute les
situations physiques.Les limites de leurs applications sont

définies par les hypothéses de base.

Dans ce chapitre.,nous décrivons comment modéliser de telles
situations physiques et nous prendrons deux cas rencentrés, le plus
souvent lors de 1 étude de situations réelles

-Propagation d ondes raides{(discontinues) dans les
canaux usiniers.(Discontinuité mobile)

-Le cas de la jonction de deux canaux ,ot on a une

violation locale des hypothéses de bases.(Discontinuité locale)

Nous verrons quelle type d éguations, doit on utiliser et

¢ce pour trouver l1la solution adégquate aux problémes posés.
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4-1 MODELISATION DE DISCONTINUITE MOBILE

Soit 1l écriture des équations de base sous la forme condensée

suivante:

ar ar
— + A
at ox

+B =60 (4.1)

*) Cas d équations linéaires:

5i la matrice A et le vecteur B sont seulement fonction de
X et de £ et satisfont certaines régularités, 1°équation (4.1)
est une éguation linéaire.Si les conditions aux limites et
initiales présentent une discontinuités,elle se propagera le long
de la caractéristique.Donc la solution est elle aussi

discontinue.

Si par contre, les conditions aux limites sont continues, 1a
solution dans le domaine considéré existe et est unigque.ie:pour
tout point (x,t) il y“a seulement une seule valeur associée a F.
Vue que A et B sont des fonctions réguliéres de x et t,dans 1le
plan (x,t), pour un point P,deux caractéristiqnes de la néme'

famille, ne peuvent s intérsepter .
*) Cas d équations non-linéaires:

L'équation‘(4.1) est non-linéaire si 1la matrice A et/ou le

vecteur B sont fonctions de 1 inconnue elle méme.

A=A(x,t,f) ets/ou B=B(x,t,fr)

~

32



CHAP vV MODELESATION DES PROBLEMES DISCONTINUES 33

La pente de la caractéristique dépend de l1la solution elle
méme en tout point (x,t).Donc deux caractéristignes de la méme

famille, peuvent s intercepter comme le montre 1la figure (4.1).

1

10

¥Fig 4.1 :Structure des caractéristiques pour

le cas non-linéaire

Ainsi pour le point Q de 1la Fig 4.2, on peut trouver -deux
valeurs pour 1la fonction inconnue £ ;une résultant de 1la
caractéristique AQ,BQ,1 autre de DQ,BQ.La solution devient mnultiple
et donc au-deld de 1'instant t=ti 1a solution ne dépend pas

conplétement de la valeur de £ & 1 instant t=t@.

Physiquement parlant;en considérant le systéme d "égnations
non-linéaire de Saint Venant pour un écoulement non-permanent
rapidement varié correspondant ,par exemple,a un choe on & un
ressaut en mouvement;il est évident que les hypothéses de
base, au voisinage de la discontinuité ne sont plus valables.les
lignes de courants ont une courbure trés forte , 1la vitesse
verticqle n 'est plus négligeable et la distribution de pression

hydrostatique n’est plus une hypothése correcte.
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4-1-1 PROPAGATION D ONDES RAIDES :

C’est le cas de la discontinuité de la hauteur de 1" eau,entre
deux sections distantes d une longueur infinétisinale.Ce phénomné-
~ne peut &tre crée par une ouverture brusque d une vanne a
1’entré d un canal par exemple. '

Pour modéliser cette partie de 1°écoulement étudié, on utilise

les équations du ressaut mobile tel que présentées ci-dessous.

Appliquons le principe de continuité et de conservation de 1a
masse au volume de contrdle limité par les sections 1-1 et 2-2 de
la FIG 4.2, qui schématise le cas de 1°ouverture brusque d une
vanne dans un canal.

| FJ OQuverture de }

1—-.-
—_— la wvanne
c/
v
— _—
11
11 ul
Ll —y
L h2 ) VA

LIVITI71I117777 777777 70777777777777777777777777777777777

FIG 4.2 :Ecoulement uniforme rapidement varié.

-
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¥)Equation de continuité:

As{urtv) = Az(uz+v) (4.2)
Azuz-Atvi
Y V=
A1-A2

Azuz-Aivi +Aruz-Ainz

At-A2

At (u1-uz)
= = + uz ' (4.3)
A1-A2 .

X)YEquation de quantité de mouvement:
p(ut+v)At(ut+v)-p(uz+v)Az(uz+v)= Fext

En négligeaﬁt les forces de frottement et en considérons un

canal horizontal,la seule force extérieure est 1la force de

pression: .
Fp = pgamMm - pgmAz
m et nz :distance de la surface libre aun
centre de gravité de 1la section
D'oun :

p(u1+v)2A1—p(uz+v)z:pg(Aznz—A1n1) (4.4)

En remplacant dans (4.4) 1la valeur de (v+ul),tirée de
1 équation (4.2), on obtient la vitesse de propagation:
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Az(Aini1—Aznz)

v=uz2 —g (4.5)
Ar(A1-Az)
Pour un canal rectangulaire: nizhi 2 et Ai :bhj
12
h hh-
et vz~ |g— (4.86)
Ir 2
t I
1 2
» X

Fig 4.3 : Chemin de propagation d une
discontinuité

Le chemin de propagation de la discontinuité dans le
plan (x,t),séparant deux régions d écoulement continue let 2 (Fig

4.3).Ce chemin est 1la solution de 1’équation différentielle
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dx
—_——v (4.7)
dt

Les équations (4.3) et (4.5) sont valables quoi qui se passe
a2 1'interieur de 1 onde.Elles sont semblables aux relations de

Rankine-Huoriot pour les chocs dans les gaz.

i |
P ——— €1 tetE
! et
=
| pet

FIG 4.5 :Chemin de propagation de la discontinuité

entre deux régions continues

S5i on se place au point E,on voit gue 1la solution est doublée

ou il y'a deux paires de valeurs (yE1,Qe1) et {yE2,QEZ2)
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correspondant au deux paires de caractéristiques (AE,A'E
et BE,B'E).Donc & partir de 1 instant te on a une discontinuiteé
mobile dans le systéme.

Le probléme posé est de chercher la solution au point F & un
instant tF>tE ,en supposant que 1 état d éconlement est ’

complétement connue & 1 instant te . , S

Comme au point E,la solution au point F est doublée et
par conséquent on a quatre inconnues:yrFi1,Qr1,yFz,Qrz Bans la fFig(
4.5) on remarque que la caractéristique positive C+ dans la
région (1) (GF) coupe le chemin de 1la discontinuité an
point F,par contre celle de la région (2) le dépasse.Deux autre
caractéristiques arrivent au point F qui sont HF et H'F.La forme
des caractéristiques dépend de la solution ,car les

équations sont non linéaires .

Par conséquent les abscisses xo,xu,xH’ sont inconnues
puisqu’ils dépendent de la solution aun point F.Une antre inconnue

est la localisation dans 1 espace représenter par xF.

Done pour déterminer la solution au voisinage de 1la
discontinuité,il faudra trouver huit inconnues & savoir :quatre

variables d écoulement,et quatre abscisses.

La résolution de ce probléme est possible ,puisque on a

& notre disposition, huit équations.:

®Deux équations différentielles correspondant a chagque

caractéristique:GF,HF,H F, donc au total, six équations.

®Deux éguations algébriques (4.3) et (4.5) valable au

voisinage de la discontinuité (ressaut mobile).
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CoNcLUSION

Pour traiter un cas de propagation d onde raide il faudra

isoler la discontinuité et la traiter indépendamment des régions

d "écoulements continues ou les hypothéses de base restent

valables.

Cette méthode d isolement peut &tre évitée si on utilise les

équations intégrales:

x2 t2
A aq
+ dxdt =0
at at
x] ¢l
x2 t2
q P &
+ C +811) |dtdx -9
at ox A

x1 1

Ces relations expriment les lois de continuité et de

conservation de la quantité de mouvement, gui nécessitent

(4.8)

(4.9)

que

les intégrales soient nulles sur un contour du plan (x,t).

5711 existe une ligne de discontinuité des valeurs de
dans (x,t) tel que PP" sur la fig 4.6.1a discontinuité se
le long de PP° avec 1la vitesse v.les équations (4.8)

(4.9) deviennent:

¢ (Adx + Qdt)=

39
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& (Rdx+ (@°/A + gIl)dt)=D (4.11)

-
-

X

Fig 4.5 :Tllustration du cas ou la forme divergente doit

étre utilisée.

Les équations (4.180) et (4.11) peuvent étre intégrées le long
du contour ABB A’ .Les fonctions A et QZ/A sont discontinies le
long de 1la ligne défini par dx/dt=v ;séparant les régions (1) et
{(2).Donc on doit avoir deux valeurs des fonctions (A,qQ) ,une

valable dans la région (1) et 1 autre dans la région (2).

Une telle solution, des relations intégrales, doit satisfaire
les équations de discontinuité (4.3) et (4.5).
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4-1-2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES MODCILISANT LI

DISCONTINUITE

Considérons les équations différentiel les (2.15) ek (2.16)
obtenues au chapitre II (2.20) et (2.22) écrites sous la forme
condensée suivante:

ar dg(r)

+ e (4.12)
at Ox

A [ @ o -
) (1. 13)
f:[ g] B(L)= | & /a 4g11

La forme sous laquelle est écrite l'équation (4.12) est
appelée forme “divergente".

5i fl et 2 sont deux solutions de 1 égquation (4;12) sur le
domaine considéré ou existe la courbe PP de pente v=dx/dt, lps

fonetions fl et f2 doivent satisfaire 1la condition suivante:

2 2
v[f] = [ 8(5) ] (4.14)
1 1

Une telle solution de (4.12) et qui satisfait la reliion
(4.14) est appelée solution faible.L expression (4.14) limite 1a

......

validité de 1a solution 'faible pour certaines Tformes d"édintions

d "écoulement., i

- i
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- —

Nous prenons dans cette étude, un cananl rectanpulaire linse

de largenr unité :
Q=uh et Il=h /2

Donc les Qecteprs (4.13) s écrivent souns la forme

h 7 ' uh
8(f)= ? (4.15)
ub 2L whegh

ou encore ,en prenong une aotre forme deg égunkions
. différentielles (Voir annexe 1):

h 1 : uh .
F= rievan ” ) (4.186)
vh u /24g8h )

La relation (4.14) donne en prenant la formulation (4.195):

uzZ2h?2-ulhl

vz
h2-hl

(4.17)

(u2h2egh2/2)-(dIh1 +g;3 /2)

v=
uZh2-ulhl

"En. 61iminant ul entrent les deux expressions de (4.17) ,on

obtient la formule dé‘célérité identigque &8 ce}le ohtenue en (4.6)

T e w
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: 1/2
h1l hi1+h2
— (4.6)

v:u2t[ —
h2 2

Mais en faisons le méme travail en prenant {4.16) on obtient:

uzZhZ2-ulhl
v=
h2-p1
(4.18)
(u2/2+gh2)-(d1+ghl)
=
uz-ul
et finalement, on a:
z
2an1 1Y%
v=u2+ {(4.19)
hl+h2

Les expressions de la célérité données en (4.19) et (4.6) ne

sont pas équivalentes, excepter pour hil=hZ.

Done pour obtenir une solntion discontinue valable,
pour les équations différentielles ,il faut etril suffit que ces

dernieres soient écrites sous une forme "divergente’.

La soluntion valable physiquement,qui doit étre g6lution des
relations intégrales (4.8) et (4.9),est la méme gque celle de
1°équation différentielle (4.12) ,si et‘seulement 51 1la fForme de

conservation (4.15) est utilisée pour f et g(f).
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Si une autre forme divergeante est utilisée ,telle que celle
de (4.16) ,une autre solution discontinue est obtenue,mais
correspondant un autre systéme de relations intégrales,et ne
représente pas une solution physique.

4-2 DISCONTINUITE LOCALE :

Cette discontinuité est défini comme étant un changement
brusque dans géométrique du canal ou d un paramétre physique de ce
canal,c’est le cas par exemple de la jonction de canaux ,

chdngement brusque de section,présence d un devérsoir dans
le canal ete...

Contrairement & la discontinuité mobile ,qui se propage dans
le temps,cela est locale.Pour modéliser une telle situation on
doit rajouter des lois hydrauliques,qui sur une - courte partie

du canal prennent en considération les inecidents ci produits.

Le traitement d'un tel cas est pris en générale comme éEtant
une condition aux limites intérieures.

L écoulement dans le canal sera modélisé par les équations de
Saint Venant en rajoutons les lois hydrauliques tirés du
type de la discontinuité interne.
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"1 B Chammer3

C-

FIG 4.6 :Jonetion de trois cansaux

Dans cette thése on traitera le cas de la jonction de deux
canaux.0On introduira des relations appelées relations de
compatibilité qui découlerons de considérations physiques
et expérimentales,tel que la continuité de débit.

Trouver la solution aux points P1,P2 et P3 (Fig 4.6) revientnt
4 trouver six inconnues (treois débits et trois charges).la
solution du probléme nécessite 1 écriture de six équations.
Trois d entre elles proviennent des équations des

caractéristiques, il en reste trois autre a écrire.

De la continuité de la masse, on peut écrire :
Q3=Q1+Q2 (4.208)
3

Deux antre éguations sont obtenus en considérons 1 égalité

des niveaux d ‘eau & la jonction:

y1l=y2=y3 {(4.21)
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Notons enfin que les relations (4.28) et (4.21) sont complétement
indépendantes des équations de base.Elles seront introduites dans

le modéle pour calculer les variables d écoulement & proximité de 1a
jonction.

CONCLUSION

On peut dire finalement,que les équations de Barré Saint
Venant augmentées d autre lois; définies par des considérations
hydrauliques;modélisant les cas ou les hypothéses de base ne sont
pas valables, peuvent permettre de construire un modéle de
Asinulation des phénoménes physiques.

La technigque introduite pour leurs résolution permet de
compléter les informations qu’on doit connaitre pour pouvoir
construire notre modéle de calcul.
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INTRODUCTION

Les relations intégrales et différentielles obtenues dans
les parties précédentes sont 1la nodélisation mathématique
d’un écoulement non-permanent & surface libre . Cette formulation
exprime des lois physiques importantes pour leé phénoméne étudié.

Cependant, elles ne fournissent pas de réponses directes
qui intéressent 1°ingénieur, tel que le débit en certains points &
un instant choisi.Cette réponse est obtenue en résolvant le
systéme d équation de Saint Venant (2.15) et (2.16),associé aux

conditions aux limites adéqguates.

La résolution analytique d ‘un tel systéme; qui est quasi-
~linéaire du type hyperboligue et du premier ordre;est trés

complexe.

" Cependant, il existe des techniques numériques permettant
& l'ingénieur de les résoudre, et d en avoir une valeur approchée

des paramétres qu il 1 intéresse. 1

Dhns cette partie, nous présentons les principes de base
des différentes méthodes numériques de résolution de telle
équations et nous en choisissonsr,sous certains critéres,celle

Qu'on utilisera dans nos applications.
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5-1 LES DIFFERENTES METHODES NUMERIQUES

En mathématiques appliquées ,il existe en général, trois
grandes classes de méthodes pour résoudre les équations aux
dérivés partielles:

®La méthode des caractéristiques
® /7 des différences finies (F.D.H)
® /7 " des éléments finies (F.E_M)

Hous ne présentons pas la méthode des éléments finies, car

elle est trés complexe et son application ne donne pas des

résultats pPlus exactes que ceux données par les autres méthodes(4).

5-1-1 METHODE DES CARACTERISTIQUES

Telle que déjad présentée ,1a théorie des caractéristiques a
une signification physique. Elle nous permet de suivre 1la
perturbation dans le temps.

-Le principe de cette méthode est de transformer les équations
de base en un systéme différentiel ordinaire; donc de remplacer
les dérivés partielles par des dérivés totales;puis de résoudre ces
équations par les méthodes approprier & de telles équations.

La transformation du systéme sous forme concervative nous a

permet d’ 'avoir quatre égquations différentielles du premier ordre

-
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FIG 5.1:Base de 1la méthode des caractéristiques
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dx (5.1.a)
—— Zu+tc
dt

'2—"*(u+0)'2—- (u+2c)=-g(Sf-So) (5.1.b)
at ax
dx
—e (5.2.2)
dt
EL—+(U—0)-2—— (u-2c¢)=—-g(S5f-So0) (5.2.b)
at ox
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Soit le domaine de solution sur le plan (x.t) tel que sur
la figure 5.1. Supposons qu’on connait 1 état d écoulement aux
points L et R (conditions initimles). Les caractéristiques issues
de ces deux points, définies par les équations (5.1.a) et
(5.1.b) se coupent au point M.

Les coordonnées du point M (xM,tM) ainsi que les valeurs de (@M
et yM) sont les inconnues du probléme ,modélisé par les équations
(5.1) et (5.2).

Ces relations sont exprimées le long de la ligne caractéri-
~stique et. Puisque toute les variables sont connues aux points L
et R, on peut intégrer les équations (5.1) et (5.2), pour obtenir:

tM
XM=XL+ J (u+c)dt (5.3a)
tL
t™
-
uM+2cM=yuL+2cL +J g(50-Sf)dt (5.3b)
tL
t™
(5.4a)

XM =X+ J {(u-c)dt
tL
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t™

uM-2eMzuL-2¢L + J g(So-Sf)dt (5.4b)

tL

Dans les équations (5.3) et (5.4), ancune approximation
n"est apparue. Cependant, pour le calcul des intégrales , on
approxime numériquement les intégrales figurants dans ces

équations.Par exemple, en utilisant 1la »néthode de trapézes, on a:

umM+eM - upLicL
xM-xr=( tM-tL )( + ) (5.5a)
2 2

SoM-Sfm SoL-5f.

uMi+ZeM=urL+Z2er g tM-tL )( 5 + 2 D) (5.5b)

uM-CcM uR—cR
XM-XR=( tM—tr )( + ) (5.6a)
2 2

SoM-Sfm Sor-Sfr

uM-cM=uR-ZcrR+g{ tM—tRr )( 7 + 5 ) (5.6b)

Les quatre relations (5.5a),(5.5b),(5.6a) et (5.6b) forment
un systéme de quatre équations algébriques non linéaires qui
peuvent &tre résolues par un algorithme itératif.

La précision sur xMm,tMm,um et ym est fonction de 1la méthode

itérative utilisée et 1 errevr d approximation des intégrales.

—
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51 maintenant on discrétise le domaine dv plan (x,t) telle que
le montre la fig 5.2

ll
t
— Ax —»
. M
thejmintq)dre —
f
Ar
!‘n sndt... —— "_ _R ‘
| i
: ! ! | '
1 i ! | I
' 1 I | | .
L. i l I ! -
Al w -

(-1 4x ifix (3+41)4x

FIG 5.2: grille de 1la méthode de Hartree

La discrétisation par pas de temps et d espace constants est
appliquée en utilisant une intérpollation: C’est 1la méthode de
Hartree (4,8,19).

Les deux caractéristiques qui doivent se couper au point
M(jax,(n+1)At) seront prolongées en arriére ou elles coupent le
nivean de temps nAt aux points L et R,dont les abscisses sont
inconnues,puisque xL et ﬁn ne coinsident pas avee les points de
discrétisation.Lenr évaluation nécessite une intérpolation entre
les points ((j-1)Ax ,3Ax) et (jix et (j+1)Ax) et ceux-ci pour
estimer ur,yL,ur et yrR _Une fois ces points estimer on revient aux
égquations (5.5) et (5.6) pour calculer le point M .(cette méthode
sera explicitée lors de 1la discrétisation des conditions aux
limnites)
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CONCLUSION

La méthode des caractéristiques n’est pas largement appliquée
en modélisation numérique,ceci est due a4 sa complexité. Eile
requiert 1l intérpolation des données ainsi que la solution
final. Cependant, elle reste la meilleure méthode de calcul des

conditions aux limites (4,7,8).

5-1-2 METHODE DES DIFFERENCES FINIES

Le principe de base de cette méthode est: “Les fonctions
continues, qui décrivent 1°état d écoulement sont représentées par
des fonctions connues en un nombre fini de points dans le domaine

considéré .

Les équations différentielles seront remplacées par des
relations algébriques. Les différentes facons avec lesquelles
les dérivés sont remplacées par les fonctions discrétisées sont

appelées :Schéma aux différences finies.

La discrétisation du plan (x,t) donne les points en lesquelles

on doit chercher la solution tel que le montre la figure 5.3

Dans cette méthede les équations de Saint Venant peuvent

étre résolues directement ,par une méthode explicite ou implicite.
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t -

tn+a - -

A{],n+1) cl)+d,n+L)

At

tn - >

B{j,n> D(j+d,n

Ax
—y
xj Xj~-1 Aj+1 Xj+2 x

FIG 5.3 :Grille de discrétisation

oMéthodes explicites

Les schémas de ce type permettent d arranger les équations
dans le but de calculer @M et y point par point. Le point H

sera calculée indépendamment de toute autre point.

Pour ce faire, la discrétisation appropriée serait d’évaluer
les dérivés spéciales en terme de conditions connues au temps t-At
et de faire apparaitre les conditions inconnues dans 1 évaluation

de la dérivés tamporaires.

Dans ce travail, nous utiliserons deux schémas numériques.Le

premier est & une seule étape,le second est a4 pas fractionné.

Soit 1 écriture condensée des équations de base suivante:
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ay AF(CL
+ =H(x, t,U) (5.7)
at ax

®Le schéma simple se présente comme suit:{13,14)

n+d -4
al u - u
- 3 i
at At
n n
ar F, -F
I ) J+1
ax 2hx

Puis, on remplace chaque fonction £ (U et F) par
1 'approximation:

n n
n Lt L,
F =
J 2

Et en remplacant dans les équations de base on obtient les

expressions vectorielles suivantes:

N+l n n n ™

n
Uj =1/2(Uj_1 -~ Ujﬂ) + ?'\./2(1"j_1 -Fjﬂ) -l-(At'./Z)Hj (5.8)

Cette expression permet de calculer les variables
d"écoulement en une seule étape.lLa précision des résultats est du

premier ordre en espace et en temps.

~
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o5chéma de McCormack:(donble étape)

McCormack, dans 1 étude des équations de Bavier-Stokes
de fluides compressibles, développe un schéma non-centré a double
6tape. La base de ce schéma est de remplacer la dérivé spaciale par
une différence arriére ou avant. En utilisant 1 écriture (5.7) 1a
solution au temps t+At est obtenue par application du schéma

de McCormack ,écrit sous 1la forme suivante:

Prédiction:
* n At n nl n n
U =U - (1-£)F, -(1-2)F +cF,  |+AtH, (5.91)
x
Correction
n+1 1 n  {X) At X X
Uj :;—(UJ.+UJ, - rx st+1+(1—2¢:)Fj
x At X
+(e-~1)F, + —H, (5.9b)
i-1 g 3 )

C’est une forme qui permet le calcul des variables
d“écoulement en deux étapes.Elle donne deux possibilités pour
remplacer les dérivés spaciales,et donc on a deux versions (=@ et
£€z1). Les équations (5.9) montrent qu on a une précision uniforme

du second-ordre en temps et en espace.
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eS5tabilité:

Pour les équations hyperboliques la zone de dépendance, des
variables dépendantes ,est enveloppée par les caractéristiques
passant par le point H._La méthode explicite doit avoir un domaine

numérique qui doit é&tre inclue dans cette zone.(4,13,14)

Ceci est exprimée par la condition de Courant-Friedrich-Lewy
(C.F.L).Cette condition limite le pas de discrétisation,

Donec en prenant un pas d’espace censtant, la condition C.F.L.
doit &tre vérifiée pour gu’on reste dans la zone de dépendance et

avoir par conséquent une stabilité numérigue.

Cr Ax
At= 2 ‘ (5.18)
mnax( [Q/A+(gy) D]

Oid Cr est le nombre de Courant dont la valeur doit étre
optimisée .Ce nombre est pris en générale égale a 0.8 (4,8,9).

Le dénominateur est évalué en chadue point de la grille ,

en prenant sa valeur maximsle. \

eMéthodes implicites:

Les équations sont résolues simultanément pour 1 ensemble des
points ,par pas de temps constants.Donc tout les points d un méme

niveau de temps seront calenlés simultanément.

Ces méthodes sont inconditionnellement stables, et par
conségquent le pas de temps peut étre assez grand.Donc si on traite
des phénoménes rapidement variés,cette wéthode peut ne pas atténuer

les variations brusques.
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H-2 CHOIX DE LA METHODE DE RESOLUTION:

La méthode explicite est choisie pour 1la résolution des
équations du modéle.Cette méthode permet d avoir ,lors des calculs
un pas de temps trés faible ;ce gqui permet de simuler les pointes,
.de courtes durées.

De plus la programmation de cette méthode est plus simple a
rettre en oeuvre (calcul direct des variables d écoulement).Par
contre pour la méthode implicite ,aprés avoir écrit toutes les
équations discrétisé,il faudra développer un algorithme de
résolution du systéme linéaire obtenue.

Le temps de calcul par cette méthode est beaucoup plus petit
que celui gue nécessite la wméthode implicite (3,8).

Elle nous permet d avoir une économie sur la mémoire de
1"ordinateur.

Le seul inconvénient de cette méthode est gqu il faut
toujours s assurer de sa stabilité.

5-3 DISCRETISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES

Les schémas explicites peuvent 8tre utilisés en tout point de
la grille de calcul sauf aux extrémités (Garcias 1992) .51 une
variable est donnée en 1 une de ces sections limites,on a bescin de

calculer la seconde.
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La seule technique permettant un tel calcul est 1a méthode des
caractéristiques(Cunge 1880).Tout autre moyen simplifié entrainera

des difficultés supplémentaires ainsi que des erreurs.(4,13)

Tel que vue précédemment ,le régime d écoulement détermine

les conditions & connaitre.
#Cas suberitique:

Dans ce cas ,une condition physique doit &tre données, 1 autre
est calculée en utilisant 1 °équation caractéristique (Voir annexe

II ): _ -

0 @ g q 2y @ dy
— 4 — 2@gy)D —b(- — 2 (gy) D | —+( —r(gy)H —
at A ox A at - A at

La caractéristique C+ est utilisée a 1 aval ,et la seconde C
en anont .En fixant la grille de calcule ,la méthode originale des
caractéristiques, n'est pas utilisée.On utilisera la méthode de

Hartree.

Dans la fig 5.4 on connait les valeurs de (y,Q) aux points 1 et &
ceux du point R sont estimées en utilisant la technique itérative
déerite ci-dessous. '

t Ax
™ . p1

Ax

1 R 2 3 X X N-2 N-1 N

a) . b)
FIG 5.4:Points de calcul utilisés pour le calcul du pas de
temps aux limites pour le cas fluvial

o9
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1°° approximation:

1- la premiére valeur de xr est calculée en utilisant la pente

au point(1i,n)

Q
xR = XM~ T-(gy)"z)m (5.11)

2- Les valeurs deQ et y sont c¢alculées par interpolations

linéaires entre les points 1 et 2

n n n (x2-xr)
@® = Q, —(q, Q) — (5.12)
Ax
n n n (x2-xr)
v =y, (¥, -y,) (5.13)
Ax e

L équation caractéristique est en suite utilisée, pour obtenir

la condition au point M ,de la maniére suivante:

Qb 12 _
QH“QR+(—'];""b(gY) Jp(yM-yr)=AL(A(S0-SE)) (5.14)

L expression (5.14) peut &tre écrite sous la forme linéaire:

Qe = Alym + Bl ' (5.15)

ot

Qb
Al=( —+b(gy)
A

172

)R
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- ab 1,2 °
B1=@Qr+yr(— —--b(dy) )R+gAt A(S50-5f)8,
A

sont fonctions de quantités connues au temps nAt.

Zemoapproxination et suite:On refait 1 étape 1 en utilisant des
valeurs moyennes:
At Q Q

xr=a ~ —— ¢ :-(QY)Vz)HK :—(gv)‘”z)n] (5.16)

puis les interpolations (5.13) et (5.12) sont répétées en
utilisant la nouvelle valeur de xx.

Les variables dépendantes aux point M sont re-calculées par la
noyenne des points R et le dernier point calculer.

(yM-yr)[ @b ab |
Qu-Gat — C- A“’(g”"z%"(- T*bw”m)u]

At
=-——'(gA(So—Sf))R+(3A(So—5f))M§ (5.17)
2

et la relation linéaire (5.15) est réécrite avec les nouveaux
coéfficients.

Ces différentes étapes sont reprises jusqu’'a obtention de 1a
précision voulue.

La méme procédure est suivie pour le calcul du point P,elle nous
. . B} B} +
entrainera aux méme relations linéaires suivant C
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organigramme de calcul de
la condition subcritigue
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®Cas discontinue ou supercritigue:

L 'algorithme précédant doit &tre changé si on est en présence

d "une discontinuité ou 1 écoulement est supercritique.

Pour 1°écoulement supercritique ,deux conditions doivent &tre
données & 1 amont et aucune & 1 aval
Dans le cas de la discontinuité an début ou a la fin du canal
1°équation caractéristique ne peut &tre utilisée ,car elle n est
valable que pour des fonctions continues.

Les relations modélisant les discontinu{tés doivent
étre utilisées

(AZ2-Al1)v+Q1-Q2=0 (5.18a)

Q
(Q2-Q1)v+( + 2, € + ),= (5.18b)
A

et en éliminant la vitesse v entre les deux équations (5.18) on

obtient:
Q2 a1l g(y2+yl) 1,z
— = —% (y2-y1)( —) (5.19)
A2 Al 2y2y1l

5i,par exemple,un front discontinue existe au débunt du canal,
ou y2 et Q2 sont connues(conditions initiales) et Q1 est donné par
la condition limite .La valeur de yl est obtenue en utilisant
(5.18) ou on a une seule inconnue.
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CONCLUSION

En définitif,la résolution des équations aux dérivés
partielles sous la forme consevative se fera par la méthode

de différences finies explicite.
Pour chaque type d écoulement (suberitique ou supercritique)

nous associons 1l 'algorithme de ealcul des conditions anx limites

appropriés, pour la résolution compléte du probléme simulé.
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous décrivons la construetion
algorithmique du modéle que nous avons £tablie ainsi que certaines
applications qu'on a effectuer dans le but de voir 1 efficacité du
modéle gui simuler les phénoménes de propagation d ondes raides et

des discontinuités.

Rous commencons par 1l étude de 1a propagation d onde simple
et de sa réflexion.Nous étudierons par la suite le cas complexe de
la propagation d ondes multiples dans un méme canal.On analysera
aussi le cas de propagation d une onde dans un c¢anal comportant

une discontinuité locale (la jonciion de deux canaux).

Les résultats numériques obtenues seront comparées & ceux
donnés par la théorie, et a certains résultats expérimentaux dans.
le but de voir la perfection du modéle et son pouvoir de ressortir
clairement les phénoménes physiques apparaissant dans les
écoulements non permanents brusquement variés.

1 DESCRIPTION DU MODELE NUMERIQUE

Le modéle numérique qu on propese,détermine d "abord le type
d "écoulement (subcritique ou supercritique), par le calcul du

nombre de Froude.
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Une fois la nature de 1 écoulement connue,le modéle & des
branchement automatique lui permettant d utiliser 1 algorithme

approprié pour le calcul des conditions aux limites nécessaires.

Les variables de 1 écoulement, & un instant choisi, peuvent

étre ensuite calculées en utilisant les équations discrétisées.

1-1 DESCRIPTION DU PROGRAMME

Le langage de programmation choisi,pour la mise en oeuvre de
ce modéle est le langage FORTRAN,en raison de sa trés grande
habilité aux calculs techniques et scientifiques et la simplicité

de ses instructions.

Nous avons utilisés une programmation modulaire, le programme
principale ne contient que des tests permettant de faire les

calculs par 1l algorithme voulu.
I.a description compléte de la construction et 1la

structuration du modéle est résumée dans 1 organigramme de base

dessiner ci-apreés
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Organigramme general
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CALCUL DE Y OU A
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2 APPLICATIONS DU MODELE

2-1 ETUDE D'ONDES SIMPLE

Les techniques de modélisation de discontinunité,que nous
avons développée dans 1°étude théorique, seront untilisées pour

trouver la solution dans le cas de 1 augmentation brusque de débit
dans un canal.cette augmentation donnera naissance & une onde de
choe .La variation brusque du débit pent &tre crée par une ouver-

-ture brusque d une vanne ou d’ une turbine hydraulique.

On fera la modélisation d un écoulement non-permanent dans
un canal horizontal,lisse (la rugosité du canal est nulle) et de
section rectangulaire de largeur unité.

Initialement,dans le canal, 1 eau est au repos ayant une
une certaine haunteur.Donc les données initiales sont:

Q9 =@ n'/s et yB = 2m

On introduit un débit brusque (@ = 149 na/s) dans le canal,
une onde est créée et 1l écoulement & 1 amont devient supercritique.

On a donc besocin de deux conditions amont pour pouvoir résoudre

nos équations.Ces conditions sont:
- La wvariation du débit AQ.

~ La hauteur d eau correspondant a ce débit.

-
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La premiére condition est donnée directement par la valeur
de la discontinuité du débit.La seconde condition sera déterminée

& partir des équations du ressaut mobile .

Les caractéristiques numériques du canal sont données par la
figure ci-dessous

amont aval

¢ L=1000 =n >

FIITITIIIIIIIIIIIIIIIIIII VIR

f

! b=l mn

l

T\\\RNN\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\l

p .
+ D »

I Position du front
de 1 onde

&
<

-
u
]

Fig 6.1 Yue de dessus du‘canal

Probléme posé:

Le but recherché est de déterminer la position de 1 onde

ainsi provoguée et la hauteur du front d onde correspondant .

Théoriquement, cette position peut &tre établie en détermi-

-nant la célérité de 1 onde qui est donnée par la relation

suivante:
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v = UB+(gyl(yl+yD)/2y0)) /%

v = célérité de 1 onde

y® = hauteur initiale
¥1 = hauteur du front d onde
UP = vitesse initiale
a)
v

T —_—

vl e

l (+) I ya

Lr7777 7777777 777

(6.1)

b)

—| 1

vl

o | oo |

i didididd

FIG 6.2:Directions possibles de propagation.

a) de 1 'amont vers 1 aval (onde positive)

b) de 1°'aval vers 1 amont (onde négative)

On a une onde positive se propagant sur de 1°eaun au repos

(UP=0),1a valeur numérique de cette vitesse est:

v= 17.3 m/s

La position de 1 onde notée p, a 1 instant t est donnée par

1 expression suivante:

p=v.t

(6.2)

Connaissant le temps pour lequel on cherche la position de

1°onde et la célérité de cette derniére,

(6.2) la position théorique de 1 onde.

~
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La Figure 6.3 montre les résultats numériques obtenues par le
schéma a4 double étapes de McCormak,pour un pas d espace de Ax=10 m

et un incrémant de temps donnée par la condition de Courant.

Une autre exécution du programme & été faite pour un canal
rectangulaire ,avec frottement (n=0.01),un état initial similaire
au précédant ,et une variation brusque de débit créant

un écoulement subcritique (fig 6.4)

Analyse des résultats:

1-La Figure 6.3b (version II £=0) montre qu au niveau du front
d'onde il y 8 un nuage de points dispersé ,qui n'a pas de signi-
-fication physique.Ce qui n’est pas le cas si on utilise 1la version
I (¢=0,Fig 6.3a).

2-La Figure 6.3c montre le profil de 1°eau le long du canal.On
remarque la présence d un ressaut ondulé juste a 1 amont du canal.
La présence d 'un tel phénoméne est dne & la manipulation faite

pour la création d une telle onde.
La position de 1l onde & 1 instant t=4@.5 sec est:
=17 .3%40.5=700.685 m

Donc a 1 instant t=40.5 s 1 onde devrait se trouver a 7600 m
de 1l amont. Le profil de 1 eau calculé numériquement
montre gque 1l onde est &4 la position 783 m. Le résultat

donné par le modéle est trés proche du résultat théorique.

3-Comme le montre la fig 6.4, pour un canal avec frottement,

-

1°onde & une célérité moins faible,car une partie de son énergie

-
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est perdue par 1l enérgie produite par 1a contrainte existant

entre le fluide et les parois du canal.

Notre résultat numérique est comparé avec un résultat
expérimentale obtenue au laboratoire d hydraulique du département
de science de 1°eau de 1l 'université de Californie (15).,et il y a

une trés bonne correspondance des résultats.
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FIG 6.3:PROPAGATION D'UNE ONDE SIMPLE
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2-2 PROPAGATION~REFLEXION D'UNE ONDE DE CHOC

Aprés avoir étudié la propagation de 1 onde simple,analysons
la réflexion de cette méme onde. Pour ceci considérons,une onde
.Supposée avancer sSur une eau au repos et dans un canal supposé
fermer & son extrémité aval (débit nul au niveau de la section

aval).

Le probléme posé est de chercher 1 évolution de 1°onde, aprés
réflexion 4 1'aval, dans le temps.

Analyse des résultats:

L onde se propade initialement de 1 amont vers 1 aval 1 aval
(temps tl1 sur la Fig 6.4). A son arrivé a 1 aval, od le débit est
nulle, une partie de 1°énergie cinétique est transformée en
énergie potentielle,ce gqui donne une augmentation brusque de 1la
hauteur du front d onde.Il y aura donc apparition d une onde
négative,qui se propagera de 1 aval vers 1 amont avec une hauteur
plus importante et une célérité réduite, c est ce que montre la
Fig 6.4 au temps t2.

L onde négative ainsi créée, continue de se propagée (temps
t3),jusqu’a son "arrivée a4 1 amont ou le débit entrant est
constant .Done dans la section amont on aura un choc entre deux
écoulenent de sens contraire,et par conséguent une autre partie de
1”énergie cinétique est perdue et 1 onde se réfléchira une autre

fois de 1 amont vers 1°'aval avec une célérité moins importante.

~
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Le phénoméne ainsi décrit se répétera jusqu a ce que 1 onde
perde toute son énergie cinétique et s amortira quand_on avance dans
le temps.

Le cas étudié ci-dessus est trés important dans la pratique.
En prenant comme exemple les canaux de réstitution d une station
hydro-éléctrique.Dans une telle situation les ingénieurs s inté-
-ressent a :

- L évolution de 1°onde dans le canal’

— Au temps d amortissement de cette onde et ceci afin de
donner les dimensions adéquates au canal pour éviter des
débordement et 1la destruction des installations éléciro-mécanique

que peut contenir un tel canal.

2~-3 ETUDE DE LA PROPAGATION D'UN DOUBLE CHOC

Dans ce cas on considérera le cas de la propagation d un
front d ondes sur un autre existant initialement dans le canal.
Cette situation est créée par de variations brusques de débit
séparée par un intervalle de temps réduit.

On reprend le canal de la premiére application dans la quelle
une premiére augmentation de débit de @ a4 11.9 m?/s,la hauteur
correspondante est y=2.7 m _Aprés 58 s une autre augmentation de
débit ,de 11.8 a 47.62 n?/s ,est supposée avoir lieu.

Analyse des résultats

Comnme le montre la figure 6.5 ,la premiére onde se propage vers

]l "apont de la méme maniére qu une onde simple.Aprés introduction

-~
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de la deuxiéme discontinuité, on a deux fronts d ondes superposés

qui se propage de 1 amont vers 1 aval.

Aprés un certain temps de propagation (t=128 s),les deux
fronts se couplent pour former un seul front dont la hauteur est
la somme des deux précédant.Ce front continue de se propager vers
1°aval comme une onde simple.

2-4 ETUDE DE LA JONCTION DE DEUX CANAUX

Supposant qu on ait 1°étude de la propagation d une onde
créée dans un canal ayant la structure de ci-dessous

_
Q3 b3
Q2
b2 —_—

LlL1LP I I 777 7777777

Fig 6.6 Systéme de deux canaux en parallélé.

Les trois canaux ainsi considérés ont les caractéristiqgnes
suivantes:
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-~ La pente du fond est nulle ainsi, que les frottements

— Les canaux ont une section rectangulaire uniforme

- L écounlement est supposé paralléle immédiatement
avant et aprés la jonction

Les largeurs des canaux vérifient b3=b2+b1'

Analyse des résultats

Une introduction brusque de débit dans le canal 1 provoque
une onde simple se propagesnt de 1 amont vers 1°aval.Cette onde
se propage dans le canal 1 sans affecter 1 état de 1 ean dané les
canaux 2 et 3.(fig 6.8) |

Aprés passage de la jonction,deux autre onde naissent dans
loes canaux 2 et 3 .La fig B.9a montre 1l existence d une onde

néegative dans le canal 1 ,hais d " intensité trés faible--

La fig 6.9b montre la propagation de 1 onde négative créée
dans le canal 2 ,qui part de 1 aval vers 1 amont.La hautenr du
front d onde est noihs importante que celle du canal 1 ainsi que
la célérité.

La fig 6.9c montre 1 apparition d une onde positive se
propageant de 1 amont vers 1 aval et ceci avec une hauteur et une

célérité plus faible que cenx de 1 onde d’origine.
Cette réduction de célérité et de hauteur du front d onde est

du & 1 élargissement brusgune de la section dans laquelle se

propage cette onde.

83



CHAP VI LE MODELE NUMERIQUE ET SES APPLICATIONS 84

H(m)4'_‘ CANAL 1 H(m),. CANAL 2 |
2-1 P e o
0 T T T 1 0 ¥ | ! i .
0 100 200 X(m) 0 100 200 X(m’

H(m),. CANAL 3

0 100 200 X(m)

FIG 6.8:PROPAGATION DE L'ONDE AVANT
PASSAGE DE LA JONCTION
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CANAL 1
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CONCLUSION

Les résultats obtenus par le modéle gue nous avons établie A
la base des équations de Barré Saint Venant,écrite sous une forme
divergente et en utilisant la méthode des caractéristiques pour
simuler les conditions aux limites ,donne des résultats
satisfaisant qui correspondent aux réelles conséquences qui peuvent

avoir lieu par les écoulements non permanents brusgquement variés.
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CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons développés un modéle mathé-—
-natique de résolution des équations d écoulements non-permanents
uni-dimensionnel .I1 est basé sur le schéma explicite de McCormack
qui est de plus en plus utilisé pour 1 intégration des problémes
de chocs. '

'Le traitement des conditions extérieures et intérieures a
été fait par la méthode des caractéristiques .Cette technique est
‘1e seul moyen correct permettant 1 introduction, a tout probliéme
d"écoulement non permanent ,des informations physiquement

valables.

Ce modéle est capable de simuler les situations oa la

variation d un paramétre d écoulement est relativement rapides.

Nous estimons que la performance du modéle ainsi établi est
de bonne qualité,puisque les résultats aux gquelles nous avons

"aboutis sont treés satisfaisants.

Nous pouvons dire en plus que,bien que les méthodes
numériques aient déjd une quarantaine d années d histoire,
et que les calculateurs actuels présentent une puissance et des

performances remarquables,la mise au point d un modéle

nathématique n’ est pas quelque chose d automatigue.

P
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L ordinateur est une machine rigoureuse gui ne tolére pas
la moindre faute comme pourrait le faire un moddle réduit physique.
Une cote d“eau mal lissée n empéchera pas 1 ean de counler dans le
modéle réduit;cette méme erreur peut amener la machine & refuser

d’aller plus lpin !

Done ,tout ingénieur ayant la charge d établir un modéle
mathématique @4 devra étre trés attentifs & 1 hydraulique :ce
n'est pas § 1 ordinateur qui "inventera” un contréle eritique s’il
apparait quelque part !C est bien 1la 1 avantage d une telle
modélisation : Elle ne pardonne rien et demande & 1°ingénieur un

effort important de compréhension des phénoménes physiques .

En fin,on espére que se travail soit repris par d autre
étudiants pour le compléter et d en rajoutés d autre cas non

étudiés dans la présente thése,et qu’il soit développer pour

l1’étude de cas bidimomsionnels.
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ANNEXE 1

continues et gque ton

LES DIFFERENTES FORMES DIFFERENTIELLES

DES EQUATIONS DE L'ECOULEMENT

En supposant que toute les variables de 1 écoulement sont

développement en série de Taylor nous permet d écrire:

et

3A A  At?
(A),,=(A), .+ —AL + _ %
t2 t1” oo 2?2
aQ ’q Ax®
(Q ) = ( Q ) + Ax + +
x2 x1 Ix 8x2 2

En gardant le premier ordre dans les équations

les fonctions sont différentiables, le

(1L

(1),

en supposant que At et Ax tendent vers zéro ,on peut écrire:

x2 x2 t2

aA
Zim [ (A),.,-(A), ,]dx= ——dtdx
J t2 t1 "J J ot
tz2 =Pt x1

x1 t1
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t2 t2 x2

aq
Eim J [(Q)xz—(ﬂ)xl]dt:J J —dxdt

xz —bP x1 £1 Ix
tl x1

Et donc 1°équation de continuité (2.3) devient:

x2 t2

oA, ]dtdx =@ (2)
ot ax - -

x1l t1

de la méme maniére on peut écrire :

. . a(u A) %Ay ax°
(u i) (0 A) = e AX s e
X2 x1 ax % 2
F4
. aq aQ Ax
{(uA), ,-(VA), ,= — At + — —+ ... (3)
t2 tl1 at ax 2
L1 311 AXS
(I1) ,-(12) .= Ax+ + ...
x1 x2 ax axz o

La substitution des développements(2.18) dans 1 équation (2.14)

le passage a4 la limite (Ax,At —>P) entraine:
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xZ2 t2
o  a(u’a)
+ dtdx =
at ax
x1l ti1 , (4)
x2 t2
11
g — - 12 - A(So—Sf)]dtdx
ax
x]l t1

Les relations (2) et (4) sont valables dans tout le
plan (x,t),donc elles doivent 1 é&tre pour un volume infiniment

~petit,et on peut écrire deunx égquations différentielles:

9A aq
Equation de continuiteé e
at ax

=0 (6)

2
. té wvi oq d(u"A) arl
Equation de g de m + +g =gA(So-Sf)+gl2 (7)
at ox ax

Dans (R.#%) on combine les dérivés par rapport & 1 espace

en remplacant u par Q/A on obtient

aq a (&)
+ ( +gl1)=gA(So-5f)+g12 (8)
at dx A
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Evaluons la dérivés du terme (gIi) de 1°équation (8)

h{x)
i—-(gIl) =g f__ J (h(x)-n)o(x,n)dn

a a
X X ?

En utilisons le théoréme de Leibniz pour différencier une
intégrale on obtient:

h{x)
a a ,
—(gll) = g — o(x,n)dn +
ox ox
%)
h(x)
db
+ [h(x)—n]( ———~)h:h:cta
ox
%)
avec : - o(x,h)=b(x)
h(x)
et J ?dn = A
2
o Son
—(gIl1l) = gA(x) —— + pgI2 (9)

En conséquence 1’équation (7) peut &tre écrite comme suit:

~
~
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=) 8 .
—_— + —— (1 A)+gA
at ax ax

éh

+gI2 = gA(So-5f)+gl2 (19)

ainsi on obtient 1 équation de la quantité de mouvement

généralemnent appliquées dans la pratique:

oq 9 éh (11)
— 4 — (u)+gA( —— -50) + gASF = 9@ :
at ox ox

gqui n'a pas uné forme divergente.On 1 appel généralement par

1'équation dynamique.

Done selon le choix des variables déﬁendanﬁes on péut'aVOir

différentes formes des équations de St Venant.

i) Q(x,t) et h(x,t)

dACh) A éh ah
on a8 : = =b
s at ah at at
et u=g/A

En remplacons dans les égquations (6) et (11) on

obtient:

—— =@
at b ax (12)
g Q ah

+ ¢ )+gA —4+gA(5F-50)=P
at @ dx A ax
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1i) Q(x,t) et y(x,t)

on a h=y-yb ol yb est 1 évolution du fond.

éh oy éh dy adyb ay
= ; = - = +So0
at at . ax ox ox ax

En remplacant dans le systéme (12)

oy 1 oQ B

at b ax | (13)
3Q ) Q 3y . |
+ C ) + gA —— +gASf=0
at ox A ax
1ii) u(x,t) et h(x,t)
A=uACh)
"
aqQ du A du dA h JA
—A + 1 =A + u [ +( )
Qx ax ox ax éh ax ax h=est

Le dernier terme représente le taux de changement de A guand
la profondeur est constante et 8A/3x=b.

En transformant ainsi les dérivés on a

ag @(uad) GA du aQ an
= =u +A =-u +A
at at at at ox ot

~
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a Q 20 dq Q aA

ax A A 9x £ ax

éh A du dh 1 dA
—_— — + u + ( b] =a
ét b ax x b 9x h=cst
(14)
au du dh
+u +d +g(5f-S0)=0
at x ax

Les différentes formes ainsi établies ne sont que le
résultat de certaines manipulations algébrigques . Hais cette
gymnastique mathématique a une importance d ordre pratigque
;buisque certaines techniques numériques peuvent étre nieux
adaptés A certains systémes des équations que pour d autre.
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ANNEXEK 11

FORME CARACTERISTIQUES DES EQUATIONS

DE L’ECOULEMENT

Prenons 1 écriture sous forme vectorielle des équations de

base:

w ]
J

a a

= |

+ B =C (1)

d x J t

- y . b
avec R Q N\ ¢ s/

- ) - ' o
b a - "] 1 - (%]
&R a R
+ = (2)
It 2Q | @ x _
o 1 gA gA(50-5f)
- L A - -

Soit une courbe ¢ d’ égquation t=f(x) dans le plan (x,t).Le

-
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long de cette courbe nous pouvons écrire :

—» —- -

R(x,t) = R(x,f(x)) = Ro(x)

— -3 -
& R d R dt d Ro
Donec: el =
9 x 2 t dx d x
- - —
& R 9 R dt d Ro
= — —
a x g t dx d x

Le 1long de cette courbe les équations de St Venant

s écrivent:

- - —
8 R d Ro dt 9 R —
A + B ~B— ——=C
gt d x dx & t
— -
dt @ R - d Ro i
(A-B—)——=¢C ~B 3
dx a t d x

On cherche les courbes t=f(x) qui soient les trajectoires des
perturbations .Au passage d'une perturbation la dérivée est

indéterminée ,ainsi le long de ces trajectoires le systéme (3) est

indéterminé ,ce qui est équivalent a :

dt
det(A-B — )-8 et det(adjoint) =8
dx
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Donec b —dt/dx
=0
dt 2Q dt.
....gA —— 1_ —— —
dx - A dx
. 28b dt dt =z
d“on b- —m ——~gA( —) =0
A dx - dx
dt =z 28 dt gA
(—) - - =0 (4)
dx A dx b
ame . .
C est une équation du 2 degré dont le discriminant est:
EA
£= —
b
tonjours positif (systéme hyperbolique)
2 gA
posons cC =—
b
Les solutions sont alors : o
dx
—= U % &C e=t]
dt

C’est 1°équation des familles de courbes appelées:

dx

- Caractéristiques positives e Z{J4C
dt
dx

- Caractéristigue négatives —=U0-C
dt
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représentant les trajectoires des ondes.La vitesse

vitesse relative
172
C=(gA/b)

des ondes en

Pour que le systéme soit indéterminé(et non pas impossible),

il fsut annuler le déterminant adjoint

dq
b -
dx
dt dy
~-gA —— gA(50-5f)-gA ——
dx 2a da 9%
A dx

ce quli revient a résoudre 1 égquation :

b(U-2C)dy - dQ + (gA(So-Sf))dt = @

et pour un canal rectangulaire :

C=(gy)' "

et donc
dQ q 1z dy

—— +b(- — % (gy) ) —— = gA(Sf-50)
dt A dt

99
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