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Objet : Analyse des forces hydrodynamiques dfles & un séisme
sur un barrage poids, par la méthode des différences
finies.

Résumé : L'objet de cette étude consiste en 1'élaboration
d'un programme de calcul utilisant la méthode des
différences finies.

Ce programme nous permet de déterminer la forme, la
grandeur et les variations en fonction du temps des
pressions hydrodynamiques , dfles 4 un séisme
horizontal , agissant sur 1le parament amont 4d'un
barrage poids.

Les hypothéses prises en compte é&tant :
- fluide non visgueux

- structure rigide
- Mouvenments rapides et de faibles amplitude.

Objet : Analysis of the strength, caused by an earthquake
under A4 gravity dam , by the finite difference method.

Abstract : The aim of the present research is to develop a
computer program (or software) using finite
difference method.

With this program we can estimate the shape, the
value and the wvarialibty in time, of the strengths
caused by an horizontal earthquake under the up
facing of a gravity dam.

Considerations analysis are
~ non viscous fluid

- Rigid structure
- Quick mouvement with weak Amplitud.
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INTRODUCTION

Si la survenance des séismes est encore, pour une grande
part, un phénoméne imprevisible on ne considére plus depuis
gquelgues années comme une inéluctable fatalité , 1les catastrophes
{(destruction des ouvrages, nombreuses pertes de vie humaines)
gqu'ils sont susceptibles de provodquer.

Les barrages , fruit d'une technique spécifique dont le
developpement actuel coincide avec 1l'accreoissement des besoins,
sont 1'un des élements importants parmis les différents projets
de construction. En conséquence, et notamment du f£fait que les
grands barrages font peser sur les avaliers un risque potentiel
fort grand, dfl 4 1'énergie accumulée dans les reservoirs, tous les
grands barrages devraient &tre projetés-en tenant diment compte
des effets provogués par les géismes, pour c¢ela une étude
hydrodynamique devient indispensable.

L'hydrodynamigque étudie le mouvement des 1liguides en tenant
compte des forces qui lui donnent naissance . Dans le cas présent,
les forces mises en jeu sont des forces de pression de la masse
d'eau, générées par les mouvements trés rapides de la structure.

L'objet du présent ouvrage consiste en l'analyse de ces forces
hydrodynamigue agissant sur un ecran vertical limitant un
reservoir semi-infini de pronfondeur constante - dans l'hypothése
d'un mouvement horizontal harmonique de 1'écran , d'une structure
rigide se déplacant avec 1le fond de la retenue. Cette analyse
sera effectuée par 1'une’ des méthodes numérigues qui est la
méthode des différences finies.

Pour ce faire, on a modélisé 1le reservoir comme étant un
milieu continu, isotrope et compressible , et on a ainsi formé un
domaine d'étude , dont l'extension suivant la longueur n'est pas
définie de fagon définitive.
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1/ Notions sommaires de gismologie et problemes
specifiques aux barrages poids

I/ - INTRODUCTION

Les tremblements de terre sont des phénoménes naturels
complexes et dangereux qui se produlisent surtout dans des zénes
connues comme sismiques. Toutefois on doit considérer que des
temblements de terre sévéres se sont aussi produits en dehors de
ces zdnes , dans des régions considérées comme géologigquement
stables. '

II/- ORIGINE DES TREMBLEMENTS DE TERRE

Les séismes correspondent & une vibration du scel provoguée
par une libération scudaine de 1'énergie de déformation accumulée
dans la crolite terrestre, et gui peut &tre provoguée par :

- des glissements le long de failles géologigues (et ce sont les
plus importants),

— Un changement de phase dans les roches (changements de volunme
dfles a des changements de pression),

- des activités volcanigues produisant des séismes d'intensitée
relativement faibkle, au voisinage immédiat du volcan .

— D'autres raisons, comme des explosions ou la sismicitée induite
par certains grandes reservoirs.

III/- MECANISME GENERAL DE PRODUCTION DES SEISMES

Un séisme est la conséquence des lentes déformations qui
affectent les régions supérieures &éu globe terrestre, et au cours
desquelles des ¢uantités considérables @&'énergie s'accumulent
dans 1les matériaux constitutifs sous forme d'énergie de
dérformation. Lorsgu'en un point moins résistant ou plus
sollicité que les autres, un éguilibre limite est dépassé, il se
preduit une rupture gui s'étend trés rapidement dJde oproche en
proche aux régions voisines,.

-3 -



1/ Notions sommaires de sismologie et problemes
specifigues aux barrages poids

Oon passe donc d'un premier état d'equilibre correspondant a
des contraintes importantes, & un second état ou aprés rupture,
ces contraintes ont disparu partiellement ou en totalitée.

Cette rupture s'accompagne d'une brusque libération de
1'énergie potentielle accunulée dans la déformation et donne
naissance a4 un ébranlement gui se propage au leoin sous forme
d'ondes sismiques , qui, compte tenu de 1 'hétérogénéité du sol,
engendrent en surface un mouvement complexe difficilement
prédictible en un site donné.

Oon distingue les deux types d'ondes suivants

- Ondes internes ou ondes de volume :

Prennent Pnaissance' dans le foyver et se ©propagent &
1'intérieur de la terre sous deux formes 3

* ondes S ou ondes longitudinales : elles se propagent
avec une vitesse de 7 & 8 km/s et s'accompagnent d’'un changement
de volume (compression et dilation alternées )} produisant ainsi

des déplacements dans le sens de la propagation du train d'ondes.

----- y === =) ~———-=}~--  ----=)--% propogation du
train d'ondes
<————>
déplacements
* ondes ou ondes transversales : elles se déplacent avec

une vitesse de 4 4 5 km/s et s'accompagnent d'une distorsion dans
le plan perpondiculaire & la direction de propagation provogquant
un cisaillement sans c¢hangement de volume.

A
|
=) it Rt Bt it y-—- - » propagation
W éu train
déplacements d'ondes



1/ Notions sommaires de sismologie et problemes
specifigues aux barrages poids

A la différence des ondes 1longitudinales, 1les ondes
transversales ne peuvent se propager dans les milieux fluides, en
raison de 1l'inaptitude de ces milieux de transmettre les éfforts
de cisaillement .

- Ondes de surface :

Les ondes de volume gul arrivent & la surface de la terre
broduisent des ondes de surface, ces ondes vovagent le long de la
frontiére entre deux milieux et & la surface de la terre {(ondes
de Rayleigh).

Les ondes superficielles ne contribuent pas tellement a
l'accélération du terrain, sauf dans 1le «cas de structures
flexibles.

En génie parasismigque, on étudié surtout 1'effet des
ondes internes P et §.

I1Y/- PARAMETRES DESCRIPTIFS DES SEISMES

1- Foyer ou hypocentre :

C'est 1l'endroit ou se produit la perturbation qui provogque
le mouvement, sa determination s'effectue par recoupement des
différents enregistrements de sismographe.

2— Epicentre:

C'est le point de la surface du sol directement au dessus
de 1'hypocentre.

3-— Distances focales, distances a 1'épicentre-

Ce sont 1les  distances de la station d'enregistrement
respectivement au fover et a 1'épicentre (fig 1.1)
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1/ Notions sommaires de sismologie et problemes
specifiques aux barrages poids

4- Intensité :

1L'intensité mesure l'importance d'un séisme en un lieu
donné , selon les manifestations ressenties par la population et
les Gégdts gu'il & provogué .

Pour un séisme donné, l'intensitée dépend de la distance &
1'épicentre, elle décroit généralement guand cette distance
augmente, mais des anomalies 1locales, dfles & des conditions
géologiques particuliéres,.gguvent apparaitre

5- Magnitude :

La magnitude M d'un tremblement de terre se détermine 3
partir d'un sismogramme selon la définition donnée par Richter
gui représente une mesure indirecte de 1'énergie libérée par le
séisme.

Entre 1'énergie libérée et la magnitude a été établie la
relation suivante :

1.8 + 1,5 M
E =10 {k Joules)

Un temblement de terre aura donc une seule magnitude alors
gue son intensité pourra wvarier d'un site & un autre.

6- Sismegraphe :

C'est 1'appareil de base gui mesure les mouvements de la
terre lors d'un séisme.



1/ Notions sommaires de sismologie et problemes
specifiques aux barrages poids

7~ Relation d'atténuation:

Entre la magnitude & la source et l'intensité en un site
donné, 1l existe certaines relations empiriques, fonction de la
distance a 1'épicentre comme par exemple :

i=2,95+ 1,54 - 1,87 1In (D+15)

D : distance A 1l'épicentre

M : Magnitude

i : intensité au niveau du site
M i ?
f- S = i i
N ') i S
(épicentre) ' {site)

Bien entendu, ces relations peuvent &tre nodifiés par des effets
particuliers au site.




1/ Notions sommaires de sismologie et problemes
specifiques aux barrages poids

IV/-_CARACTERISTIQUES DES SEISMES

Les secousses provoquées par un séisme se composent de
vibrations horizontales et verticales du méme ordre de grandeur.

Les barrages poids doivent &tre é&tudiészs sous 1'effet des
vibrations horizontales, paralléles et perpondiculaires & 1'axe
du barrage , et des vibrations verticales. Mais il est souvent
admis gue les pics d'accélération horizontaux et verticaux ne
sont pas simultanés,

D'aprés les expériences faites & ce Jjour, on a constaté
gqu'lil n'vya pas de direction horizontale prévélégiée. Les
mouvements suivants les trois directions de 1l'espace sont
indépendants , c'est a dire gue le mouvement dans une direction
donnée ne peut deduit du mouvement suivant les deux autres
directions

Les mouvements du sol enregistrés lors d4'un séisme se
mettent principalement sous la forme d'un accélérogramme gui
représente la variation de 1'accélération dans une direction
donnée , en fonction du temps, on peut de méne enregistrer la
vitesse ou le déplacement.

V/- IYPE DE RUPTURES DES BARRAGES POIDS

Les sollicitations vibratoires du séisme peuvent engendrer,
dans un barrage poids :

- le glissement 8u barrage sur sa fondation

~ l'ouverture de joints ou de fissures telle qu'une perte
d'eau inceontrolable se produire ou que 1le barrage puisse se
rombre, notamment du fait du jeu d'une faille active.

- le déplacement par cisaillement ou basculements de Plots
ou de sections de la partie supérieure.
- Rupture totale du barrage et onde de crue a 1l'aval; dfie
& la naissance de pressions hydrodynamigues dans le reservoir.

- Rupture des versants avec ¢glissement dans le reservoir:
déplacement d'u volume d'eau important provoguant la rupture du
barrage ou de 1'évacuateur de crue.
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Le séisme n'intervient pas seulement par ces sollicitations
vibratoires .

Il peut &8tre la source de déplacements permanents d0s & 1a
mise en mouvement irrévisible de failles actives. De tels
déplacements peuvent 8tre engendrés méme par des séismes de
faible intensité dans la mesure ol ces déplacements sont
irrévisibles, les mouvements successifs s'additionnent et peuvent
devenir inmportants.

Si 1a faille traverse la fondation du barrage, celui ci
subit des déplacements verticaux et horizontaux générés par ceux
édes lévres de 1la faille ce qgui peut entrainer dJd'une part des
ruptures des organes d'étanchéité, d'évacuation des crues, de
vidange ete... et d'autre part, diminuer la revanche d'une
partie du barrage.

Dans le cas ol la faille traverse le reserveir, le barrage
peut dans son ensemble perdre sa revanche si le fond de la
retenue se soit surelevé par rapport & la fondation du barrage,
méme si la faile ne traverse pas le reservoir , son rejet lors
d'un séisme peut entrainer un phénoméne de séiche dans la retenue
. accompagné d'un éventuel deversement sur le barrage si la
revanche est insufisante.

Enfin , la constitution d'une retenue importante cree le
risque d'un séisme induit , 44 & la fois & 1l'effet du poids de la
retenue et 4 la pénétration de l'eau dans les fissures du massif
reocheux. .

V/- MODELISATION DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES BARRAGES POIDS _

A la lumiére de ce gqui a été developpé sur les séigmes, et
les dommages gu’'ils peuvent occasionner dans les barrages poids,
on a constaté qu'il est nécessaire pour aveir un bon projet
parasismique, de tenir compte des particularités que présente la
réponse dynamigue 4'u barrage poids lors d'un séisme.

L'anaiyse du comportement dynamigue des barrages poids
présente un certain nombre de traits spécifigques.

- A0 -~



1/ Notions sommaires de sismclogie et problemes
specifiques aux barrages poids

Tout d'abord, le comportement d'un barrage dépend du champ
d'accélération auguel il est soumis, et pour connaitre ce champ
d'accélération , il faut analyser la réponse dynamigue du barrage
au séisme , lagquelle dépend d'une part du séisme par son
accélérogramme (ou son spéctre,son accélération de pic et sa
durée) et d'autre part du barrage par sa forme , sa hauteur et
les matériaux qui le composent. Mais comme on a déja wvue , il
dépend aussi des propriétés de sa fondation. Il en résulte
systématiguement , lors d'un séisme , un couplage dynamigue entre
le barrage et sa fondation se traduisant par une intéraction
entre le sol ou le recher ) et 1'ouvrage proprement dit .

La deuxiéme particularité des barrages poids est de
contenir un reservoir. Ici encore, il est impératif de prendre en
compte l'interaction dvnamique entre l'eau du reservoir et le
barrage. TCe phénoméne étant particuliérement . significatif pour
les barrages en béton , mais généralement négligeable pour
1'étude des barrages en remblais.

A4 .
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_2/ Dynamique des structures

I/ -_INTRODUCTION

Le comportement structural de barrages et de leurs fondations
pendant les séismes est trés complexe, la complexité résulte de
la nature des matériaux dont les prorpiétés mécanigques incluant
l'élasticité ,la viscoxité et 1la plasticitée sont diversement
combinées. Cette complexité résulte aussi du fait que pendant les
séismes quelqgues ruptures ou fissures modifient les réactions du
barrage.

Afin d'aborder ces problémes , différentes méthodes ont été
établies pour les différents types de barrages.

Dans le cas de barrage poids de hauteur modérée, on a accepté
la méthode de calcul pseudo-statique du fait de 1la grande
rigiditée gu'ils tiennent de 1leur forme et des matériaux de
construction. Cependant, lorsgue ces barrages sont de grande
hauteur, 1l'effet combiné des vibrations, de cisaillement et de
flexion devient appréciable et rend nécessaire un calcul
dynamigque.

Dans ce gqui suit, on présentera briévement , le principe de
ces méthodes.

I1/ - METHODE PSEUDO-STATIQUE

1/- Principe de la méthode

La méthode pseudo-statique a constitué dans le trente
derniéres années , 1la principale approche du probléme de la
stabilitée dynamique des barrages.

Elle consiste & shématiser l'action dynamique du séisme sur
un élément du barrage par une répartition de forces d'inertie
égale & une fraction de la force de presanteur agissant sur cet
élement.

La sollicitation sismique est de cette facon prise en
compte sous la forme d'un chargement statigque particulieér.

Ce changement statique est alors introduit dans un calcul
de stabilité ou de contrainte , et 1les conditiomns qui en
découlent en ce guil concerne le renversement , le glissement et
les contraintes doivent impérativement satisfaire les conditions
limites préétablies.

48



2/ Dvyvnamigque des structures

2/- Critigque de la méthode :

: Le procédé d'étude pseudo-statique est connu pour étre
empirigque . Il se fonde sur des précédents plutdt que sur une
base rationnelle.

La critique principale gu€& 1'on peut formuler & 1'encontre
de la méthode pseudo-statique est gu'elle masgque 1'aspect
dynamigue du probleme. Le tremblement de terre exerce sur
1l'ouvrage et sa fondation une action variable dans le temps,
caractérisée par une sollicitation trés intense appliguée pendant
une durée trés courte relativement aux autres charges
suppertées par 1'ouvrage.

Or, l'effet de la secousse sur 1l'ouvrage est le produit de
l1'intensité de 1l'action par sa durée. Cet aspect du probléme
n'est pris encompte par la méthode pseudo-statique .

Un deuxiéme point de reflexion concerne le valeur de
1l'accélération pseudo-statique a prendre en compte.

L'utilisation la plus simple et la plus répandue de la
méthode pseudo-statique, consiste & choisir le coéfficient
sismique, rapport entre 1l'accélération maximale pendant le séisme
et 1'accélération de 1la pesanteur, en fonction de la plus ou
moing forte séismicité de la région oll se trouve 1l'ouvrage mais
sans références A4 1l'ouvrage 1lui-méme et 4 ses conditions
particuliéres de fondation, c'est 1la négliger un aspect
fondamental qui est la réponse dynamique de 1l'ouvrage au seisme.

Une approche rationnelle de la méthode pseudo-statique
consiste dong & évaluer le coéfficient sismique en tenant compte
de la réponse dynamique de 1'ouvrae . Ainsi, par exemple , le
cobéfficient sismigue pourra étre plus élevé en partie haute de
1'ouvrage qu'en partie basse.

-AD -



2/ Dynamigue des structures

III/-_ANALYSE DE LA REPONSE DYNAMIQUE DE L'OUVRAGE:

Dans certains c¢as , on a estimé que 1la méthode classique
n'était pas suffisante et on a procédé a 1'analyse dynamique pour
évaluer la sécuriteé.

Lorsqu'on connaissait la nature des tremblements de terre au
barrage et quand leurs caractéristiques ont pu @&tre introduites
dans les <c¢alculs dynamiques , il a été possible de mieux
comprendre le comportement sismique du barrage et de fixer les
dispositions d'un projet en rapport avec les caractéristiques
vibratoires de l'ouvrage.

1/-_Formulation des équations du mouvement:

La loi fondamentale de la dynamiqgue reliant les forces aux
accélérations s'écrit

—

z F apligquées =¥ a (2.1)

Les forces appliquées sont

F1 : force de rigiditéé élastique interne s'opposant aux
déplacements.

F1 = - KU

F2 : force d'amortissement s'oposant aux vitesses

F2 = - C U

F3 : force extérieur ( du séisme)

F3 =F (t)

L'éguation du mouvement s'écrit alors
F1 + F2 + F3 = MU (2.3)

ou encore :
- KU- CU+ F{t) =M1 (2.4)

c'est 3§ dire :
MU + CU+EKU = F(t) {2.5)

- U : accélération de la masse
U : vitesse de la masse
U : déplacement de la masse

LAY -



2/ Dynamigue des structures

2/- Formulation matricielle

[M]

avec

[ M]

{F(t)}

L'équation (2.5) peut s'écrire sous la forme matricielle,
relative a la structure totale comme suit

"

>

1 + €] (T} +[K LU} F [ F(t)} (2.6)

Matice masse

matrice d'amortissement

matrice de rigidité

Vecteur global des déplacements nodaux

Vecteur global de la premiére dérivée de U par rapport
au temps

vecteur global de la seconde dérivée de U par rapport
au temps

vecteur global des sollicitations (séisme)

- A5 -
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2/ Dvnamique des structures

3/- Résolution numérigue

Compte tenu de la nature aléatoire de l'exitation F(t)
provoguée par le séisme, 1'étude de 1la réponse du barrage en
fonction du temps exige une intégrtion numérique des équations du
mouvement.

On peut procéder pour la résolution du systéme &'éguations
par plusieurs méthodes (différences finies centrales, méthode
incrémentale ou pas A& pas , méthodes de Newmark et de
Wilseon, ..., ainsi que la méthode de superposition modale), du
fait de l'accessibilitée de la méthode des différences finies et
de sa grande souplesse, on a choisi de présenter son principe de
résolution sans en faire le calcul.

- Intégration par différences finies centrales

Rappelons 1'expression du systéme du second ordre
(M1 {0} + [C] {U} + [K] {U} + {F(t)} t> to. (2.6)

fu} et { U } étant données pour t = to-

La méthode des différences finies centrales est une méthode
explicite qui utilise 1'expressiondu systéme précédent a
1'instant t, ainsi que les approximation des dérivées par
différences finies centrées suivantes :

1
{0t J X ( { Uk+0 8} - 2 {Ut} + {Uk-0t) )
(At)z (2.7)
1 .
{ Ut } & - ( { U+ 0481 - { UE-D04} )
20t {2.8)

Le systéme (2.6) s'écrit alors

((UE+ A8} - 2 (Utl+{Uk- 0 &) o Uk - (vk-0g))
cC

+ [K} {utt = { F(t) } (2.9)
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2/ Dynamigue des structures

ou encore

[M] (€l N | 2[M]
( —————— + -———9 %LMt+ he)y + Q[K] - mmee- Y iUt +
(ht)?2 20t (4 t)
[M] [cl '
(- - e ) tUe- el = Feo
{ At)s 2 At
(2.10)
posons @
[M] [cl
Al = --—--~ + e
(dt)2 20t
2[M]
A2 = [K] - ~=-—-
(At 2

Al, A2 et 13 étant des constantes.

pour t = to et At =1 , nous aurons

{Utbo+1) ] [a1] 4= {Uto} [A2] + {Ulto-1)} [a3] = F(t)

pour t = Nt U2 a1 + Ul A2 = F{1)
" t= 2 At U3 Al + U2 Al + Ul A3 = F(2)
" t= 3 At U4 Al + U3 A2 + U2 A3 = F{3)

Ul étant connu

On obtient alors des équations linéaires simultanées qgui forment
une matrice tridiagonale facilement résolvable par la méthode de
gauss.

4% -



2/ Dvynamique des structures
u2 U3 Ud us (812
Al 0 0 0 o .... ] u2 F(1)-Ul A2
A2 Al 0 O o L. .... U3 F(2)-Ul1 a3
A3 A2 Al O O ..., U4 F(3)
O A3 A2 Al o ..., x U5 F{4)
0] O A3 A2 Al ...... .
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3/ Dynanigue des fluides

I/- INTRODUCTION _

Les caractéristigues vibrateires (fréguences de résonnanes,
modes pPropres  ...) d'une structure sont généralement trés
modifiées quand cette derniére est plongée dans un fluide .

Aussi, une étude des particularités de c¢es fluides est
nécessaire pour la compréhension et 1l'établissement des égquations
qul régissent le mouvement du £fluide qui reléve du domaine de
1 'hydrodynamigue.

Dans 1le cadre de la dynamigue des fluides les phénomenes
d'écoulement des liquides sont en général traités du point de wvue
macroscopigue , en utilisant les lois de la mécanique de Newton.
Le fait gu'un fluide soit composé de molécules est négligé en
premier lieu et les mouvements des molécules individuelles ne
sont pas pris en compte dans le cadre de cette étude. Le milieu
d'écoulement est donc considéré comme continu. Dans c¢e contexte
on étudie le mouvement d'un petit volume du milieu dit particule
de fluide , c¢celui-ci est compesé d'un grand nombre de molécules,
de sorte gue les variations statistiques des propriétés de la
particule sont négéligeables. :

C'est sur cétte base 13 , «que seront établis les égquations du
mouvement et gue sera effectué 1'étude.

-49 -



3/ Dynamigque des fluides

II/- EQUATIONS DE BASE

Les mouvements

des parcis gqui limitent le fluide étant
petits, 1les mouvements du fluide sont également petits et sont
donc¢ décrits par les égquations dynamigues
5e résument en @

du fluide qui

L'éguation de continuité qul exige la conservation de la
masse de la particule.

L'éguation de la guantité de mouvement qui traduit la loi
de Newton  appliquée a des particules de fluide et qui est
‘exprimée sous la forme.

— — .
(m V ) = T F extérieures
dt ‘ i

-L'éguation d'état thermodynamique {ou équation
constitutive) qui donne une relation entre les variables d'état.

1/- Lois de conservations de Masse - Eqguation de continuité

Cette loi fondamentale de la mécanigue classigque,
come suit :

s'énonce
: la magsse d'un systéme matériel que l'on suit dans son
[ mouvement reste constante guand le temps varie

-

Elle est traduite par la relation

-
————————— e T S ittt
&x Sy 52 ot
ol
X, v, z sont les coordonnées du point considéré.
t : variable tenps
(U, v,w)

. .
les composantes de la vitesse V dans le repére

(i,3.k)
V et _8 les fluctuations de vitesse et de masse volumique.

-~ 30 .



3/ Dynamigque des fluides

2/- Bilan de quantité de mouvement et éguations de
1l'hydrodynamigue :

La loi fondamentale de la dynamigue des fluides ou égquation
de Navier-stockes , est traduite par la relation :

f _______ = B F - grad P + p &V + ————— n grad ({(div V)
{3.2)

F : forces de volumes

1 N _
-——== grad P : forces de pression (surfaces)

— 1 —

———i B u .
uav + ——— 1n grad {div V } : forces de résistance visgueuse

----- : forces d'inertie.

3/— Eguation d'état du fluide:

Les variables d'état priviligiées pour étudier un systéme
donné , sont la pression P , le volume V et la température T . On
gualifier souvent ces systémes , de systémes 'P,V.,T' .
L'expérience montre que le degré de liberté d'un systéme 'P,V,T'
est égal 4 2, cela signifie qu'il faut et gu'il suffit de deux
variables d'état indépendantes pour décrire le systeme 'P,V,T:
En conséguence il exXiste une relation de 1la forme :
f{pP,V,T)= 0 (3.3) pour chaque systéme. Cette éguation
s'appelle éguation d'état ou éguation caractéristigue .

on définit alors une éguation d'état , comme étant une
fonction d'état gui décrit une propriété liée 3 1'état du systénme

a

4 1l'aide des variables d'états indépendantes.
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3/ Dynamigue des fluides

IIT/- BYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Dans la pratique |, 1la résolution totale d'un probléme de
mécanigue des fluides, nécessite 1'introduction dJ'hypothéses
simplificatrices dont 1'interét est étroitement 1ié a 1la
possibilité de résolution de ces éguations.

I1 est donc possible de résoudre le systéme d'éguations
posé, moyennant certaines hypothéses & savoir

: - Les forces de volume , qui , dans le cas d'un écoulement
a surface libre sont dfies essentiellement aux forces de
pesanteur, sont négligées A cause de la courte durée de 1'cnde
sismique , ceci exprime le fait que l'effet de la gravitée durant
un séisme n'est pas prépondérant.

- les forces de résistance visqueuses sont négligées
écoulement A surface libre.

—~ 1l'effet principal, dans le cas de fluides denses, est
l'effet d'inertie, or les mouvements vibratoires étant petits, et

de faible amplitude , le terme dV se réduit a &V
dt 5t

- en supposant un processus isothermique T = constante,
c¢'est 4 dire gu'il n'va pas de variation de température dans le
fiuide, 1'équation d'état (3.3) peut &tre formulée comme suit :

P = S c? (3.4)

¢ étant la céléritée du son dans le fluide.

-8 -



. . 3/ Dynamigue des fluides

IV/- LOIS DE FLUCTUATION DES PRESSIONS : EQUATIONS DU MOUVEMENT

Les hypothéses nécessaires étant posés, 1l'éguation (3.1)
développée donne

. 1 , 5V
- -~--=~grad P = -—————- {3.5)
¥y 5T
— 59
{ 3.I) f div V = - —————- {3.6)
5t
LP = § cz

aprés transformation , le systéme (3.I) se réduit a

52p 52p 52p 52p
—————— R I e (3.7 )
{3x) 2 (o6y) 2 {5z} 2 {5t) 2
Le premier terme de 1'éguation (3.7) est d&fini comme
étant le laplacien de P , et qu'on notera en utilisant

1'opérateur de laplace

Vz = 0 : AP
d'on
52 §
[ —— (3.8)
{6t) 2

-3 -



3/  Dynanmique des fluides

a 1'éguation (3.8) sont associées diverses conditions aux
limites :

~ vitesse des parols vibrantes
- condition de surface libre

~ condition de non reflexion a 1'infini

La resolution de 1'éguation (3.8) nunie de ces conditions aux
limites permet en particulier d'obtenir le champ des pressions
fluctuantes aux parcois et donc le champ de forceg fluctuantes
excitant les structures. '

Ceci peut se faire de deux maniéres différentes, selon que le
fluide est : '

~ incompressible

- compressible

.
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3/ Dynamigue des fluides

1/- Fluide incompressible :

Les écoulements de fluides incompressibles , sont
caractérisés par la dérivée particuliére nulle de leur densité .,
49
soit --—-—- = O .
d t

La conception d'un écoulement incompressible, équivaut a
1 'hypothése d'une vitesse infinie de propagation des
perturbations de pression dans 1'écoulement.

Du point de vue dynamigue ces écoulements sont entiérement
determinés par les équations de continuité et de gquantité de
mouvement, pour autant que soient définies les conditions aux
limites et initiales correspondates.

L'équation d'état devient alors :

¢ = constante (3.9)
L'éguation d'état (3.9) combinée & 1'éguation (3.8)
donne :
52p 52p 52p
————————— + e ¢ —————————— = 0
(3Xk} 2 (dy) 2 (&z}) 2 (3.10)
ou encore
Ap =0 {3.11)
L'égquation {(3.11) , dite éguation de Laplace, est 1l'une
des équation fondamentales de 1la physique , de la mécanigue et
des mathématicues appliguées. C'est le prototype des éguations

"elliptiques”, linéaires et homogénes.

_.-‘2’5,-



3/ Dynamigue des fluides

2/~ Fluide compressible

Considérons maintenant 1'écoulement d'un fluide
compressible et les phénoménes encore plus variés qui se
produisent gquand il faut tenir compte de 1la compressibilitée du

fluide . Pour la description de ces écoulements une égquation est
encore nécessaire puisque la densitée intervient dans
1'analyse comme variable d'état.
a3
Un fluide est donc compressible si  ——=--- % ¢ et
dt

1'éguation d'état est explicitée par la ralation (3.4).

' L'éguation du mouvement est de la forme

(3.12)

oli encore

(3.13)

L'équation (3.13), dite équation de la propagation d'une
onde dans un corps (solide ou liquide) est l'une des égquations
fondamentales de la physigue, c'est le prototype des édquations
"hyperboliques”", linéaires et instationnaires.

-2C-



3/ Dynamigue des fluides

)

V/ —-_CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES

Chacune des éguations de Laplacé et de la propagation d'une
ondé décrit une classe de phénoménes, car elle ne contient aucune
information relative 3 un cas spécifique de la propagation d'une
onde sismigue dans un f£luide baignant une structure vibrante
(dans notre cas, c¢'est un barrage peids). Aussi, pour obtenir
parmis cette multitude de solution , <c¢elle gqui correspond au
probléme 4'intéré&t il est nécessaire de fournir des informations
supplémentaires ¢gui ne sont pas contenues dans les éguations
considérées.

1/- Conditions initiales :

Elles comprennent des spécifications sur en tous points 2
1'inteérieur du  domaine considéré , &4 un instant initial noté
t = to = o on écrira

P = Fix,y,2z,0) (3.14)
pour tous les points (x,v.,2) a 1'intérieur du

domaine; ¥ est une fonction connue.
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3/ Dyvnamigue des fluides

2/- Conditions aux limites :

La nature du systéme d'équation de 1l'écoulement d'un fluide
parfait, ne permet d'écrire qu’'une seule condition en un point de
la frontiére du domaine.

- pour les limites gui sont constitudls par des parois
solides ou liguides on ne peut tenir compte de 1'adhérence du
fluide aux parcois (fluide non wvisgueux) et la c¢ondition aux
limites se réduit a 1'imperméabilité de cette paroil ou encore, la
condition de neon infiltratien et de non reflexien, ou de
glissement , qui est traduite par :

V.n=n.grad P = —-————— = 0 {(3.15)
én

—_—

n : étant la normale & la paroi.

c'est une condition du type Newman

— Une surface libre est une surface de séparation entre un
liguide et un gaz; cette surface ne peut étre traversée par les
particules liqguides et en ce sens , elle impose la méme condition
aux limites qu'une paroil, mais en outre elle impose une condition
dynamigue d'égalitée des pressions entre le gaz et le liguide,
les variations de pression dans le gaz pouvant souvent étre
négligées, la pression de la surface libre est généralement prise
comme constante.

C'est 1a une condition du type Diricklet

~39 -



3/ Dvnamigque des fluides

VI/-__METHODES D'APPROCHE

Pendant la secousse sismigue, les parcis du reservoir {fond
de la retenue et parement amont du barrage) sont soumis & des
mouvements . (Ces mouvements ¢générent dans l'eau du reservoir des
ondes de pression.

Aussi, différentes approches ont été mises en ceuvre pour

. le calcul de ces forces de pression , en supposant une structure
rigide et se déplacant avec le fond de la retenue .

A) - FLUTDE INCOMPRESSIBLE :

1/- Solution de Westergaard :

La premiére approche de ce phénoméne a été apportée par
Westergaard, qui a calculé la répartition de pression sur un
écran vertical limitant un reservoir semi-infini de profondeur
constante dans 1'hypothése d'un mouvement horizontal harmonique
de l'écran de période T.

Westergaard a montré gue les pressions de ce genre étaient
les mémes gue si une masse d'eau délimitée par une certaine
parabole et le parement amont du barrage était forcée de vibrer
avec 1'ouvrage (fig.3.1) .

- 29 -



3/ Dynamigue des fluides

La solution exacte est donnée sous forme 4'un
développement en serie de sinus

8a Vwh o 1 n gy
P = - D it sin ~—-----—-
T2 1,3,5.. n#cn 2h , {3:16)
¥%
16 w.h2 1 To Y%
avec Cn = (1— ———————————— ) = [1- ——=- (---)2 ]
n2 gkT:2 ne T
(3.17)
ol
P Pression sur 1'écran
. Coéfficient sismique
¥ w Poids volumique de 1l'eau
h : Pronfondeur du reservoir
k module de compressibilité de 1'eau
T : période du mouvement du mur supposé harmonique
4h
To = === : période propore du reservoir
¢
c Célérité des ondes de compression de 1'eau

(C = 1440m/s)

- 20 -



3/ Dvnamigue des fluides

Dans 1le cas ol la compressibilitée de 1'eau peut &tre
légitimement négligée, on peut établir une expression parabolique
approchée du résultat, indépendante de la période de vibration de

1'éc¢ran

ply) = —————m « 5w (hy) (3.18)

F = ————=-- o Ow he
12 (3.19)

Elle s'appligue en un point situé au 2/5 de la hauteur en
partant du Pkas

3hig
z
a’

F= -——- o 0§ wh?
12

2hi5
w

(Fig 3.1)
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3/ Dynamique des fluides

2/- 1Inclinaison du parement amont :

L'influence du fruit du parement amont a é&été étudiée par
Zangar , par 1la méthode de 1l'analogie électrigque pour 1la
résolution de l'équation de Laplace régissant 1'évolutien de la
pression dans le réservoir.

Les résultats expérimentaux ont fait 1'cbiet d'une
formulation analytique approchée, pour permettre un calcul rapide
de la force hydredynamigue sur le parement incliné (fig 3.2).

i

pression maximale

pression de base

diagramme des pressions

(Fig = 3.2)
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3/ Dynamiqgue des fluides

La pression a une profondeur y est donnée par la formule

(3.20)

ol Cm est une fonction de 1'angle du parement amont avec la
verticale donnée par la fig (3.3 )

(%)
90

o
70
60 | AN

50 i

30 \
20 >~
10 ™~

0 >
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Notons que dans la formule de Zangar, la vague qui est
produite sur la surface de l'eau par le tremblement de terre est
ignorée étant denné son faible effet sur la pression
hydrodynamigque.

- 3% -



3/ Dynamigue des fluides

3/- Ordre de grandeur des forces hydrodynamigues

Le rapport B de cette force hydrodynamique évaluée par la
méthode de Westergaard pour un parement amont vertical , aux
forces d'inertie agissant sur le barrge supposé triangulaire est
égal a

12 2 6F 3 b (3.21)

ol £

(X3

est la somme des fruits du barrage.

et TSb

(X

K
le poids volumigue du matériau constituf du barrage.

Ce résultat permet d'évaluer 1'importance relative des forces
hyvdrodynamiques pour les divers types de barrage.

On constate gue les forces hydrodynamiques sont importantes
pour les barrages—-Poids en béton . d'autant plus gue 1le
fonctionnement mécanigque de ce type d'ouvrage est isostatique et
que les marges de sécurité adoptées sont généralement faibles.
L'inclinaison du parement amont est doublement favorable : elle
diminue le module de la surpression hydrodynamigue et cette force
est mieux orientée puisqu'elle & une composante vers le bas.

- 34"



3/ Dynamigue des fluides

B/ - FLUIDE COMPRESSIBLE :

vue les différernts phénoménes mis en jeu dans le cas de la
propagation o’ une onde sismique dans un fluide compressible, une
ctude plus détaillée utilisant des méthodes numériaues, comme la

- méthode des &léments finies, méthode des aléments aux Ffrontigres,

ainsi aue la méthode de différences finies aqui fera 1’objet de
notre &tude. -

La méthode des différences fTinies est basée sur la

division du domaine - d” écoulement en arille, suivie de Ll'analvysze
du  dit  &coulement et la résolution des é&aquations aui - le
décrivent. o

Pluse de détails sur la mé&thode des différences finies
seront donnds dans le chapitrs suivant

- a5 -
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4/ Presentation de la methode des differences finis

et application & 1'éguation d'ondes

I /- INTRODUCTICN

L'analyse numérigue est une science ancienne . De grands
mathématiciens tels que El Khawarismi , Gauss, Newton, Fourrier,
developpérent des algorithmes {(gue 1'en wutilise encore de nos
jours) adaptés au calcul manuel.

Les équations aux derivées partielles, constituent 1l'un des
plus rapides developpement dans toutes les branches de l'analyse
numérigue. Le champs d'application des équations aux dérivées
nartielles augmente d'importance, englobant le domaine de la
physique nucléaire, de l'aérodynamigque et méme de 1'hydrauligue.

En effet, plusieurs problemes en hydraulique exigent une
sclutien numérigue des équations différentielles, et 1'une des
mnéthodes classigques pour aprocher cette solution est
l'utilisation de la méthode des différences finies.

La méthode consiste & estimer par approximation les valeurs
d'une ou de plusieurs fonctions & partir des conditions aux
limites . Cette approximation représente une discrétisation du
domaine et le remplacement de 1l'opérateur différentiel par un
opérateur aux différences finies.

En d'autres termes, le domaine de wvariation continu, est
remplacé par un ensemble fini de points ou noeuds, délimités par
des frontiéres et formant ainsi un réseau .

Les dérivées figurant dans 1'égquation différentielle et les
conditions aux limites sont remplacées par des combinaisons
linéaires de valeurs prises par la fonction en certains noeuds,
le probléme aux limites de 1'équation différentielle se
transforme alors en un systéme 4'équations algébrigues.
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4/ Presentation de la methode des différences finies

et application & 1'éguation d'onde

II/- APPROXIMATION PAR DIFFERENCES FINIES

En général , dans la pratigue , on ne sait pas déterminer
analvtiguement la primitive d'une fonction quelcongue F{x)

Bussi, une méthode courramgnt employée est  d'approcher cette
fonction F({x) par une autre F(x) , sur un intervalle [a,b] fini,
telle gue 1l'on sache mettre en évidence une primitive de F(x).

Les derivées d'une fonction f£(x) sont définies comme étant
la variation de f ou de ses dérivées par rapport a x et elles
sont représentés de la fagon suivante

premiére dérivée

dF {x} AF(x) Fix+tix)- F(x)
————— = lim )= lim == (4.1)
dx Ax-+ o Jip4 Ax --»o0 0 x
dérivée seconde
dF (x) A AF{x)
————— = 1im —_———— ( ———————) =
dx? fx -0 Ax A x
[F(x+Mx ) - F{x)]/Ax - [F(x) - F(x-Ax)1/A % {2.2)
lim ( ——————————————————————————————————————————— )
Ax---+ o Ax

- 3t



4/ Presentation de la methode des différences finies

et application a 1'éguation d'onde

Le processus de limite n'étant pas pris en compte par
1'oxfinateur, on peut cependant affecter a X une valeur trés
petite (mais évidemment différente de zéro), -on obtient ainsi

1'approximation par 1l'opérateur différence;

notons F (x) = F

n+l
Ax =nh
dF, _ ,AF Fiin — Fm F. ~ Fo.a
(———~ - (__-“9 =  ——mmmm——e- ou —--—-—--- (4.3)
dx’ n A x h h
n
( d2F> (AZF ) (Foyn, ~Feo /0 = (Fa F.a)/h F i 2F., +F._4
axz’ ‘Az h h?
Iy, I
(4.4)
ainsi donc, la méthode peut &tre décrite conme étant une
substitution de la dérivée par une éguation aux differences , et

le membre droit de 1'éguation (4.3) fournit une approximation

arithmétigue de dF  évalué au pt modal X.
ax
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4/ Présentation de la méthode des différences finles
et application & 1'éguation 4'onde

III/~- ORDRE D'APPROXIMATION

L'ordre d'approximation dans une méthode aux différences
finies , se détermine & 1l'aide du développement de la fonction en
serie de Taylor

Soit une fonction F({x) continue et continfment différentiable, le
développement en serie de Taylor autour du point x s'ecrit

3 3
(Ax) 3 {fx) 2 52 {fix) &
Fix+ Q0x) = F(x)+---—- ---- F(x)+---- -———-F{x)+--——-- -—-——-—- Fi{x)
1! 5x 2! ox 2 3! 3
’ ‘Ex
{n-1)
1 {n-1) & :
S +-—— (hx) = e F(x) + Rn (4.5)
(n-1) ' {n-1)
&X

ou le reste Rn est de 1l'ordre de | ﬂx”m, ce que l'on note

habituellement Rn = O ( |4 x”m )

Ainsi , 1le developpement en serie de Taylor & l'ordre 3
( avec n = 4) est
3 3
3F(x) (A =x2) 82F({x) (AXx) & Fix) 4
F (2+Ax) = F{x}) +x)-——- + ———== ————— +-——— ———+ 0f{ {(fx) )
5K 2! (d3x) 2 3! 3
{3x)
{ 4.6)
3 3 ’
SF(x) (Ax)? &zF(x) {(A=x) 3 F({x) 4
Fix- bAx) = F(x) ~{(dx)--—— + === =—---m ————o -—-— + 0{ {Ax) )
5% 21 (&x) 2 3! 3
{53}
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4/ Présentation de la méthode des différences finies

et application & 1'égquation d'onde

de méme en développant & l'ordre 1 (avec n = 2) on a :

‘ 7 ’ , SF {x)

F (x+ Ax ) = F{x) + {(Ax) -————=+ 0o ( ( A x)2 ) (4.8)
ox -
SF (x) : -

F (x-Ax) = £ (x) - ( Ax) —--———- + o ( (0Ax)2) {4.9)
5x

ot les dérivées sont évaluées au point x , c¢e gque 1'on note
communément :

~ &F o 5 2F
3xlIx ‘ §x2 ||z

en divisant (4.8 ) par [ x , on obtient

(4.10)

Si 1l'on néglige le reste O0( 0 x) dans cette égquation , on
obtient une approximation de 1l'opérateur différentiel &F avant.-

fep s
Et en divisant (2.9) par [0 x , on obtient :
3F -] ©  F(x) - F(x- A x)
SRR S e + o (bx)
&dx (Ix : Ax :
{4.11)
_ L0 -



&/ Présentation de la méthode des différences finies

et mpplication & 1’équation d’onde

aui correspond & 1’'approximation par un  opérateur aux
différences finies arridres , de 1’opérateur 58F
5
Finalement, en soustravant (4.,9%) de (4.8) et en divisant
par 2 x, on obtient 1'approximation de &F par un opérateur aux
différences finles centrales: = wwwe-—
&x
5F F ix + Ax) - F (x -AAx)
el T U + 0 (A x}
§x f 20 A x)

(4.12)

De la méme fagon on peut définir L’approximation des
dérivées d’ordre supérieur par exemple, une approximation de la
dérivée seconds de Flx) paut &tre déduite comme suit

l'addition des Squations (4.6) et (4.7) fournit

§2F Flx+ Ax)- 2F{x) + F{x~ 0x) -
~~~~~ T e o e 4 [ (fiX )2 )
&xz |[x ( 4 x)2
(4.13)
Ces différences centrales présentent 1%avantage d’é&tre
besucoupr plus précises , car elles tiennent compte simultanément
de 1’ environnement amont et aval. Elles seront trés employvés e
préférence aux autres , 18 ol c’est possible (c’est & dire 18 ou

les conditions aux limites le permettent).

11T/~ _CAS D’UNE APPROXIMATION A DEUX DIMENSIONS

La mé&thode des différernces fTinies peut &tre alisement
dtendue Ay cas ol la fonction F considérées dépend de  deux o
plusieurs variables.

si, dans le plan O0xy, on trace deux series de diroites
parall2les aux axes, les droites déterminent un réserau de points
{m,n) audauels correspondent les ordonnées de la fonction inconue
Fm,h  (fig 4.1)
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4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1 'éguation d”onde

l.es dérivées par rapport a8 wne seule variable, x par
exemple, s’ écrivent comme s’il n’yavait que cette variable x, la
seule différence consiste dans le fait que 17on volt aspparaitre
des indices doubles dont 1°un reste inchangé . Dans le cas des
dérivées mixtes , les deux indices varient.

En notant F(x,y)= F., et

En appliaguanrnt les formules d’approximation , on obtient

SF F - F
" oy 4, m oA A
e T e e e o (4.14)
&x 2 A x
et §&F F - F
My — ) ™ -4
wwwwww N A % S e {4.15)
5y ZAY
de la méme maniédre , on peut construire les dérivées d’ordre

sUparisur,

IV/ — ANALYSE DE L°APPROXIMATION

1-_SQURCE D’ERREUR M

l.a méthode des différences finies, repose  sur le principe
d’'acceptation d’ une serie tronquée comme solution , en gros
toutes les erreurs ainsi introduites sont appelées erreurs de
troncatura.

Soit, en effet, une fonction F(x) définie sur un domaine D,

X i,o &t X, #tant des points distincts et appartenant au domains
D. Le developpement en serie de Taylor au peint X, , donne :
&5F F[XL+4 } - FIX.) X,L‘H‘ - X, s2F
(===~ ) = e D S (--==3 + ... (4.18)
Sx X(_ X.’_+L - XL 2 ! Hx* X/(
-4 -



4/ Présentation de la méthode de différences fini&s
et application & 1'fguation d’onde

notors
Flxe, ) = i
Flx, ) = F;
4 On obtient
[
) §F Fiy ~Fa x; 6&%F
e L . Coty e G
‘ 8x i A x. 21 §x2  x.
[ A Fi
soustrayant le terme —--w-- des deux membres de 1’'é&quation
- fAxd
[ (4.17) , on obtient :
. . 3
§F AF A x 5*F S (Ax )2 & F
O Tl G BEE I Q"“;‘) S (+===- 3 e
&x 0ox: 2! &5x)% x. 3 (Sxf X

(4.17)

donce , 1approximation aux différences finies introduit une
erreur .

A x §3F {Ax )* §F
E T = = ——mee (e ) - ——— N E— Fonea (4.18)
2! 5x* X '

o Ll



4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1’équation d’onde

Cette erreur dite erreur de troncature , définie encore comme
gtant la différence entre la dérivée réelle et son approximation
aux différences . Elle est dle aux termes d’ordre supérieur dans
la serie de Tavlor et qui sont négligés dans 1L approximation.

Ainsi donc, duand une équation différentielle est remplacée
par une éguation aux différences, une erreur locale de troncaturme
s’ introduit & chague étape du passage d'une’k’ & ure’k+1’
itération, ces erreurs locgles s’ajoutent les unes aux autres
d’une marnigre un peu obscure pour produire l’erreur de trohcature
totale.

Il faut cependant noter, aue les erreurs d’arrondl existent
dgalement dans toulk algorithme malis elles sont encore plus
fuyantes aue 1l'erreur de troncature et bien peu de résultats ont
€té obtenus al cours des nombreuses tentatives faites pour
étudier ces effets . On admettra alors au’on pourrait les
négliger dans certaines conditions de travail (nombre de chiffres
décimal assez important].

2= CONDITIONS DE CONVERGENCE

L@ convergence wvers la solution exacte de 1°éauation
différentielle est bien evidemment ur caractaére soubaitable dans
toute méthode, powur  cela, 1’algorithme de résolution doit

vérifier les trois conditions suivantes :

- Le probléme doit &tre bien posé, c’est & dire dque les
corditiorns initiales et aux limites permettent de d&finir
complétement la solution, 2t la solution est continue par rappor-t
& ces conditions.

-  L’opérateuwr approchée (ou numéridque) doit &tre "consistant”,
cela signifie au’a mesure que la méthode est affind (on utilise
de plus en plus de termes ou aue 1’on  introduit des pas n de
plus en plus petits entre arguments successifs) la suite de
solutions approchée obtenue, doit tendre wvers 1’ opérateur
différentiel. '

o LS -



4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1 ’&guatiorn  d’onde

Soit D la solution exacte de 1’é&guation différentielle et
O la solution exacte de 1’éauation aux différences.

Lea condition de cornvergence est définmie comme suit:

lim (O - A 3 =  lim ET = o
fx =—> o Ax -—-» o

-Enfin, un opérateur approché doit &tre "stable” , c’est &
dire gue la solution mumérigque obtenue , dépend contindment des
cohditions aux frontigres du domaine, ou  encore que  toute
perturbation dans le calcul de la solution numérique en un point
s’amortit au voisinage de ce point .

Soit N la solution exacte des équations asux différences

(A -N) est dite erreur numérigue, et est die essentiellement
aux erreurs d’arrondie . La condition de stabilité est donc de
trouver les conditions pour lesquelles (A - N) est petite partout
damrs la région d’intégration.

Dans notre &tude , on s efforcera de vérifier les deux

premiéres conditions, la troisiz2me étant généralement difficile &
satisfaire.

v/ — _RESOLUTION DE L’EQUATION D’ ONDE

L"équation d’ande 2&tablie dans le chapitre III , s’ecrit
dans le plan bidimenstionnel

2P  §7P 1 §2P
e 4 e = e (4.19)
Sx*  Sy? c? st

L*&quation (4.19) est l’équation de la propagation des ondes

dans les milisux solides ou lidquides. C’est 1 une des &quations
Tondamentales de la physique et des mathématiques appliaudes,
c’est le prototype des équations "Myperbol igues” P A {wia

stationnaires linéaires et homogdnes .

La résolution de 1"&quation (4.19) dans un domalne (D) dde
frontieére ', revient & déterminer la fonction F{ x, v,t) en
chague point du domaine (D) connaissant les valeurs de P(x,y, )
sur: la frontigdre et aux temps antérieurs .

La procédure de résolution consiste d’abord, & choisir Le
pas de discrétisation , ensuite une approximation aux différerces
finies de 1’&quation (4.19) est &crite en termes de valewprs

rodales qu’on rotera P{xi,yi,tk) = e)4k
13y

- L6 -



4f Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1’éguation «'onde

On sait gue pour obtenir un probléme bien posé, il faut
associsr & chague #quation une condition aux limites et une seule
e chaaue point de la frontigdre du domaine, on  adopte
généralement une des deux possibilités suivantes

- Frobléme de Diricklet ol on impose P = f sur la frontiare
- probl@&me de Newman ol §p = ¢ est imposé sur la frontigre
&N

f et g étant deux fTorctions donndes,
——
et n : la nornale & la frontiére

Dars le cas présent, pour la résolutiorn du probléme considéré,
on adoptera un probl&me mixte Diricklet - Newman, dans lequel

P = f sur M1,

5P _
et eeeeees = g sur M2,
&N
—
ol M est la normale & la paroi considérée

fl, M2 deux parties réguligres du domaine.

1- MAILLAGE :

Le domairne é&tant fixé, danrns le plan (oxy) , on trace denx
séries de droites paralldlies aux axes, les droites déterminent wn
réseau de points (m,n) auquels correspondent dans la direction 0OF
(direction des temps } une extension d&finie.

Les intersections du réseau plan, avec les coordonnées 2 ,
formeront les points Mi,Jj,k de coordonnées [xi,vi,tk] . Ces
points constituent le majillage dit aussi grille. Doric au lieu de
chercher P dans le domaine D vérifiant l’équation d’ onde et des
conditions aux limites et initiales, on  cherchera P dans la
parties D du maillage situde dans D ou sur le bord , vaérifiant
une  édquation proche de 1’égquation d’onde et des conditions mux
limites &t initiales donnéesg.

Lt -
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4/ Présentation de la méthode des différences finies
et spplicastion & l1'éauation  d’onde

2~ DISCRETISATION DE LTEQUATION D’ ONDE :

Soit une fonction pix,¥y,t) satisfaisant & une éauation du
type (4.19). En  appliguant les différences centrales a la
dé&rivée par rapport & x » on obtient :

52P Plx+ Ax,v,t) =~ 2P(x,v,t) - Pix-A x,y,t)

e e e e e e e e e e e +0 (Ax)2 (4.20)

En opérant ldentiguement suivant la variable ¥, on obtient :

52P Pix, ¥+ Avy,t) - 2P(x,¥,t) + P(x,¥,-Av¥,t)

T D e e e e e e e e o S S W B o e e + a((Ay)=)
Sy*? {hy)=
(4.21)
Le laplacien s &crit alors, en zsupposzant [ x et v des
imfiniment petits du méme ordre :
52pP 52p Plx+ D x,¥,t) — 2P(x,¥y,t) + P(x-Ax,¥,t)
PIX,¥Y,t) = e 4 mm e o e e e ————
5x? y? ( Ax)=z
Plx,y+ Ay, t) - 2P(x,¥,t) + P{x,y - QA v.,t)
b e e + 0 ( (Ax)#, (By)=)
‘ (Avyle
de la méme maniére s on  discrétisera 1°opérateur
différentiel par rapport au temps:
52FP(x,¥,t) Flx,y,t+ 0 )= 2FP(x,¥,.t)+ P(x,¥y,t - At}
————————— T o S S i o e e e [ 7 )
5t2 (At)=
(4.22)
— Le-



4/ Présentation de la méthode des différences finies
et applicatiorn & l'é&guation d’ onde

Er adoptant la notation : P(x,y,t) = Pi,d,k, 1’ équation (4.12)
devient alors

Dis1,3,k - 2Pi, 5, kePie1,5,k  Pi,iet.k - 2P, 5.k + P 1,31,k

1 Pisj,k“f'l -2Pi,j,k"’1 + Pinj;k“’l .
s00 ( BAx)2,(Ay)?) = mmm momomimeme oo IDI DT +0( (At)?)
c? ( 4 t)2

(4.23)

S$i hous cherchons 17 inconue P~aux sauls points du maillage,
il semble naturel d'imposer & P 1’équation aux différences

finies:
Piv1,5,6 - 2Pi, 5.6 + Pi-1,3.x Pi,s+1.,k - 2 Pi, 3.6 + Pi,5-1.k
——————————————————————————— A e e o e e e
{ x)2 ( A v)®
f -~ -~ ~
1 Pi,soket = 2Piik +« Pigx-t
Cz— [ ﬂt)'z

(4.24)

™~

Cette &aquation Jjous vis & vis de P le méme réle gue 1P égquation
d’onde vis & vis de P .

i&j . L9-



4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1’ équation d’onde

3~ DISCRETISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES :

a/- Cas d’une condition de Dirichlet

Dans le cas o0 Jle domaine est borné par desg droites
parallédles aux axes de coodornnmdes, l1'éeriture des conditions awux
limites ne pose pas de problémes.

En effet , si P v&rifie la condition de Dirichlet Pjr = r,
ot ¥ est une fonction donnés , il suffit d’imposer a P de
vérifier en leb p01nts dut malllage situés sur le bord concernég ,
la condition B = *, o0 T est la restriction de f & ces mémes
points.

—_—

b/~ Cas d une condition de Newman

Dans le c¢cas d urn domaine rectangulaire , ou au moins de
frontigdres parall&les sux axes de coordonndes, les conditions de

Newman H

t 5F
e = g ( x, ¥ ) hd —»
T . .
gl nE ‘——Mf};,
. Hfl'.;“
B deviennent : i
l ; T
ﬁ?g
5P &P
~~~~~ oU =———— = g (x , ¥)

| §x Sy

P

L\I -50 -~
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4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1’ équation d’onde

si la condition de Newman s’écrit:

5P

e = a1 (x,y) et

Y L

5P

T 1 = 92 (X;YJ LY

5x e

la discrétisation par différences finies centrales en un point

de la frontigre dornne :

Pi+1,j,k - Pl«l,g,k _
““““““““““““““““““““ + 0 (A x) =92 (x, ¥) {4.25)
2 [ X
et Pi,j+1,k - Pi,jvl,k
e e e + 0 (A v¥) =gl (x,¥ ) (4.26)
2 0y . .

Tl faut donc imposer & P de vérifier en tous les points de
la Tfrontigdre concernée, la condition :

Pisi,5,k - Pi-1,3.x - '

———————————————————— = g [(%X,¥) sur rez - (4.27)
2 A x 2

P1,3+1,k - Pi,j—l,k

———————————————————— = g [(x,¥) sur 1 (4..28)
2z 0w 1

ol g (x,v) et ¢ (x,v) sant les restrictions respectives de
1 2

g (x,¥) et @ {x,¥)] & ces mémes points.
1 2
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4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1 é&quation d’ onde

46— CLASSIFICATION DES SYSTEMES PHYSIQUES .

Un systéme physiaue est caractérisé par un ensemble de-

variables qaui peuvent dépendre des coordonnées d’ espace

X = (x,¥,2) et du temps
Systéme discret " : Um svstéme est discret 5’1l posséde - -un nombre

Systéame

de degré de liberté fini.

Systame

continu : Un systéme est continu.s’il posséde un nombie
de deoré de liberté infini.. ‘

stationnaire.: Le systéme est  dit stationnaire si ses3

Systéme

variables ne dépendent pas du temps.

Systéme

non -stationnaire : - le systéme_est-dit nor stationnairs

el wes variables dépendent du temps.

1{néaire = Soit -un systéme de-la-forme Tal. {x} = {8},

ce syste@me est dit linéaire si l& matrice [A]
est- indépendante du ( vecteur des inconues )

{ X }-

]”sttémELﬂﬁhﬁliﬁéETP&ﬂiﬁﬂﬁ;ﬁiﬁt&mEFESE;dit'ﬂOh'liﬁéaiP@ ,» 31 la

- matrice [~ A ] dépend du. vecteur {-X ¥ oo

54 -
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4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1'équation d’ onde

5- ETUDE DU SYSTEME OBTENU PAR DISCRETISATION

L’équation d’onde discrétisée donne lieu & un systéme
linéaire  , instatiornnaire

En effet, chacue valsur approchée de la pression au temps
t + At est &crite en fTonction de la solution précédente au
temps t, et des valeurs voisines au temps t + A t . Il s’mgit
donc d’une liaison implicite entre toutes les valeuwrs au temps
B o+ 4t

comnsidérons le dommaine D= Jo, L[ x ] o,HI[ dansg 1le plan
{xov) et soient les pas :
L. H
AX B mmm—— e et Ay = —eme s
m + 1 n -+ 1

m et n entiédrs assez grands.

On va constuire- la grille correspondante , en choisissant
des pas Ax, Ay , didentigques dans la direction deszs x et des vy

Cette méme grille sera reprise plusieurs fois, selon 1%axe
Z «<cui représente.l’axe des temps avec un pas de temps constant;

O T max est le temps maximum du séisme.
2 un entier assez grand.

le schéma obtenu est illustrd par la figuwe [4.2)
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4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1’éqguation _d’onde

Pour un temps donné t = k. 4t, la valeur de la pression au
temps antérieur {k - 1) 4 t, sera considérée comme constante, =t
le zystéeme devient amlors stationnaire linéaire.

Considérons la grille fig (4.33 avec un sens de bhalayage
choisi.

Les points de cette grille sont définis par :
*x1 = i h i = o, m

b4 = j h J =0, n

Le rembre de poeints ol 1’on souhalte connaitre la valeur de.
est fm + 1 ) (n + 1). oo :

v A

e

E,nwlgk .

—_—
’FE%/’
3
i
(Y
x

Figure  .(4.3)




4/ Présentation de la néthode des différences finies

et mpplication & 1°&qguation d’ onde

reprenons 1’ &quation (4.24)

~
1 F)i,j,k+1 - 2 pi,j,k + Fé,j,le FE+1,j,k - 2 iéjpk + F%—l,j,k

(A ¥yi*
{(4.24)
Posons At =1 =hywv
v &tant un réel & determiner
L’équation (4.24) devient :

1 ~ o~ ~ ~F I~
““““““ ( Pi’lisk"’l - 2Piajak + pisjnk—l) “""‘"’Oi"'l!j’k .....4 '{”jﬁk‘ +
c= ¥? .

~ ~ ~
Pi-ls‘jak> + P‘isj*'lmk + Pl,j“"l,l’(
(4.29)
Toute tramsformation faite, on obtient s
~ -~ ~
P . P p P P
1,k = ———mewmw ( i+i1,3,k + i-1,d,k + M i, i+, +! di,4-1,k ~
2 , ’
(= )
C?V

1 '~.l ~S
______ (Pi,j,k‘wl « P 1,3, k+1))
sza - -

L4.320)
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4/ Présentation de la méthode des différences finies

et spplication & 1’équation d’onde

On  supposera une interpolation linéaire
comsécutifs , soit la formule générale
~ ot
2 x P i,ioket ¢ pPiL gkt
Pasw = ecol lITiTTR T PTIAIETR
x + B
® et B étant deux variables réelles .
Tout calcul fait, 1’équation (4.30) dorne
~r 1 ~ o~ ~
Pi,d,k = ceeeew (F)i+1,j,k s Pict i+ Pt senk e
¥
1 —
wwwwww ( 1 - b} Pi;j:k"’l)
cay2
i = o, m
Jd = o, n
k = o, =2
2 1+b
avec 'K = (/A —— F e e e )
C2y= c2yz2
o b o= B/

entre tempas

(4.31)

St
Pi,j-~1,k +

(4.32)

_ 5%.
st




4/ Présentation de la méthode des différences finies
et _application & l'&quation d’ onde

Alnsi , une fols le domaine discritisé , 1’approximation
choisie et les équations aux différemts mroeuds du domaine
écrites, NoOLS Nous retrouvons aves un systame a8 n équations et n
inconnues aqui sont les valeuwrs de aux noeuds du  domaine. Les
valeurs de sont solt connues  sur  le contour - du domaime,
condition de Dirichlet, seit données sous forme de condition de
Newman, ces N  éguations peuvent se mettre  sous la forme
matricielle: '

[AHX} :HB} | (4.33)

{ %} : vecteur définissant leg inconues aux hoeuds du domainme:
pressions recherchées. ‘ -

L A1 : matrice traduisant 1’équation d’onde et dépendant de
Ax, A v, AL, x st B

{8 } : vecteur faisant intervenir les dornées initiales et
aux limites. -

.o.Carsctéristigues de 1l Matrice [ & 1 :

* Comme seuls les poirts géométriguement voisins sont reliés
par des &auations du type (a.24) , 1la matrice T & 1 est trés
crause,

* lL.a matrice [ A ] est & structure bande, alléd comporte
les termes @ 1 . 2 2t - ¥ ' oo

o't H
2 1+B/x
b,m f e e i i e e o o e o
st = . =
G ()
AX Ax
* La matrice [ A ] -est & " diagonale dominante” , clest @
dire : :
N
YViel 1, N1, X | @id)l & | aii]
=1
J#i
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4/ Présentation de la mé&thode des différences finies
et mpplication & 1’é&cquation d” onde

6— RESOLUTION DU SYSTEME OBTENL =

Les méthodes de résclution des sytémes linéaires peuvent
atre classées en deux catégories

-

al- lL.es méthodes directes aqui conduisent & la résolution
en ur nombre o’ opé&rations comnuw & priori

HOpération 1 |

i

Iopération 2 ... Op&ration m

|

L

Solution

bl- Les méthodes itératives qui conduisent & la solution
par une succession dlaméliorations d’une solution approchée, le
nombre d’itérations nécessaires &tant difficile &  prévoir et
dépendant de la structure de la matrice [ A ]

Solution approchée] _ ¥ |Algorithme ]
Solution améliorées |

> Corvergence

Saldtion

- 5% -



4/ Présentation de la méthode des différences finies
et application & 1’éguation d’onde

Or vérifié asisément que les systémes importants , tel notre

cEs, Nne se traitent généralement pas par des méthodes directes.
’w La méthode proposée ici est la méthode itérative
de gauss — scédél ’ elle consiste, pour chague pas de temps, a

réaliser les #tapes suivantes
- Choisir un sens de balavage

- imposer uhe solution initiale arbitraire 8 17 intériewn
du  domaine.

- Commencer & balaver le domaine en calculant en chaaue
point la valewr de la fonction; (T)
a (T

'P i-1,3k & l'aide cdes valeurs de :

P (T) ﬁ'(T)
* i.j-1,k et i-1,3,k récemment calculées dans
| 1’itération en cours;

T ‘F (T-1)} -_ﬁ (T-1)

* les anciennes valeurs i+1,3,k et i,3+1,k
g isstles de l17itération précédente et toujours stockées dans la
‘ mémoire de l'ordinateur.

’l * de la valeur fixe P i,Jd.k-1 calculée au temps
antécédent et toujours stockée dans la mémoire de 17 ordinateur.

Soit en définmitive , et en rnotation indicielle :
= (T 1 ’\5 (T-1) ’fi"t‘r) S (T-1) ’ij‘ (T-1)
p ibjnk = T —— ( i+1sjuk + iwlgj’k + i,j+15k + igj‘”’l,k +
8
1 Ftned

——————— ( i-bJ (pi,j,k—~l))

cav=
(4.37)"

y _¢o-



4/ Présentation de la méthode des différences finies
et moplication & 17écuation d’ onde

- Valeur aue nous subg}ituons dans la mémoire de
) PVordinateuwr & 1’ancienns valsur P (T-1)
- : ‘ i,d.K

-~  Recommencer le balayvage aux différents points tant que
la solution n'est pas stabilisée , ¢’ est & dire Jusauw’ & ce gue un
critére de convergence sur les valeurs de P soit vérifia.

~ Lorsau’on passe au temps suivent , on affecte aux veleurs

Pi,j,kwi les valeurs calculél au temps précédent notés 1,0, o
et les nouvelles valeurs ﬁ i,j.k seront calculées en suivant la
procédurs décrite précédemment

Les calculs ne seront arrétés au’ s moment ou 1%on
estimera Que le temps maximum pris en compte est représentatbtif ou

s&isme considéré,

On arrive alors & la guestion la plus importanmte de

convergence et de stabilité. On peut garantir due la solution ddu
systéme o’ équations (4.32) corverge vers la solution exacte si
vV < 1.

C’est & dire .
’ 1 { h

(4.38)

Cleat une condition suffisants de convergence, mais elle

N’ est pas nécessaire. En d’autres termes, 1l peut y avoir des
Aquations avec des espacements qui violent la condition (4.38),
mais qui convergent s mais on ne peut garantir la convergence

dans de tels cas.

Un autre problaéme se pose, clest quie duand ¥ est
supérieure a 1, la méthode est instable, ceci wveut dire due
M importe cuel erreur, devient amplifis daquand la sclution

progresse.

En gé&néral on soubhaite assurer la convergence plutdt
que 1’espérer simplement , il est donc impératif que la condition
(4.38) soit satisfaeite.
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4/ Présentation de la mé&thode
et mpplication & 1°

cdes différences finias
Sauation d’ onde

Line fois la convergence
relation (4.38) vérifids, oh cherc
de convergence er améliocorant la méth
par Surrelaxation

Ceci wpeut se faire en
str~relaxation w et en posant

T; (T+1) 2 (T) ~(T+1)
iik = T oi.5,k+ @ 15,k
ol H

P (T+1)
i.J.K est le vecteur estimé pa

?g (T+1)

i,d.k est le vecteur estimé par

Le coafficient W permet
convergence, s5 valeur optimale dép
de la forme de la mateice [A]
expé&rimentation numérigue.

Dans le cas d’un domaine

assurée, c’est a dire , la
hera & accélérer le processils
ode itérative de Gauss-Siedel

introduisant le facteur de

= (M
_ P i,j,k)'
(4.39)

r la méthode de Gauss-Siedel.

la méthode de Sur-relaxatiom

d’amé&liorer la wvitesse de
end du probléme, c’est & dire
3 elle est déterminés o

rectangulaire @8 N x M points
déterminer W par tatonnem:stit
1’expression théorigue:

intérieurs, on peut s au lisu de
comme dans le cas général , prendre
1 m
vvvvv cCos &wwmmw
2 M+l
W =" 1 4+ frererm e e e e o
1+ 1
1- ——- (cos
) 4
63 -
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7 o RESUME

FPour plus

dge clarification, on résumera les étapes de
calcul par 1’ organigramme simplifidée suivant :

Systéme physique

Systeéeme
Hon
Statiomnaires

y

Descrétismtion],
par rapport aud

pour un pas
de LTemps

temps

systéme
stationnaire

T

Systame linéaire |

Résolution M

~Construction de la Matrice

Matrice (Al et du vecteur {B}

|- Choix des conditions
Jinitiales et aux limites

- Résolution par la méthode

de Gauss-Scedel

- Accdlération par

{sur relaxation
I

_63 -
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On s’ est proposé de traiter notre problame, par'une autire
méthode aui est la méthode mixte : différence finies - Newmarlk .

Ainsi, l’opérateur Laplacien sera discrétisé par la m&thode
des différences finies centrales , mlors <aue 1°opérateur
différentiel par rapport au temps, sera discrétisé selon la
méthode de Newmark.

- Prircipe de la méthodes :

Cette méthode implicite permet de construire la solution &
17instant (t+ D t) & partir des valeurs connues P i,3.k, f i.d.k
et P i,J.K.

&P
avec H P i,Jd.k TE e e e e e
. &t k
iy &R
Pi,J,k T
5t *® K

elle utilise les développements limités sulvants :

P (x,¥.t+ & 1) = P {x,y,t} + fa t@lwa) (E (x,y,t» +

& 1; (Xiyst‘i" &t))

(4.41)
et
X (B8t)? ..
P (x,y,t+ D t)= P (X,7,B)+ Dt PIX,y,t)+ ww—m '((1—'b) P o(x,y,t] +
2
5] ﬁ-{x,y,t + b tﬁ
: (4.42)

.




a et b #tant deux variables réelles, tel que
1 1 1

a ) --—- et b 3 -—-- (a + —=-=)"
2 2 2

L'é&quation {4.12) donne

.. 2
P o(x, ¥t + B t) = wewaeo ( Plx,y,t+ Ht) - P (x,y,t)"
b{AtL)2
3 (At)~ .
- At P (X1Yyt] e e (l‘""b) P '(XsY:-t))

2 (4.43)

en adoptant la nmotation

P(x,y,t ) = P i,d,k

1’ &quation d’onde discrétisée au temps (t+ Ot ) donne

~ ot ~
P i,d+1,k+1 -~ 2 P i,d.k+1l  + P 1,J-1,k+1
{ A y)=
~ — iy
F’i+1,j,k+1 = 2 f) 1,d,k+1 + f) i-3,3,k+1
+ wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
( & x3}72
7 (6 t) =
-2 —~ —~t Y t = -
B e (fDi,j,k+1 - P i,d,k - bO¢ F)i,j,k - e £1~5)F)i,5,kl
bor (M) . 2
{4.441]

- G5 -



pozone A x = Ay = n

o
i
;....1
i
o)
=

et A

T &tant un réel a8 déterminer

aprés transformation , l1’&auation (4.44) donne

~ 1 ~ ~s ~J
P 1,3, k+l = e [ Pi,j+1,k+1 +.P i,3-1,k+1 +f)i+1,j,k+l +
Oy
~ ~ ~ 12 i
P i~-1,d.k+1 + B( Pi,j,K -1 F)i,j,k T i ) P i,3,k)1]
. = 7

L (4.45)
i = 0O, m
J =. Q, mn
k = 0, Z
v
2
LY o= P/ S —
- b2 § 2
—- 2 -
) I ( ~---)2

- €6 -
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Les valeurs de P i,d,k et P i,k set-ont calculéss &M
utilisant les fTormules d’approximation de Newmark (4.41) et
(4.42)

Airsi dore pour un temps donnde, le systéme obtenu est de la
forme
C’est un systéme lindaire, stationnaire st homogémne.

La matrice [ A ] présente les mémes caractéristidgues que
celle du systeme étudid précédemmant , elle contient les termes
1, 2z et _ 0O .

Le systdéme seras alors traité de la méme fagon aue le premier
e utilisant une méthode de résolution de Gawss-Siedel dont la
corvergaernce est accé&lérée par surrelaxation.

_Ct-
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5/ Principe de résolution

L’éguation d’onde discretisée, les conditions initiales et
@iix limites &tablies, le préasent chapitre consiste donc & décrire
les étapes de résolution concernant la détermination de pressions
hydrodynamiques générés par la propagation d'une onde sismicue
dane le reservoir d’un  barrage poids, dans  1'hypothése d’un
motvement horizontal.

I/ - FORMULATION DU PROBLEME

Nous présenterons dans notre étude, le cas sulvant -

- barrage polds triangulaire avec parement amont horlzontal.

L& barrage est supposé rigide et se déplacant avec le fond
de la retenue, la Tondation étant du type rocheuse ot impermgable.

- Le mouvement de 17 eau, régi par 1’éguation de propagation
o’ onde, eat aupposd plan et instastiomnnaire. La surface libre est
aupposée horizontale et la pression aui vy reigne est la pression
atmosphariaue.

Orm illustera l’exemple traité, par la figure (5.1} .

Le probhléme concernant le domaine ABRCD =5t résolu par les
deux algorithmes décrits précédemment

- Algorithme utilisant 1’approximation par différences finiles

-  Algorithme utilisant 1 approximation mixte : différences
fimies -~ Newmark

-68 -



'5/ Pringipe de résolution

oA

...;[4
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5/ Principe de résclytion

11/~ EQUATIONS DE BASE

Choisissons wun axe de coordonnées (00X, 0Y), 1’axe (0X)
cortespond & la longueur du reservoir , et 1’axe (0OY) correspond &
la hautewr du reservoir :

"L’aquation de conmtinuité s’écrit alors 2
8 x . Sy St (5.1)

Les équations de Navier Stockes simplifiés donnent :

—>

1 . &V

s Vo gr\ad P -
5t (5.2)

Enfin, Ll’a&8quation d’&tat relative au mouvemsnt considérs,
s'écrit -

P o fc’ (5-3:'

Ces trois &guations donnhent aprés transformationm -

(&x)* (&v)~* cz (6t)= (5.4)

_10 -
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5/ Principe de résolubtion

L &guation {5.4) est du type hyperboliaque. Les conditions
aux limites sont dornées sur tout le contour du domaine:

- & la surface libre AR, la pression est

P = 0 ' : (5.5)

- 3ur la face BC (limite du reservoir) , la condition de
norn reflexion & 17infini =’ écrit

SF
————————— = 0 (5.6)

5x

- AW fond de la retenue {(CDh) , la pression P vérifie 1la

ralation

5F

wwwwwwwww = [
85y (5.73

c’est une condition de non infiltration

- Le long du parement amort (DA), on a la condition de non
infiltration, exprim&s par

&n (5.8)

s
ol n est la normale & (DA)

et & 1l @ccélération absolue de la structure s%posézrigide
‘f la fluctuation de la masse volumidue.

~FA -



r—

5/ Principe de résolution

ITI/— RESQOLUTION -

A/  Approximation par différences finies :

Ll approximation par différences finles centrales des points
du domaine d’étude D a donné les résaultats suivants @

- & l’intérieur du domaine, 1*équation d’onde discrétisé

donne
S 1 ~J ~ o~ ~J
P i,d,k, = ~——— [ﬁ)i+1,j,k +f)i~1,j,k +F)i,j+1,k +f)i,j«1,k +
5
1 o~
cem= (1-b) P i,5,k-1) ]
Cc*y=
(5.9)
avec o
z 1+
S A — b e
c?v2 C?\Jﬁ
all b= B/l
ainsi donc, s$i on appliaue 1’é&auation (5.9} au domaine
d’ étude considéré (ABCD) , on obtiesnt
- suUr la surface libre AB on &
’§ i,j,‘k = [
(5.10)

-T2 -



5/ Principe de résclution

- sur la limite (BC) on a

~ ~
&P ?1""153‘:]’( - ? l“l,_j,K
—————— = s o o VT e R o s s o e i A bk ot A SV e ok i T = o3
&x 2 D ox
a’ ol
~3 ~~J
Pi+i,5.k = [P i-1,3.x
(5.11)
APJ 1 ~J ~t —~ .
P, 50K = e (2 Pitt, 5,6 + P i,i+1,k + P i,5-1.k +
1 ~J
—————— (1‘""b) P 1!J5K"'1 ]
IRV B
(5.12)
- Sur la limite (CD ) , on &
~ ~4
&F Piaﬂ‘*‘lak" P i, -1,k
wwwwwww e e e e e o i i S o Ty e i o e 3O )
Sy 2 by
c’est a dire
‘5 ~
i,ivl,k = P oi,3-1,k (5.13)
Done pour LUh point dornné sur (CD) on obtient
~J 1 ~ ~t —~J
TR T — [Pi+1,5,k + Pi-1,3,k « 2P 1,35+1.k +
1 ~
wwwwwwww (1-tb) - i, 3. k-1]
C2y?2 P |
(8.14)
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5/ Principe de préscolution

- de la méme maniére o discrétisera la condition aux
limites sur (DAY traduite par la relstion

~d ~
5P i1,k - Pi-1.4.k
_______ RN
5 x z O x (5.15)
ol encore H
~ ) ~ .
Pi-1,5, = P i+1,5,xD+28 x . $ &
(5.18}
dore, pour un point de (DA) on &
~f 1 ~t ~ ~
Pi i,k = T (z § i+1,3.k+1 v28x fa +Pi,591,k + P 1,5-1,k
1 ~J
R (1-6) ¥ 1,3,k-1]
C2y2

(5.17)

Alnsi , on a établi, toutes les éguations nécessaires et
1’ &tape suivante sera donc l1’élaboration d'un programme utilisant

la méthode des différences finies pour la résolution du problame
en vue.

e SV



5/ Principe de résolution
\S

DESCRIPTION DU PROGRAMME -

1—- Dictionnaire des variables

l.a signification des différentes variables utilisées dans
notre programme est illustrée ci-dessous @

‘ - Longueur du reservoir selon l'axe (OX)] o . oo iainn R
L
- Hauteur du reservoir selon l'axe (O¥] .o inann H
| - Nombre‘de noeuds selon l7axe (Ox) ... .icainiiin a0
L ~ Nombre de noeuds selon laxe (O¥Y) . nnnnnnoa- n
} - Nombre de noeuds par &tage dans le plan (oxy) ..... n e NPG
- Nombre total de NOSLUESE L. e u i e e d e s e oo ne s mnmne s s NPT
! - p@s selon LMaxe (0X) e e e N, . 1
: ~ pas selon 1l axe (Oy) PR ok e ke e 1
- pas selon 1l axe (1 40 1 A IR
-~ Matrice des valeurs au temps (b~ ©t) .. ...t nuneenannn PSTAR
- Matrice des valeurs au temps (t) ...... e e - P
- Matrice des valeurs intermédaires durant 1’ itération ... PTAMP
-%5 .




5/ Principe de résolution

2/~ Entrée des donndes :

Les informations sur les dimensions gfométrigues du
reservoilr (hauteur et longgeur), la nomnbhires d’&léments &
digecrétiser selon 1’axe (ox) et (0Y) , constituent les

iformations nécessaires pour résoudre le problame.

3/- Résolution

Les systémes auxduels on aboutit sont linéaires, orn utilise
1I’algorithme de réscolution de Gauss-Siédel.

-~ l&a limite du reservoir inconue & priori est définie par
la condition (5.6) , orn suppose donc une valeur de la longusur ol
reservoir et on résoud le probléme d’old les wvaleurs Plx,y,tl en
tout point .

4/= Programme principal et sous progrsmm i

a- Programme principal

- Il contient toutes les déclarations (nature des variables ,
dimensions des matrices etec ... y ainsi que les appels aux

‘différentes subroutines.

16




5/ Principe

de résoluytion

résumés cdans le tableau ci-

- Sous programme:s

Nous avons utilisés

SUBROUTINE

i

H

lL.ecturse

INITI

ATID

COAND

COR -

GENERE

SOR

ECRITURE

des subroutines dont les forctions sont
dessus

EONCTION

- permet d’introduire toutes les
informations sur les dimentsions
g@&ométriaues du  rerservoir .

- permet od’initialiser toutes les
variables du systéme & résoudre
au temps t)} . Les pressions ont des
valeurs arbitraires.

~ Permat de calculer les valsaurs das
incorues au temps (t- D t)

~ permet de tenir compte des conditions
aux limites { sur la fTace amont du
arrage |, le fond e la retenus,
la limite du reservoir ainsi aue sur
surface libre).

permet cle corriger les wvaleurs
de la pression durant 17itération

- permet de remplacer les valeurs de la

pression au temps (t-At) par celles
au temps {(tJ).

- permet la résolution du systéme
o’ équations.

- pariaet l’impregsion ol systémes.

R



5/ Principe de reésolution

| ORGAHIGRAMME
| IR P —— |

"Entrée des
donnges

Determination des
dimensions de la
grille et réservation
ée 17 éspace ReEmOire

Initialisation des

pressions dans le
domaine a 1*'instant

iz A
t / sub:INITI

¥8.



67 Principe de resolution

Calcul des
pressions a
17instant t-dt

SUB: Al

T N I R T R R R R T

Entree des
condi tions
aux linitesi
SUB: CON :

minm i emn At A R tmn R e a2 e A 1 o M A2 AR AR e =t

Resolution du

domaine et
calcul des pressiqns
SUB:SOR G

HON LUTR

RJjustement des

Epsi{Eps
; QmM%?uL

nouvelles

valeurs

Imprecsion ﬂ;; HOH
resultats
SUB: ECRITURE

Generation d,
du vecteur (B
¥ . SUB:GENEB%

|

S5TOFP

-



5/ Principe de résolution

B/— Approximation par la méthode mixte : différences finiss-
Nawmatrk =

Le domaine d’étude est divisé en mailles ol les &auations et
ies conditions aux limites sont remplacées par les approximations
adé&auates. :

Les résultats obternus dans le chapitre IV, seront exprimés
de la maniére sulvante :

~-& 1'intérieur du domaine, 1’&auation d’onde discrétisée
dornne

~ ) i ~ o~ —~
P i,3.k+1l = fﬁf Pi+1,j,k+1 +§)iw1,j,k+1 +F§,j+1,k+1 +?)i,jw1,k+1

G ST TR SRS S R . (1-b) © 1,4,k ) ]
> ?
( 5.18)
avec :
‘ z AX
D = 4 4 [ QR ] =
> c? st
ol encors H
2 h 2 ial
0D = 4 % ————- (- ]z et B = swe-e-- [ e ]
pe¥ 1 b 1

- 30 -



5/ Principe de résolution

b a&tant un réel s auii, pour  whne variation lin&aire de
preassion, vaut 1/3.

P et #' seront déterminégs par les formules d’approximation
de Newmark.

) 2 o~ 2 12 w7
quj,k+1 = -—~(P i,d,k+1 - Pi,i,k - i,Pi,j,K e (1 =12) Pi,j,k)
Bbl? 2
(5.19)
et ':
P i,i,k+1 = Pi,i,x +l((1wa) P i,d.k+ a P i,3,k+1)
(5.20)
- sur la surface libre AB, on &
G
s
r i,Jd,K = o]
{(5.21)
- s la limite BC, on a z
i~ ~t
sF P i+1,5.k+1 - Pi-1,3,k+1
————— = e et e e e i i s o S Yo S S s o v o e i i T )
&x z D ox (5.22)

o~
? i+d,5.k+l

H
L

i-1, 3¢ k+1

- %4 -




5/ Principe de r&solution

done, pour un point dorné sur BC , o aures :

~ 1 —~ o~ —
Pigket = —omon (2 Piet,sukel + P, iet,ket + Pig-tikel v
v ~3 1z -~
! s P i,k + 3 Pidik v -moe (1-b) P i,3,K)1
, Z
\ (5.24)
- sur la limite (CD) on @
o~ ~
&P Pi,i+1,k+1 = Pi,i-1,k+1
wwwwww -3 en e e s i e i i e o Shmg e ST o g S A S e T e =T = 0
&y 2 by : (5.25)
e’ est & dire
-3 ~
Pi,j+l,ker = P 1,3~1.ked
Done pour un point dormé sur . (CD), on aura
o~ 1 —~ -y ~
P i, Jak+l = Uli—g L P i+1,j,k+4ﬂgiw1,j,k+4 + 2 P L,d+i.Ke1 +
—~J4 —~ l: —
s( £ i.dk o+ 1 PNk moeeT (1-0) P i.4,K]
2
(5.26]
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5/ Principe de résolutiohn

- de meéme on a sur (DA)
~ o~

&P D iv1,i,k+t - © i-1,3,k41
______ e S
&% z b ox
(5.27)
ce aui donne
~ —
P ic1,5,ke1 F Pastiker v 2 b x5 a
(5.28)
Ce qui donme pour un point de (DA} =
3 1 ~J ~t ~J
?>i,j,k+1 B oe—— 2§>i+1,j,k+1 +? i,3.,k+1 +%>i,j—1,kﬂ+ 2 bx. a+
e
—~J —J =z ~
s (Pi,ik + 1 Pidk o+ —mm— (1-b) B 1,5,K) ]
z
(5.29)

Alnhsi, aprés développement des &quations, on obtient wune
formulation simple du  probléme , - Fésolvable par un programme
utilisant la méthode mixte : différences finiss - Newnark.
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Resultats et critiques

Apres avoir établi les équations nécessaires
a la résolution de notre probleme, nous présenterons danz ce
chapitre les résultats obtenus avec quelques critiques relati
ves au cas etudié.
Tout d”abord nous avons cherche a optimiser 1 hyrothese de
lin€arite de la pression ,pour cela on a fait un ajustement
numérique des valeurs de det ﬁ .2t on a ainsi aboutit a un
choix des valeurs det p.

I/ CHOIX DES VALEURS oAET fb:

. La discrétisation par la méthode de NEWMARK d-un
probleme “hyperbolique” introduit des coéfficients a et b.
pour une variation lindaire de pression les valeurs de aetb
sont donnesa.

La discrétisation du méme type d°€quations par la méthode des
"Differnces Finies" introduit elle aussi des pafamétresé%éti&
dont les valeurs sont inconnues a priori. ™
Ainsi donc on s est reféree a la méthode de NEWMARK afin de
délimiter le champ de variation des paramétres 9et B

Les valeurs trouvés ont éte comparés a celles obtenues par la
méthode éxperimentale de ZANGAR et un choix optimum de et
a ete tire pour le cas présent.

11/ IRFLUENCE DU PAS DE TEMPS:

L analyse qu’on a éffectue montre gue les résul-
tats du calcul sont parfaitement abérrants si 1°on choisit
l7intervalle de temps trop grand.En effet, loraque les termes
dinertie sont relativement importants {(cas d’ une propagation
d"onde)} le choix du pas de temps influe sur la rrecizsion des
resultats. ’ '
ainsi donc, pour des pas de temps de plus en plus affines une
evolution meilleure de la wvariation de pression dans la
reservoir est obtenue.

-8y -



RESULTATS ET CRITIQUES

[ . ACCELERATION A=UNITEE
HAUTEUR=10O{m)
DELTAX=1{m)

SECTIONL (I=1,J=1,11)

oK K K R ROk KK KO OR ROR R R OR K K X K o KKK K KK K KK KKK R K Kk kR Kk
Coefficient de pression Coefficient de pression
"METHODE DES DIFFERENCES "METHODE DE ZANGAR"
FINIES®
3K oKk ok oK ok ok Ok ok kR R K kK KR Kk X % 3 ok 3k sk 3k o ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok Ok ok ok ok ok ok
0.733 0.735
0.729 0.729
0.718 0.713
0.698 0.685
0.670 0.645
0.631 0.594
0.580 0.530
0.514 0.4350
0.423 0.353
: 0.283 0.230
0.000 0.000
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Resultats & Critigues

B TE BE B B B B e e |

ZANCAR
= 0.2
= 0.8
= 0.6
= 0.7
= 0.8
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Fig (6.1) Variation du Coefficient de Pression
en Fonction de la Hauteur du Reservoir
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Resultats et critiques

ACCELERATION A=UNITEE

HAUTEUR=10(m)
DELTAX=1{m)

KA A AN A AL A A KRk
VARIATION DE LA PRES

SION LE LONG
DU RESERVOIR

HHH AR KA KA A A A A K K
DE LA LONGUEUR

*Pk**ii’!ikfk*iif****.#i***Ji'-’#***#x*bﬁiﬁ'***ﬂ*m?ﬁ****‘****‘#****

Sectioni (@a}\em@u‘i‘ Aracud )

(i=1,5=1,11)
0.732
0.729
0.717
0.698
0.669
0.631
0.580
0.513
0.422
0.283
0.000

sectionlQ
(i:lO,jzl,ll}
0.187
0.188
G.181
0.154
0.143
0.129
0.113
0.083
0.089
0.405
0.000

Sectionsg

(i=6,3=1,11)

8% -

0.346
0.343
0.334
0.320
0.300
0.273
0.239
0.193
0.149
0.088
0.000

Section?

(i=2,4=1,11)
0_622
0.B18
0.6086
0.586
.5587
0.517
0_465
0.398
0.310
0.189
0.000

sections

(i=50,3=1,11)
0.125
0.124
0.120
0.115
0.106
0.096
0.083
0.063
0.051
0.029
0.000
0.000



Resultats & Critiques

Hauteur (m)

sxxxx Section 6
Qoooo Section 10
wrasp Section 50

TI|I|Ili11II||'Ili"lllllilIl1Illll][llllIII!]I'I"III!III|III"IIT!II
o iooo 2000 8000 4000 s000 6000 7000 8000

Pression Dynaemique (Po)
Fig (0.2) Variotion de la Pression en Fonction de lo Longueur du Reservoir
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Resultats et critigues

ACCELERATION &4=UNITEE
HAUTEUR=1O(m)
DELTAT=0.2{sec)
DELTAX=L{m}

SECTIONL (I=1,d=1)

JK KKK R KK KOK KK KKK KR ROK KKK KK KoK oK oK 3K 0K 3K 3K 0K 38 2K 3K 3K 3K 3K 3K 3K 3K K 3K 3K 3K 3K 3K 5K oK K K K
VARIATION DE LA PRESSION DYNAMIQUE EN FONCTION DU TEMPS
33K OK K 0K KO R OR R KK 30K %Kk 0k K KR OK OROKOK KK 3KOR 3080k 0Kk K KKK KR K0k Skok0OK 3k koK 3k ok

TEMPS(sec) PRESSIONS EN(pa)
0.0 0.000000
0.2 7373.785331
0.4 7405.52508%9
0.6 7405.5094678
0.8 7405.499529
1.0 7405.490234
1.2 7405487223
1.4 7405.487224
L6 7405487224
1.8 7405.487224
2.0 7405487224
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RESULTATS ET CRITIQUES

! ACCELERATION A=UNITEE
HAUTEUR=10(m)

, DELTAT=0.0L(sec)

! DELTAX=L(m}
SECTIONL (I=1,J=1)

AXERERRKEARKREKKER R IR ER BRI RKRRR KRR KRR KRR A I KA KK
VARIATION DE LA PRESSION EN FONCTION DU TEMPS
K KK 3K KK K K ok 3K K R KK KK KK 3k ok ok o k0K KOk K K K KK oK ok K oK KOk Kk ok ok k X

TEMPS(sec) PRESSIONS ENtpa)
000 L00000
0.01 —4598.262915
0.02 7931030994
0.03 520L660360
0.04 6£234,959681
0.05 6180.222924
Q.08 6189.202552
0.07 4£187.730728
0.08 &£1B7.971809
Q.09 &6187.932341
0.1 6187.925073
0.11 &£187.9218335
.12 &187.917293
.13 &187.917401
.14 &187.917386
015 6£187.917388
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Resultals & Critiques

Presgsion (Puo)

10000

7500

At = 0.0f See

Ill{illilflllli]!llllll1lllll|IIIIIIfI!PIIIl]|ll|IIl[lll[ll]l!llllllllil||
8.00 .03 .08 0.09 o.12 0.75

Temps (Sec)
Fig (6.4) Variation de la Pression en Fonotion dw Temps
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RESULTATS ET CRITIQUES

ACCELERATION A=UNITEE
HAUTEUR=10(m)
DELTAT=0.001(=sec)
DELTAX=1(m)

SECTIONL (I=1,Jd=1)

K A KA A AR R R KK KRR K
VARIATION DE LA PRESSION EN FONCTION DU TEMPS
SR K A AR A A A AR AR AR HCRORSOR AR OR K R K AR K K

TEMPS 1E-003(sec) PRESSIONS EN(pa)
0.00 ' 0.000000
1.00 ' ) -9170.712608
2.00 8865 .356736
3.00 -8508_377827
4.00 8348.668153
5.00 -8075.819287
6.00 T870.129890
7.00 ~7735.164887
8.00 7657 .809937
9.00 —7445.380287

10.00 7386.525000
11.00 —=7189.497587
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Pression Dynamigque {(Pa)

Resultats & Critiques

é At 0,00 45

[

L4 4 S e i S I O I
0.000 0.002 0.004 0.008 0.008 0.010 0.012

Temps {Sec)
Fig (6.5 ) Variation de la Pression en Fonction du Temps
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CONCLUSION

Souvent ,les lois fondamentales a integrer se
presentent sous la forme d equations aux derivees partielles,
equations du type ‘"elliptigques" "paraboligues"” et "hyperboligues”,

dont on ne connait de solutions analytique que dans des cas tres
restreints. L 'utilisation d'ordinateurs de plus en plus pulissants
permet aujourd hui de traiter par le calcul des problemes qui
semblaient 11 vy a guelque trente ans, reserves au modele reduit
au a 1l observation sur place. d autre part , la rapidite de
calcul permet de traiter des problemes pratigques complexes qu’il
etait inpensable d’aborder par le calcul manuel.
{.es succes obtenus par l1'utilisation du modele numerigue . ne
doivent pas faire oublier les difficultees rencontres:

- Difficultes du traitement numerigue :les schemas
d' integration numerique peuvent Tfausser sensiblement lesresultats,
les schemas de calcul franchement instables sont moinsdangerseux que
celles des schemas stables, mais qui introduisent une diffusion
artificielle impartante.

-Difficultes de 1"ajustement = il Y & une

tendance assez repandue a pousser 1 'ajustement au dela des limites

raisonables. Il ne faut pas perdre en vue gue Iles equations differ
entielles, qui sont a la base du modele mathematique ne tiemnent
pas compte de toute la complexite des phenomenes. Au  lieu de

chercher a tout prix a oaobtenir une bonne concordance entre le
ralcul et les ohservations (experience) , il vaut mieux comprendre

pourquol il y a des differences.

notre recommendation est de faire upe etude plus poussee
en tenant en compte du couplage FLUIDE-STRUCTURE ceci permettra
d’'obtenir un bon dimensionnement des barrages poids construits dans

les zones sismiques.
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