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RESUME

Une méthode d'analyse de 1'écoulement méridional dans une
turbomachine est présentée dans ce travail .Un programme a été
élaboré.La méthode est basée sur 1'éguation du gradient de
vitesses le long de lignes quasi-orthogonales fixes.lors de
1'analyse mmérique on a utilisé la méthode des differences finies
et la technigue du SPLINE.

SYNOPSIS

A method of analyzing flow through a turbomachine is presented -4
that is suitable for computer programing. This method is based on
an equation for the wvelocity gradient along arbitrary fixed
quasi-orthogonals.Finite difference method and SPLINE technics
were used in this analysis.
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INTRODUCTION

ILe but du présent projet est 1'analyse de 1'écoulement méridional
A 1'intérieur d'une turbomachine.

La technique utilisée a cet effet reste simple dans son
utilisation puissante par ses résultats. Elle repose sur le
principe suivant:

Un maillage est tracé a partir d'un ensemble de lignes quasi-
orthogonales qui restent fixes tout le long du calcul (d'od
simplicité) et de lignes de courant, qui elles , varient au fur et
a mesure pour atteindre la convergence souhaitée.

L'utilisation des techniques mmériques diverses est nécéssaire
pour 1'aboutissement a nos objectifs :

* Interpolation mmérique par les fonctions SPLINE

* Lissage de courbes

* Résolution des é&quations différentielles

* Résolution de syst2mes d'éguations lindaires

L'analyse de 1'écoulement méridional est 3 m@me de fournir des
informations sur 1'état de 1'écoulement en n'importe quel point,
d'o utilité pour connaissance des zones a hauts risgues de
cavitation, redésign des profils de la roue voire de ]'aube.

Les hypoth®ses simplificatrices prises en compte dans 1'analyse
résident dans le fait que 1'on suppose que le fluide est parfait,
hypoth®se quant a4 elle nécessaire pouar faciliter la
discrétisation des éguations d'écoulement.
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INTRODUCTION

L'hydrodynamique étudie le mouvement des liquides en tenant compte
des forces qui lui donnent naissance.

On se propose donc d'établir les relations entre les positions
des particules fluides, le temps et les forces qui interviennent.
On peut utiliser, A cet effet la méthode d'Euler:

Cette méthode consiste A déterminer, en fonction du temps et des
forces agissantes et pour chaque point de la masse fluide, la
vitesse “TI_), la pression P et la masse volumique p des particules
fluides qui viennent successivement passer par ce point.

Comme la vitesse V’ d'une particule est entidrement définie par

seatmismeanteau,v,wondevradundiﬂ;naerdecirq
équations permettant d'obtenir u, v, w, P et p en fonction de x,
Y. z, t et des composantes des forces agissant sur la particule
considérée.

Parmi les forces en cause, les forces de viscosité
n'interviennent que pour les liquides réels et non pour les
liquides parfaits.
Cette remarque nous conduit donc A étudier successivement:
1'Bydrodynamique du liquide parfait
1'Bydrodynamique du liquide réel.

I-1)-HYDRODYNAMIQUE DU LIQUIDE PARFAIT:

1- Un systéme de trois éguations générales du mouvement qu'on
appelle les équations d'Euler.

2- Une équation caractéristique du fluide.

3- L'équation de continuité.



I-1-1)-PQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT

BQUATION D'EULER
Le liquide étant supposé parfait la pression en chagque point est
unique (valeur unique) et parfaitement définie; en effet comme il
n'y a pas de frottements intérieurs, il n'y a pas de composante
tangentielle de la pression sur un élément plan , composante
tangentielle qui varierait avec l'orientation de 1'élément plan et

ferait , en définitive , varier la pression en un point avec sa
direction autour de ce point . La pression est donc constante
dans toutes les directions autour d'un point.

¥ 4

aire BOD = dw
air’eACD=dwx
aireBthtioy
v aire CAB = dw

Soient « , B et ¥y les angles que fait la normale a B
respectivement avec les 3 axes Ax ,Ayet)&iz

«im’t = dw cos(a)
dmy = dw cos(f)
d = dw cos(y).

Désignons par p la pression qu'on peut admettre constante en tout
point de la surface infiniment petite do.

La pression totale sur dw sera dp = p do.

Soientpx ,pv,pz ,d[i',t .dPy,sz leg éléments homogénes sur
les autres faces du tétraddre élémentaire ABCD.

dPx = px d:)x

= dw
dPy py y
dprPz = pz d.-)z

dP,dPx,dPy,szmtmmles aux faces du tétraddre sur
lesquelles elles s'appliquent.



En appliquant le principe de d'Alembert , le tétra2dre élémentaire
ABCD est en équilibre sous 1'action des forces suivantes :

- Les pressions que nous avons définies
— Son poids

- Les forces d'inertie 8'il y'a mouvement.

Les pressions sont des infiniments petits de 1'ordre des surfaces.
Le poids (mg) et les forces d'inertie (-m y) sont des infiniments
petits de 1'ordre des volumes, on peut donc les négliger devant
les pressions ce qui revient A écrire que les pressions sur les
quatre faces du tétraddre se font éguilibrer .

En projetant 1'équation d'équilibre des pressions sur 1'axe Ax il
vient :
—dP cos{a) + tiIPllr =0

p dw cos(a) = P, dox
et

dow cos(a) = &ux
D'oix:

P=P

De la m®me manidre , on aura :

P:Py

P=P

D'oix:

Rapprochons indéfiniment le plan BCOD du point A en le maintenant
parallele A lui méme. A la limite lorsque le plan BCD contient A ,
les pressions P.+P P, . P toujours égales entre elles ,
deviennent les pressions du point A dans quatre directions
normales aux forces du tétraddre. Les directions AR v Ay , et Az
ayant été choisies arbitrairement , on peut donc énoncer le
théor2me fondamental suivant :



Dans un liguide de fluidité parfaite, en équilibre, ou en
mouvement la pression en un point est la m@rme dans toutes les
directions autour de ce point. La pression est donc une
grandeur scalaire qui ne dépend que de la position du point et
non de l'orientation.

En hydrostatique , on établit les é&guations d'éguilibre d'un
parallélépipdde élémentaire pris dans une masse liquide au repos,
c'est-a-dire soumis a 1'action :

a- des forces extérieures (forces de volume)

b- des pressions latérales (forces de surface)

Considérons le parallélépipdde représenté sur la figure ci-dessous
S o

Si p est la masse volumique du fluide la masse du parallélépipéde
est pdx dy dz . Fcrivons les conditions d'éguilibre de ce
parallélépipdde. Les forces agissant sur lui sont :

1- les forces extérieures

2- les pressions sur les six faces.

* Jeg forces extérieures

p X dx dy dz
pF | pYdxdyadz
p Z dx dy dz

X, Y et Z les sommes respectives, des composantes suivant OX
OY, OZ des forces extérieures agissants sur la masse fluide et
rapporté A 1'unité de masse (X, Y, Z ont les dimensions L T °
c'est-a-dire des dimensions d'accélération).



* pression sur les six faces

Elles sont paralldles aux axes , on peut donc en faire
jmmédiatement les sommes suivant les trois directions OX, OY,
0Z. Ia somme suivant OX est égale A la somme des pressions
g'éxercant sur les faces ABCD et EFGH.

Soit p la pression en A .

Comme de A en E , seul x varie la pression en E est égale a :

aP
p+3x_dx.

La somme algébrique de ces deux pressions prises suivant OX est
donc:

o 4y . R

Ia somme des pressions s'éxergant sur les deux faces
considérées perpendiculaires A OX est , par suite , égale A :

dP

o %
On trouverait de méme :
suivant OY : 9P &y az ax
oy
. aP
suivant OZ : ——a—z-dzdxdy

La condition d'équilibre sur OX (projection) s'écrit donc :

Forces extérieures - pressions = 0

dP
D'(ﬁ px = m—

10



En projetant sur les deux autres axes , on obtient :

(1 e _
o ox X
1 ap
__._:Y
1 » &
: Pquation d'équilibre de 1'hydrostatique
2R
p 0z
\
m?=-§- gr3d P

En hydrodynamique , il suffit donc d'ajouter au second membre la
force d'inertie par unité de masse , c'est A dire , au signe prés
1'accelération absolue , soit -y’ , ce qui conduit 2 1'équation
fondamentale :

_F_)-T) Bgquation genérale du mouvement

ou éguation d'Euler

%g?ﬁdp=

Cette équation vectorielle projetée sur les axes fournit les trois
équations suivantes :

ia_P=x_u8u _vau _wau _Ou
p Ox ox dy oz ot
Pgquations générales
1 op av av av ov
- O Y—uax —vay =M = du mouvement ou
Pguations d'Euler (1)
i£=z_uw _vaw _waw _ov
p Oz ax oy oz ot

Soit T(E,n.E)

Ce vecteur 0 est appelé le vecteur tourbillon

X
Soit un vecteur quelcongue i?[ Y ] alors son rotationnel sera
Z

exprimé par:



— _ (02 oY )|— X 07 | = dY _JX
rot w” = | 5 az]l *[—a? '5;:]3 *[?3; 3‘;]1‘_'
[ )
9z _ Y
dy Oz
—_—
rtw | ox _en
oz ox
OY 90X
[ 9x oy )
(€=1ri—-_§11‘
TKGY oz |
— 1 (ou _ ow)
| @\ n=7%z o,
I Ez_];r_qv_.._%‘
\ 2 { ox 9y |

u
Soit le vecteur vitesse v [v] il s'écrira:
w

== - =
V-=ul +vy +wk

son rotationel sera donné par:

v (§-5)T (33T (53

Dot TJ”=-12'- rot V

Le vecteur tourbillon est donc le wvecteur de la rotation
instantande que prendrait la particule fluide considérée si , a
cet instant , elle était brusquement solidifiée, la masse de
fluide qui 1'entoure étant anéantie.

12




Soit 1[!1] etVa[ ] deux vecteurs guelcongues
Alors

VIAVZ = [!122 - Z'IYZ] T+ [z«.xz - X1Za] J+ [xnri - Yﬂ(z] x

—_
Considérons maintenant le vecteur tourbillon Q@ et le vecteur

—_—
vitesgse V

on a alors :

13



Es &g
B &8 &lE
e

b3 -
Bl &5 &8
Rls &y &g
1__21__21_7
AT
By Ble &lE
2o g5 &ls
o gl
T
5
L
fn]

e e,
= P
S s e e
B &y B%
Bls &8 &g
Sl Bk
Bl Ble &%
Bl &lg &S
=l
B
ke

ou encore

av
u+=-u

auv
| Oz

ox | 3y
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Exprimons maintenant le grad [_EVZ_] ,? étant le vecteur vitesse

défini comme précédemment :

D'od grad + 20°AV donne lieu A 1'expression
au cu du |
sx Vay Moz
av ov ov
U oy o
ow ow ow
"ax Voy oz
(3u )
ot
u
De plus V=[v] et —g= _gtl
W
ow
L?‘E.J

15



peut s'écrire sous la forme suivante:

-3
=2 N +g—r3a_‘2.’2-+z"c*nv’

3t (*)

On peut rapprocher de cette éguation celle qui donne la loi de
composition des accélérations dite formule de CORIOLIS (1835)

Y=+ 20AT |

a r e r

: Accélération absolue

: Accélération relative (par rapport aux axes mobiles)

Accélération du point coincidant (accélération d'entrainement)

: Vitesse relative

slad o Sl B

: vecteur de la rotation instantanée qui fait coincider les
axes fixes avec les axes mobiles

Le terme 2 ©'A'V. accélération complémentaire ou accélération

de OORIOLIS.

Si les axes mobiles sont animés par rapport au triddre de référence

de la vitesse V', 1'accélération relative est :

= Ll

r ot

Si , en outre , le vecteur de la rotation instantanée &’ est égal

au vecteur tourbillon 0, 1'accélération d'entrainement Je est

1'accélération centrifuge , soit

"i': = grad (V2/2)

et 1'accélération de OORIOLIS s8'écrit :

'}": =20AVe =20AV

La formule (*) s'écrit alors

qui est identique A la formule (*).

16



I-1-2)-PQUATION CARACTERISTIQUE

Pour un liquide supposé incompressible 1'éguation s'écrit:

p =cte | (2)

I-1-3)-BPQUATION DE CONTINUITE

C'est celle qui exprime que le fluide reste contimu, c'est-a-dire
qu'il ne peut y'avoir dans aucune partie du fluide ni apport
extérieur, ni prélévement de matidre; la masse se conserve au
cours de 1'écoulement (sauf cas de la "cavitation"” exclu pour

notre part).

Etablissons 1'équation pour un fluide parfait;pour ce faire
considérons la figure ci-dessus et adoptons le raisonnement suivant :

Pendant dt il entre par la face ABCD une masse de fluide é&gale A :
dy dzup dt = pudy dz dt

Pendant le méme temps , il sort par la face EFGH une masse de
fluide égale A celle qui est entrée augnentée de sa differentielle
partielle par rapport A X .La masse qui sort est donc :

[pu +2§§1‘_’ax:|dydzdt
La différence des deux expressions :
- 2eu) gy gy az at

représente 1l'accroissement des masses du parallélépipdde
correspondant au mouvement du fluide A travers les deux faces
envisagées.

17



On fait le raisonnement similaire pour déterminer 1'accroissement
de masse correspondant au mouvement A travers les autres faces et
établir deux autres forrles analogues, de sorte que
1'accroissement total de la masse de fluide dans le
parallélépipdde pendant dt est :

_| atlpu) dlpv) d(pw)
[ax Yy ' ez dxidyidz dt

Puisque la masse du parallélépip2de est restée constante pendant
le temps dt , cet accroissement de masse est obligatoirement égal
a l'accroissement de masse volumigque multiplié par le volume
soit :

d
B axay o

D'on

_[ a(pu) + a(pv) + a(pw’

_ 9
ox ay 0z ]d"dyd"‘dt“'?a%d"dyd"‘dt

Et donc

_[ alpu) , Blpv) | Blpn)] _9p

ox oy 0z T ot

9 , 9lpu) . 38lpv) . Slpw)

at ax 3y Ao D

C'est 1'équation de contimuité pour un fluide parfait.
Pour un liquide incompressible 1'éguation :

9% d(pu) + d(pv) A d(pw)

at ox 3y oz = A

devient :

+ =0 ou divVv =0 |(3)

18



En définitive pour un fluide parfait supposé incompressible , les
cing équations cherchées sont :

- Les trois équations d'Euler (1)

- L'équation caractéristique (2)
- L'équation de contimuité (3)

1-1-4)-BQUATION DU MOUVEMENT LE LONG DE LA TRAJECTOIRE

Reprenons les équations d'Euler

o|=
o
S
il
>4
)
|

° |~
|
&
e
]
m
]
-

‘Oi)—‘
[
i1
]
|
|

(1]

o~
9

Proposons nous d'établir la relation existant entre X, Y, 2, X,
y, z, P, p et t le long de la trajectoire d'une mol2cule fluide .
Aceteffetconaidémlesooordxméeededem points M et M’
infiniment voising situés sur la trajectoire de la molécule
fluidequipasaemuautamatetmﬂ' au temps t+dt.

ui] ~x{z]

19



1 op _, d&x_,_ du
P X = dtz—x dt
. 160 _, dy_,_ &
Solt =% o oy dtz"f I*
Lioe S dta g
N TR dt2 dat
1 op d’x du
1 ap _d%y I
ﬁQ‘B__éTY_dY_YdY‘ dtde_YdY 'Edy
1 ap a’z dw
o —Zdz--?‘?dz—Zdz—ﬁ?dz

1 daP apP apP
“ﬁ-[-aTdX'*-é-Y—dy*ﬁ—dZ] {[de+Ydy+zdz]

_[ %—dx + _g%dy + —g%-dz]}

soit P = £(X,Y,2,t) alors dP =90 ax +30 dy + 32 az + 3¢ at
. _op _ op ap ap
e ®-Fpdt=5x Ty Wigg &
1 ap _ 1 [ ep ap 8P
s ?[@‘ﬁt‘“]-?[ﬁd‘*ﬁ'@*az "3'3]

20




On a aussi

dx _ dy _ dz _
v cxF-v orE"
D'ocu
1 ap .
F[dP-—aT__—dt]{xdx+Ydy+2dz

Devient :

% \:dp—%z—dt]=xdx+Ydy+zaz—[udu+vdv+wdw]

Si V est la vitesse de la molécule qui passe en M(x,y,z) au
temps t alors v? g'écrit @

Vz=u2+v2+w2-b2VdV=2udu+2vdv+2wdw
donc vdu=udu +vdv+wadw
et 1'équation précédente sera exprimée comme suit :

p

L \:ap~%;dt}=xdx+xdy+zdz-vav

1-1-5)-PQUATION GENERALE DU MOUVEMENT PERMANENT

1-1-5-1)-DEFINITION D'UN MOUVEMENT PERMANENT

Iemxvanentd'mfluideeﬂtpemarmtqlmﬂenm point
quelcorqledelamasaemmmtleamlémﬂesquiaemmédent

lanénePressionetartlanémemssevolmiqxe.

21



Un tel mouvement est trés fréquent en hydrauligue (Ecoulement dans
une conduite ou canal en dehors des circonstances exceptionnelles
comme lors de 1'ouverture ou de la fermeture brusque d'une
vanne,écoulement dans une riviére en dehors des périodes
d'étiages ou crues , "écoulements dans les machines hydrauliques
sous charges constantes et débits constants ").

11 ne faut pas confondre Régime Permanent avec Régime Uniforme,
dans le premier la vitesse peut en effet varier tout le
long de la trajectoire d'une molécule liquide, alors qu'elle
reste constante dans le second.

Le regime "Permanent” exprime en quelque sorte une constance dans
le "TEMPS" alors que le régime "Uniforme™ exprime une constance
dans "1'ESPACE".

Si V, P, et p varient en un point en fonction du temps le régime
est dit variable

Mouvement permanent ap_o
ot

Et 1'équation %tdp—%)=xdx+ydy+z:1z—vav
g'écrit:

1 gp = xdx + Ydy + 2dz - Vv
p

1-1-5-2)—CAS D'UN LIQUIDE INCOMPRESSIBLE DANS LE CHAMPS

DE LA PESANTEUR:
THEOREME DE DANIEL-BERNOULLI

Examinons le cas particulier et fréguent d'un écoulement liquide
o) toutes les vitesses sont normales & ume section transversale
plane du courant et égales entre elles;et exprimons son équation
de continuité. Pour ce faire ,considérons la figure ci-dessous:
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L
\
\L/

V’: vitesse commume des molécules traversant, au temps

t, la section plane dont 1'aire A cet instant
a pour valeur Q

Q : débit A travers la section Q, alors Q = V Q (volume
de liquide qui traverse cette section dans 1'unité
de temps).

Le volume qui entre dans la section Q pendant le temps dt est donc
égal a Q dt.

Celui qui pendant le méme temps, sort par la section infiniment
voisine et distante de la premiére de ds est:

th+%—dsdt

d'ou la différence des deux expressions est:

+|:th+ % dadt:l +E!dt]=-—gg—dsdt

Cette différence (- g ds dt) représente 1'accroissement de
volume entre les deux sections.
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Puisque la masse volumique p est supposée constante, cet
accroissement de volume ne peut &tre égal qu'au produit de dS par
1'accroissement de section pendant le temps dt, ce qui donne la

relation:

__% __%
SEar g =—3¢—dt &

Autrement dit le débit varie dans 1'espace (le long de S)
pendant que la section varie dans le temps.
L'éguation précédente s'écrit encore:

0 o0 qui représente 1'éguation de
+ = 0 contimiité
ot s (liquide incompressible)
. N
Le régime étant permanent = e 0
I1 en résulte %"' 0

Q(s) = Cte (débit constant tout le long
du liquide considéré)

La permanence du mouvement qui est une constance dans le temps
entraine ici la constance du débit dans 1'espace.

Soit maintenant un écoulement quelcongue supposé incompressible
dans le champ de pesanteur,son équation caractéristique est :

p:cte.
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Le liquide étant supposé soumis 3 la seule action de la pesanteur

on a :

1
[=

D'od %dP=de+l’dy+zdz-—Vdv=—-gdz—Vdv

= [%ap :[-gdz_ Jm

1 ) _ Vv
3 -p—p— g z 5 + C
1 Vz = te
> -p—P+gz+—-2—-C
» gz+—%—P+—;—2——Ct°
P 2
3 z + 1M
Pg 2g
P
» z+ — 4 —g—:—= c* (avec © = pg)
w
P v’ te P p*
» = iy 29 = 4 (avec z + =1 = —
W ©
2 (pgz + P =pP" )
Ieteme—ié—r@réaentelahauteurreprésentativedelaviteﬂae.

C'est la hauteur de laquelle devrait tomber la molécule liquide,
en chute libre dans le vide, pour acguérir la vitesse V le long de
la trajectoire d'une molécule liquide .

P Vz te

z + + 29 = H = C
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Cette é&quation reste applicable si au lieu de considérer la
trajectoire d'une molécule liquide on considére un filet liquide:

| ]

Energie Energie
position pression
\ N
!
Energie potentielle Energie
cinétique

!

Energie mécanigue totale
par unité de poids du
liquide considéré

L'énergie mécanique totale par unité de poids se conserve le long
d'un filet liquide de fluidité parfaite. I1 y 'a transformation
d'énergie potentielle en énergie cinétique et réciproguement.

I-1-6)-FOOULEMENTS ROTATIONNELS ET IRROTATIONNELS:

L'existence du vecteur tourbillon 0 permet de définir deux grandes
catégories d'écoulements:
1- Les écoulements rotationnels pour lesquels le vecteur
tourbillon 0 n'est pas nul ou Rot V. # 0
2- Les écoulements irrotationnels pour lesguels le vecteur

tourbillon © est mul en tous les points de 1'écoulement
=
ou Rot V =0.
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I-1-6-1)-EXEMPLES D'FOOULEMENTS PLANS ROTATIONNELS ET TRROTATIONNELS:

1-1-6-1-1)-POOULEMENT RECTILIGNE:

Supposons sur toute la largeur du courant une distribution uniforme
des vitesses

=N |
| :
%7/
|
P4 _ oy — . Kz
! |
ol

— Ecoulement plan rectiligne irrotationnel

On voit nettement qu'une particule de forme rectangulaire reste
rectangulaire durant 1'écoulement, on a donc affaire a un pur
mouvement de translation et 1'écoulement est irrotationnel.

Si maintenant on suppose une distribution inégale des vitesses
dans une section transversale du courant il est visible que la
particule rectangulaire va subir une rotation d'ensemble.
L'écoulement est donc rotationnel.

T

|~
!
—— WL el B ?f
T e

l[ =_// 7\|

— Ecoulement plan rectiligne rotationnel



I-1-6-1-2)-ECOULEMENT CURVILIGNE:

Supposons des trajectoires circulaires et concentriques autour de o

Ecoulement curviligne plan ristationnel e

Dans le premier cas supposons que les vitesses varient en raison
directe de la distance a o.

Soit V=Kr=owr

On a donc affaire 3 un mouvement de rotation en bloc et 1la
particule en (2) a la méme forme qu'en (1) mais tous ses cStés ont
pivoté dans le méme sens, ce qui caractérise la rotation
élémentaire; on a donc affaire & un écoulement rotationnel.

‘ Supposons maintenant que la distribution des vitesses le long d'un
‘ rayon vecteur soit 1'inverse du cas précédent, les plus fortes
vitesses se rencontrant du cté intérieur de la courbe.
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Au cours de son déplacement de (1) en (2) une particule limitée en
(1) par deux lignes de courant et deux normmales aux lignes se
déforme, mais il y'a rotation de sens opposé pour les obtés
paralléles et normaux aux vitesses; le oBté le plus proche du
centre de rotation avance plus vite que 1'autre, la particule est
devenuie un losange et pour une distribution convenable des
vitesses on congoit que les diagonales de la particule restent
paralléles au cours du déplacement de (1) en (2). On n'a plus
affaire a une rotation de la particule sur elle méme mais A une
déformation angulaire ou DISTORSION. L'écoulement considéré peut
donc étre irrotationnel sous réserve d'une distribution convenable

des vitesses.
\\ Ecoulement curviligne plan irrotationnel
\\
Mo
' En somme on peut trés bien voir quelgue chose tourner sans que le

mouvement soit ROTATTONNEL pour autant.

Les écoulements irrotationnels présentent une grande importance en
Hydraulique. En effet nous démontrerons plus loin que ces
écoulements s'effectuent sans aucun échange d'énergie entre les
particules liquides (nous les appelerons pour cette raison des
écoulements conservatifs). On congoit d'ailleurs qu'un échange
d'énergie entre les particules situées sur des trajectoires
voisines ne puisse se réaliser que si des forces excentrées
(frottements ou forces d'inerties) produisent un travail;
similtanément de telles forces provoqueront une rotation,
élémentaire des particules.




Cette rotation élémentaire caractérisée par le vecteur
ta.trbﬂlon'f)_), se rencontrera donc chaque fois que 1'écoulement
considéré entrainera une disgipation d'énergie (perte de charge)
ou une transformation de 1'énergie de la veine liquide en énergie
mécanique ou inversement (Turbines Hélices Pompes). Au contraire
on cherchera & réaliser un écoulement irrotationnel ( Q=0 )
lorsqu'on désirera conduire le liquide avec des pertes nulles ou
les plus faibles possibles, ce qui impliquera, notamment, que les
forces de viscosité seront négligeables.

I-1-7)-ECOULEMENTS POTENTIELS ET ECOULEMENTS CONSERVATIFS
I-1-7-1)-MOUVEMENT A POTENTIEL ACCELERATIONS

THEOREME DE LAGRANGE

Soit 1'égquation d'Euler:

1
—grad p=F - 7
p
Si les forces F  dérivent d'un potentiel U et g1 le fluide est
incompressible ( p = (:t‘e ) cette éguation s'écrit:
F = grad U
1 —> — —
3> Tgrad p=grad U - y
te 1 — — P
or p==C QTgradp= grad(-p—)
—3 P — -
d'od grad (—p—l-grad 0 = y
— p —
Donc on a: grad (*p— - 0 = 9
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7~ dérive donc d'un potentiel [:| I'=U - — +C

L'existence d'un potentiel pour les forces de volume entraine
1'existence d'un potentiel pour 1'accélération méme si le
mouvement n'est pas permanent.

I1 en résulte le théordme de IAGRANGE: s8i un mouvement
provoqué par des forces qui dérivent d'un potentiel est
irrotationnel A4 un moment donné il le restera toujours.

Exemples: forces de pesanteur U = - g z

2. 2
Wr

forces centrifuges U = e

I-1-7-2)-SIGNIFICATION ENERGETIQUE DES EQUATIONS D'EULER

1 v’ v?
—wc;T’ad p=F!a!-——g?ad——2_ﬁ_’n—\?
p at 2
WD va
(" =—— i grad — '+ 286°A V')
at 2

Si les forces de volume F dérivent d'un potentiel U et si le

liquide est incompressible (p = Ctei on a:

1 = ol n: P N e )
-;—grad p = grad U——-——grad—-2—~—2Q AV
ot

31



groupons tous les termes sous le signe gradient

P 2 =
— £ v: oNE = —
grad ( p+—"2'—' U )+ 3 2?1\‘}
P v2
Posons —— + - U=E
p 2
P
T:E:nrgiednealapression[nrmitéde masse du liquide

(ce terme est proportionnel a3 la hauteur représentative de la
P

pression avec 0 =pg)

W

2
_iv— : Energie cinétique par unité de masse du liquide (ce terme
est proportionnel a la hauteur représentative de la vitesse

v2/29).

- U : représente 1'énergie potentielle par unité de masse du
liquide (fonction potentielle des forces; si par exemple
1'écoulement s'effectue dans le champ de la pesanteur U =-g 2z,
- U = g z représente 1'énergie position par unité de masse du
liquide) .

P v

E=p+T—U

représente I'energie mécanique totale par unité de masse du
fluide et 1'éguation d'Euler devient:

"
ﬁdE+%—=—2th

Cette éguation relie le mouvement d'une masse fluide

(Cindmatique) A 1'échange d'énergie qui en résulte (Energétique).
Le vecteur tourbillon qui figure précisement dans cette relation
fondamentale joue donc un rdle essentiel dans 1'aspect énergetique

de 1'écoulement.
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I-1-7-2-1)-MOUVEMENT PERMANENT THEOREME DE BERNOULLI :

av
Silemmenteetpem\amrt—a-‘—;— = 0

— av —
D'od  grad E + = — 20NV

devient grad E=-20 A V

On constate donc que dans le cas considéré d'un liquide parfait
incompressible en mouvement permanent,l'énergie E d'une particule
du liquide ne peut rester constante dans 1'espace au voisinage
d'un point qu'aux seuls points o le vecteur tourbillon est mul ou
paralléle A la vitesse (OAV =0 ).

Mais 1'énergie peut rester constante méme si 0 n'est pas nul, a
condition d'intégrer 1'équation ( grad E =—2 @A V') le long d'une
ligne o le vecteur Q AV  n'effectue aucun travail.

Ce vecteur WAV est perpendiculaire a la vitesse V. Si donc on
intégre 1'équation le long de la trajectoire d'une molécule ou le
long d'un filet liquide, le travail du vecteur @AV est nul et
1'intégration donne :

te

_ P i =
E——E*'T U = C

On retrouve ainsi le théoreme de Bernoulli
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pDans le cas d'un écoulement constitué par un ensemble de filets
liquides dont les vitesses ne sont généralement pas paralléles la
constante d'intégration change d'un filet a l'autre
pour qu'elle soit la méme pour tous les filets liquides
constituant la masse en &coulement,il faut que @ = 0, c'est- A -
dire que 1'écoulement considéré soit irrotationnel. L'énergie
mécanique est alors constante dans tout 1'écoulement.
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1-2)-HYDRODYNAMIQUE DU LIQUIDE REEL
1-2-1)-BEQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT D'UN LIQUIDE REEL
BPQUATIONS DE NAVIER-STOKES

T sur la
oz 2 face
ABCD
- 1 Ox
A B 13
| 0"1_
| 51 |
sur lo E |
| face | £
ADHE |
iy
1oy Sl b ol
Ty d
Ve
/
H G
0
Y
o3
T
L]
X
e " ——
sur lo face CGHD
1 012

.. Matricé du tenseur des contraintes

Ces équations g'obtiennent en écrivant 1'équilibre du systéme des

forces suivantes :

1/.
2/.
3/.
4/.

Forces exterieures
Pressions normales
Forces d'inerties

Forces de viscosité

lLes trois premiéres catégories de forces ont conduit aux
équations d'EULER _ ¢
b 1

-5'91'3‘1 p=F-17
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11 suffit d'ajouter 3 chacune de ces éguations les composantes sur
1'axe correspondant des forces de viscosité par unité de masse.

Oonsidérons les projections sur 1'axe ox :
1) composantes o, ¢

Sur la face ABCD

01dydz

sur la face EFGH
601
—Iol—a—x— dx) dy dz
Résultante :
ao
“ox Sxdvds

2) composante T, !

Sur la face OGD
tzdxdy
Sur la face ABCD

2

ot
—(Tz +HZ— dz) dx dy

Résultante :
2
= dz dy dz
3)ccmposante1:3:
Sur la face ADHE
1_dx dy



Sur la face BOGF

3

~(r, + 5o dy) dx dz
Résultante :

%% dy ax az

ay

Lesautreacnrmsantessoﬂtpemaﬂimﬂajmaoxetleurs
projection sont mulles sur 1'axe ox .

D'ch la résultante des forces de viscosité projetée sur 1'axe
OoX a pour expression :

301 61:3 8’!2
- _6_x+8y+'35_ d« dy dz ; (A)

les contraintes tangentielles sont
proportionelles aux vitesses de deformation
angulaire . Les déformations angulaires
correspondent donc A des glissements a
1'intérieur de la particule.

(hypothéses de STOKES et NEWION)

Or
t‘l Zpgl
T Z.mg2
Ty A,

Avec
1 ,8w 98V
9, =33y *3z!
2 ) cu Oow
g, Sgilam it
1 ,0v  du
9, =73 {5x +8y)
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Les contraintes normales o seront exprimées comme suit :

Q
|
|
[xo)
=

Q
N
1}
I
b
=

a
3

p
Y

Les contraintes normales o, sont des fonctions lindaires des
vitesses de déformation lindaire,soit,en ne considérant que la
contrainte visqueuse parallele a ox :.

o, = a—g-%—l[%+%;-]

La forme du second terme du second membre résulte de 1'isotropie
du fluide. Cette expression s'ecrit également :

= ou du _,[ov , W] _,0u

o, = a3 *A5y 1|:61r t oz A 3x
o du du av ow

g, = +

1 (a+VN3> -2 ' By 0z

Posons (a + ) = - 21

du av ow | _ : : .
Et = 3y + 83] = 6 (dilatation cubique)



11 vient que —

A du _

0, = 2p—-—ax 1 C)
= - —— —

o, = 2u 3 ;)
A ow

I_03 = -2 3z A0

p et A sont des grandeurs caractéristiques du fluide et dépendent
de 1'état thermodynamique local; on les considere généralement
comme constantes; p est le coefficient de viscogité dynamique du
fluide.

Pour un liquide supposé incompressible 1'équation de contimuité
impose

av A
ox 3y 9z

+
|

=divv =20

[ Bu av ow
gx ay dz

o =—2uﬁ'1- Ces résultats ne sont valables
1 ax
av que pour de faibles vitesses de
9, =~ %3y  aformation .
o ow
| 93 7~ ¥
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Donc en remplagant O,r T,r T, PAC leurs valeurs dans 1'éguation

(A) on aura :

at
3 2

gt
d du d d
ox y Az S e )ty 2ug,) *+(~ 219,)

2
du ) 1| ov du d 1| ow du
= A, *?a['mf[ﬁ *'aﬂ] ‘32 ["”‘T > 'z ]
d°u 3 [Bu ,av 3 [ow , du
S e [ay*ax M3z |ox ‘ez
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o i JPRCIA S i - [au]_u__a [iv_]
P o a2 dx | 9x dy | ox

[ =
8%u 8%u a%u a%u a%v 3w

2 “Vaxax Y oyox T Y azox

[ 5%u 8%u o%u | 3 [ou 3 [av
‘{‘“ 5 e a2 '“3;[“3?]‘"3?[79}‘]

| Ox ay 9z~ |

e 0w ]

vax |7z |

2 2 20 ]
I RT- R EISNE- T -

ax 3y 9z" |

-+
-+

at1 dt3 dtz _ 3%u 3%u a%u
IX 3y oz = 1 z z 2
[3).4 ay 9z

or +

+ représente 1'éguation de continuité

41



du ov L %

==t By ¥ e divv=20
D'ol

gr1 , dra , Btz . 3%u 3%u 3%u

ox ay oz ax2 ayz 822
Or :

2 2 2
du . du - du = Al
ax? ay* az’

datz -,
S et 3y + az]dxdydz— ¥ Au dx dy dz

11 suffit donc d'adjoindre cette valeur a celles figurant au
deuxiéme membre de la premiére éguation d'EULER en remarquant gque

pour conserver 1'homogénéité de 1'éguation , il convient de
ramener cette force A 1'unité de masse du fluide c'est A dire que
son expresion en définitive est:

lbu=vﬁu
P

On obtient ainsi la premi2re des trois égquations suivantes les
deux autres s'en déduisant facilement :

|

L%% =z—%€— + v Aw
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force d'inertie résulant du mouvement

force de viscosité

Si on savait intégrer les éguations de NAVIER-STOKES compte temu
desa conditions aux limites exprimées en fonction du temps, en
particulier en tenant compte des forces de paroi, on pourrait
résoudre analytiquement les problémes d'hydrodynamique

Mais 1'intégration de ces é&guations se heurte a3 des difficultés
inéxtricables dés que les termes relatifs a la viscosité vAV et
les termes relatifs A 1'accélération (y) sont du m@me ordre de
grandeur; or c'est précisément ce qui se produit au voisinage des
parois dans la plupart des écoulements que 1'on rencontre dans la
pratique.

On est donc le plus souvent obligé d'avoir recours a 1'expérience
pour faciliter 1'étude des conditions d'écoulements.
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1-2-2)-CAS PARTICULIER DE SIMPLIFICATION BEQUATIONS
DE NAVIER-STOKES

1) Si v = 0 3 éguation d'EULER des liquides parfaits.

2) Siv =0et 7 =0 » équations de 1'hydrostatique.

3) Si le mouvement est rectiligne et uniforme 7= 0 et AV = 0

% Bquations de 1'hydrostatique et la pression dans toute la masse
liquide varie suivant la loi hydrostatique.

4) Dans un tube de courant de "courbure négligeable”,soit le plan
xoy normal au vecteur vitesse Vet au vecteur acnelératim?.’

En projection sur les axes ox et oy les éguations de NAVIER-STOKES
g'écrivent :

}-—QE:Y—% +])ﬁv
p 9y
Mais par hypothese u = v = 0 et Au = Av =0
1 43P 1 3P
— = et - = = Y
> P Tox x p Oy

Dans la section considerée, c'est A dire dans une direction
normale au vecteur vitesse d'un tube de courant de courbure
négligeable la pression varie selon la loi hydrostatiaque.



5) Si 1'écoulement est A potentiel des vitesses:

—

V = grad ¢
AV =Agrad ¢ = grad Ad =0 (Ad = 0).

Les équations de NAVIER-STOKES se ram®nent alors aux éguations
d'EULER applicables aux liquides parfaits autrement dit la
viscosité n'intervient plus. L'écoulement d'un liquide
visqueux A potentiel des vitesses est donc conservatif comme
il a été démontré pour un liquide parfait cette conclusion est
importante car elle permet d'étudier les écoulements a
potentiel des vitesses d'un liquide réel sans tenir compte de
leur viscosité; en utilisant notamment les méthodes d'étude
des écoulements A potentiel.

45



¥ I INTRODUCTION A LA THEORIFE

DES TURBOMACHINES



I11-1)-GENERALITES

Par machines hydrauliques nous entendons non seulement les
turbomachines utilisées dans les installations hydrauliques mais
d'une manidre générale les turbomachines véhiculant un fluide
quelcongque ou actionnées par lui. Le terme de turbomachine semble
avoir été dévolu par 1'usage exclusivement aux machines
constituées d'un ensemble de conduits, d'aubes,d'augets tournant
autour d'un axe et réagissant sur le fluide en échangeant avec lui
de 1'énergie sans qu'il soit possible pour ces machines de définir
une cylindrée ou un volume débité par tour. Cet échange d'énergie
mécanique entre un moteur ou un récepteur et le fluide est le
phénomene essentiel qui se produit dans la machine et ce sont les
différentes formes de cet échange qui vont différencier les

machines entre elles.

Si nous laissons de c0té les machines volumétriques qui se
caractérisent par leur principe mécanique (vis,palettes,cames,
engrenages, pistons, membranes,etc.),les turbomachines se classent
d'abord en turbines et en pompes selon qu'elles fournissent de
1'énergie mécanique 3 un récepteur ou qu'elles sont alimentées
par un moteur.

Selon la direction des filets fluides les machines seront radiales
ou axiales.Sauf pour les machines axiales,selon le sens de
1'écoulement elles pourront é&tre centrifuges ou centripdtes . Ies
pompes sont centrifuges et les turbines centrip®tes. Dans le cas
des pompes, le type mixte intermédiaire entre 1'écoulement radial
et 1'écoulement axial sera appelé hélico—centrifuge et dans le cas
des turbines ce type sera la turbine Francis.L'analyse plus
détaillée de 1'écoulement dans la roue se fera A 1'aide du
triangle des vitesses.

Parmi les éléments permettant 1'analyse globale de 1'écoulement
dans la roue se trouve le rapport de la variation de la pression
et de 1'énergie du fluide A la traversée de celle—ci . Ce rapport,
appelé degré de réaction,sera une caractéristique importante de la

roue.
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Un autre critere utilisé pour différencier les types de machines
(uniquement. les turbines) est également celui du mode d'injection .
On aura affaire A une turbine A injection totale ou partielle selon
que le débit arrivant A la machine est réparti sur la totalité de
la périphérie de la roue ou au contraire sur une fraction de

celle—ci.

Les trois éléments hydrauliques essentiels d'une turbomachine

hydraulique A injection totale sont tout d'abord la roue (ou
quelquefois le rouet pour les pompes), ensuite du c5té haute
pression la biche spirale (ou volute pour les pompes) dont un
élément important est le distributeur (ou le diffuseur) et enfin le
diffuseur ou aspirateur (biche d'aspiration pour les pompes)(figIIl)

: Pompe

l

Turbine

Volute

Volute

pompe
it

forbine Diftuseur

[Pidee dosprotio

B "“““\ pour  les

pompes |

e

A_lg_im{l_e_u‘r [ Diffuseur pour les pampes)
POTN l

Fig.11.1 Turbine

Ia roue est constitude dans le cas des roues radiales  ou
hélico—centrifuges (type Francis) par deux flasques et une ceinture
et par des aubes. Dans le cas des roues axiales (Fig.II.1l) le terme
d'aubes est remplacé par celui de piles et ces piles sont montées,

fixes ou orientables, sur un moyeu.

Au point de vue mécanique, outre les problémes structurels posés
par les éléments émmérés ci-dessus, il faudra étudier 1'arbre,
ses paliers et sa butée , les servomoteurs de commande et les

vannes d'isolement.



Un autre probléme important sera celui des systémes de réglage et
et de régulation qui devront &tre étudiés compte temu de tous les
éléments en cause: turbomachine elle-méme avec ses caractéritiques
propres et celles de ses auxiliaires et caractéristiques du
gysténe dans lequel elle est insérée.

1I-2)-TRIANGLE DE VITESSES

Si 1'on considdre un point matériel du fluide a 1'intérieur de la

roue et si on note sa vitesse absolue V, sa vitesse relative par

rapport & la roue W et sa vitesse d'entrainement U (U = wr,r étant

ga distance a 1'axe et © la vitesse de rotation de la roue) , on

peut écrire 1'équation vectorielle :

W -U+W

et représenter cette égalité par un triangle, appelé triangle des
vitesses (Fig.II.2).les triangles des vitesses A l'entrée et 2 la
cortie de la roue présentent un intérét particulier dans la théorie
des turbomachines : 1'indice 1 est attribué aux grandeurs d'entrée,
1'indice 2 aux grandeurs de sortie.

U=wr.

Fig.I1.2

On appelle en outre o'et B'les angles A la base de ce triangle

S R A
g' = (U, W)

IapmjectiondeVaurUeﬁtmtééveet la hauteur du triangle
est appelée v (ou wm).

Ies triangles des vitesses seront représentés sur un plan
perpendiculaire & 1'axe de la machine pour les roues radiales et
sur un cylindre développé de méme axe gque la machine pour les
roues axiales (Fig.II.2) . Des syst2mes de représentation conforme
plus compliquée, sont utilisées pour les roues hélico—centrifuges

ou Francis.
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II-3)-PUISSANCE ET HAUTEUR DANS LA ROUE D'UNE TURBOMACHINE

Si 1'on connait les triangles des vitesses A l'entrée et A la
sortie de la roue (ou au moins Ul, Uz' V91' Vez) on peut calculer
la puissance échangée entre le fluide et la roue de la machine et
la variation de charge de 1'écoulement A la traversée de la roue en
appliquant le théor2me d'Euler au fluide conteru a 1'intérieur
d'une surface de contrSle incluant la rouve et que 1'écoulement
traverse en deux sections de contrdle (par exemple deux cylindres
pour une roue radiale et deux plans pour une roue axiale). Cette
théorie de base est d'ailleurs effectivement due a EULER .

En 1754 en effet, dans une "Théorie plus complete des machines qui
sont mises en mouvement par la réaction de 1'eau"”, EULER a mis en
oeuvre 1'égalité entre le couple et la variation du moment
cinétique du fluide a travers l'ensemble mobile et en a déduit la
nécessité d'aubages courbés pour augmenter la déviation de 1'écou-
lement et par conséquent la variation de son moment cinétique.

Appliquons le théordme d'Euler au fluide intérieur A notre surface
de contr6le et prenons le moment par rapport a 1'axe des
différentes forces, si nous appellons C le moment résultant des
efforts exercés par 1'eau sur les différents éléments de la roue,

c'egt-a—dire le couple sur 1'arbre, nous avons :
C=rQ [r1vea e Vez]

d(pu)

en suppoasnt que les vecteurs a 1'intérieur de la roue ont

une résultante nulle en moyenne.

Si nous multiplions les deux membres de 1'éguation précédente par
la vitesse de rotation w, nous obtenons :

P=Co=pQ [(11\191 SEUSRVES
expression de la puissnace échangée entre la roue et le fluide qui
la traverse. On peut en déduire facilement la variation de charge
du fluide entre les deux sections de contrSle puisque la puissance
peut s'écrire :

P=pgQH=pQ [Uivﬁl "Uzvez]
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d'oi :
UVe1~ Y20,

g

1,2

Cette définition de la hauteur correspond A ce que nous
appellerons la hauteur interne.

Remarquons que ces expressions peuvent s'établir A partir du
théoréme de BERNOULLI en mouvement relatif que nous pouvons
utiliser entre 1'entrée et la sortie d'un canal de roue :

P Hz = VZ te

+ + z2z=0C
pg 2g

En effet si nous considérons le triangle des vitesses, nous
pouvons écrire :

W =02+ V% - 2 UV cosx
o

w-uvl=v-2u A
et en remplagant dans 1'éguation ci-dessus :

P v? w

Pg 2g g

les trois premiers termes représentant la charge de 1'écoulement
nous retrouvons donc :

l}1‘)'61" Uzvm

9

1,2

E=p S [Ulvei =403 Vez]

Les deux raisonnements précédents montrent bien comment la
variation de charge 3 la traversée de la roue ainsi que la
puissance échangée avec la rouve ne dépendent que des triangles des
vitesses a 1'entrée et A la sortie et pas de la fagon dont les
variations angulaires sont obtenues c'est-A-dire du tracé des
aubes. Inversement d'ailleurs ces raisonnements ne permettront pas
la détermination complate de ce tracé.
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1I1-4)-HAUTEURS, PERTES , RENDEMENTS

Une machine hydraulique est toujours installée entre deux points

d'un circuit a des charges différentes , la différence entre ces

charges est la hauteur géométrigque totale Ho . La différence de

charge aux bornes de la machine Hn, différente de la hauteur

géométrique totale A cause des pertes de charge AH dans les

différents ouvrages et conduites d'amenée et d'évacuation s'appelle
hauteur nette ou chutte nette pour les turbines et hauteur

d'élévation totale ou hauteur manométrique totale pour les pompes.

On a pour les turbines :

et pour les pompes :

On peut introduire la notion de hauteur interne H1 hauteur
obtenue par la fornule d'Euler ol 1'on introduirait les vitesses
réelles mesurées.Ces vitesses réelles pouvant 8tre mesurées soit
directement,soit plus facilement de fagon indirecte & partir de
la hauteur interne déduite de la puissance de la machine corrigée
des pertes mécaniques définies plus loin. Les écarts angulaires
obtenus par comparaison entre les angles de roue du projet et les
vitesses réelles déterminées par 1'analyse de la hauteur
permettent d'ailleurs d'améliorer la connaissance des méthodes de
tracés de roue.

I]1 existe encore des pertes mécaniques a prendre en compte
soit des pertes d'origine hydraulique : pertes par frottement de
disques dues au frottement des flasques ou des ceintures de roues
ou des disques d'équilibrage, pertes volumétriques dues aux fuites
de la haute A la basse pression A travers les Jjeux entre les
parties fixes de la machine et la roue ; soit encore des pertes
d'origine purement mécanique : pertes dans les paliers et la ou
les butées.
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Nous pouvons maintenant définir trois rendements partiels pour
toute machine hydraulique en appelant Qule débit utile passant dans
la roue et AP les pertes mécaniques.

En turbine En pompe
Hi H
Rendement hydraul ique —_— it
H H
n n
Q H -AP QH
Rendement mécanique = b
Q Q H +AP
u | u |
Q. Q
Rendement volumétrique — —
Q Q
u

le produit de ces trois rendements étant égal au rendement global
de la machine.

les pertes hydrauliques sont de deux sortes: pertes par frottement
et "pertes par choc" . Les pertes par frottement comprennent les
pertes par frottement proprement dites, les pertes dues aux
variations de section, aux singularités diverses et sont groupées
dans un seul terme proportionnel au carré de débit et sont
représentées sur la figure 11.3 par la parabole 1.IL est difficile
d'éxprimer les pertes par frottement a partir d'une analyse
théorique de la machine étant donnée la grande variété de rayons
hydrauliques, d'états de surface et de singularités que le fluide
rencontre sur son parcours. Aucun conduit n'est d'ailleurs assez
long pour que les formules globales de pertes de charge en
conduite soient applicables.les "pertes par choc" proviennent du
fait qu'en dehors du point de fonctionnement pour lequel les
aubages ont été tracées, les angles des vitesses absolues ne sont
pas adaptés a 1'aubage. ILe terme de "pertes par choc™ ne
représente d'ailleurs pas bien le phénom®ne, il s'agit plutdt de
pertes par élargissement brusque apres le décollement provogqué par
le défaut d'ajustement angulaire comme le montre la figure.II.4 .
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Ces"pertes par choc™ s'éxpriment d'ailleurs par une formile du
type de celle des pertes par élargissement brusque,elles sont en
effet proprotinnelles 3 (AVy)® ou (AV )? (fig.II.5), c'est-a-dire
a (AQ)? , elles sont représentées par la parabole 2 de la figure
(IT.3). Les pertes hydrauliques sont alors représentées par la
parabole 3, tangente & la parabole 1 au débit correspondant A
1'entrée sans choc ou point d'adaptation.

H

DPerts

hyd-ouliques
| \Partas par
frotiament

1
1 @ Pertes por choz
'
l 0

Entrde 30ns choe
(point d*odoptotion)

Fig.I11.3
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1I-5)-COURBES CARACTERISTIQUES

Remarques préliminaires sur 1'équation d'Euler :
La hauteur interne s'exprime par la relation :

oo U.V1~ Y2V
L=
g
ou encore en utilisant :
W SlDf vt = —2gy

2]

2 2 . 2 2
Y (VI-V2) + (U7-07) + (wf—w:)
i

29
ces deux formes de la hauteur interne nous permettent de voir que,
pour augmenter le Hi d'une turbine par exemple, il fauwdra que la
vitesse absolue de sortie de 1'aubage soit aussi faible que
possible et en tous cas radiale (diminuer Va et Vez). que la
section de sortie soit aussi prés que possible de 1'axe ( diminuer
02) c'est-a-dire que 1'écoulement dans la roue soit centripete et
que les conduits de roue soient convergents ( W2> Wi) .Dans le cas
de la pompe la hauteur interne s'écrira :
U.Y%2" Y1V,

g

(V2v?) + (U2-0%) + (WW)
2 1 2 1 2 1

H =
29

Cette fois il faudra autant que possible, pour augmenter Hl
dimimier la vitesse d'entrée (en fait Vetpeut étre considéré come
négligeable 3 moins d'avoir une prérotation importante),
1'écoulement dans la roue devra @&tre centrifuge et les canaux
divergents. On voit qu'il s'agit des mémes conditions que pour une
turbine si on se souvient que 1'écoulement est inversé par rapport
A la marche en turbine.
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Ces équations de base montrent qu'il est A priori possible de
réaliser une hauteur Hldcmnée avec des combinaisons extrémement
diverses des vitesses Vi. Ve Ul. UZ’ Wa. W, et par conséguent
avec , entre autres , des degrés de réaction a priori non
déterminés. Les limites de cavitation fournissent des relations
supplémentaires qui jouent un rfle essentiel. Des considérations
économiques (dimensions , vitesses de rotation) permettent
d'achever la détermination des paramdtres de tracé.

L'ensemble de ces considérations conduit :

- A des machines axiales pour les Hl relativement peu élevées
(grandes vitesses spécifiques). La difficulté est alors de
concilier les vitesses élevées (souci d'économie) avec les
rendements élevés et avec 1'absence de la cavitation.

- A des machines du type mixte (Francis, hélico—centrifuge)
puis du type radial aufurt=.-tal'tesrurequn&:l-‘li augmente.

II-5-1)-REGIMES DE FONCTIONNEMENT

Les aubes de la roue ainsi que les directrices du distributeur
(turbine) ou les aubes du diffuseur (pompe) seront tracées pourun
certain régime de fonctionnement et on cherchera a réduire
1'importance des différentes pertes pour ce régime de
fonctionnement optimmm. En fait les machines ne peuvent pas &tre
toujours maintenues A ce régime. En effet les vitesses de rotation
resteront le plus souvent constantes mais soit les chutes ou les
hauteurs de refoulement ou les débits ou les puissances appelées
varieront et les machines devront &tre capables de fonctionner en
dehors du point optimm . Indépendamment de cet aspect purement
mécanique,l'exploitant devra &tre en mesure de chiffrer
1'incidence économique de ces fonctionnements 3 des rendements
inférieurs aux rendements nominaux,soit pour orienter le choix
d'une machine,soit pour une machine donnée pour élaborer les
régles d'exploitation les plus économiques. C'est pourquoi il
convient d'étudier la variation des pertes pour différents régimes
et de représentersur des graphiques le fonctionnement des machines
dans ces conditions ,ce sont des diagrammes que 1l'on appelle
courbes caractéristiques.
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Nous ne présentons ci-dessous que les notions élémentaires
relatives & ces courbes caractéristiques en nous limitant au
domaine des hauteurs et des débits positifs pour un sens de
rotation donné. Dans un grand nombre de cas pratiques il sera
cependant nécessaire de connaitre les courbes caractéristiques
dans des domaines de hauteurs ou de débits inversés,
éventuel lement méme pour des vitesses de rotations inversées. Ces
courbes caractéristiques nécessaires a 1'étude de tous les
transitoires intervenant dans le dimensionnement du projet
pourront é&tre obtemues sur modele réduit.

I1-5-2)~COURBES CARACTERISTIQUES DES POMPES

Cherchons a évaluer la hauteur théorique d'Euler pour une pompe
donnée par exemple en fonction de sa vitesse de rotation v et de

son débit Q.
_ Uzvezi Utvﬂt
H =
i 9

si nous n'avons pas de prérotation appréciable a 1'entrée, nous
pouvons considérer V'91 comme mil et la hauteur théorique de la
pompe se réduit a :

La composante VBz de la vitesse absolue A la sortie de la pampe
peut s'évaluer facilement en fonction de la vitesse Uz' de la
composante sz dont nous savons qu'elle est proportionnelle au
débit 9 (V. -—2_ gi S_, est la section de la rove) et de 1'angle

m2 Sr2
de sortie des aubes mobiles Bz qui est donnée constructive :

L]

Vo, =0, -V, cota B,

d'ol
U, - Vb,
H =
i g
o encore
HI m2
g=— =1~ cotg B,
U 1]
2 2
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expression qui permet d'évaluer Hl en fonction de la vitesse de
rotation v de la pompe et de son débit Q puisque les vitesses U2
et sz sont respectivement proportionnelles A ces deux variables .
Remarquons d'ailleurs qu'a vitegse constante (ce qui est le cas
général) la hauteur Hi est une fonction lindaire du débit,
1'angle de la droite représentative avec 1'axe des ordonndes étant
égal a 82 avec un choix convenable des échelles des deux axes:

si ces échelles sont rapportées A la vitesse U2, la droite
représentative est de plus indépendante de la vitesse de rotation
de la pompe (Fig.11.6) tous les points éxpérimentaux pourront étre
reportés sur le méme diagramme. Nous remarquons également sur ce
diagrarme que la hauteur théorique engendrée 3 débit nul est Uz/g
et que pour le débit correspondant a Vi l]z.tg ‘82 cette hauteur
s'annule, remarquons que ce débit correspond dégalement A Vez—ﬂ,
c'est-a-dire & une vitesse de sortie purement radiale. Nous
pouvons également prendre d'autres échelles sur les axes H et Q de
fagcon 3 ce que les termes de la fonction caractéristique soient
homogenes a des vitesses :

gHI
— = u_ cot
u 2 g 82
) M,
| A
e e
1T (02
e \' P [, S\
l L Al b
Py oy .
bR e\ (e S (2 | Mme s
anhe =i \\ \ Vi, :
Hendarent tutol - T A\ ” > \F\ « :
7/ e \ LY \ ! \1'\« s 190,
RS A\ n.l.., A = "\
TrAoptating - — . N
flaied de rendemant hydiau'igus mneimum :' r“ \|
Fig.I1.6 Filg.11.7

Dans ce diagramme, le point de fonctionnement de la roue M est le
sommet du triangle des vitesses dont la base est sur 1'axe des
ordonnées. Cette représentation met particulidrement en valeur la
déformation du triangle des vitesses de sortie entre les deux
points de fonctionnement extrémes : débit nul et hauteur nulle
(Fig.TT.7).
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S1 nous voulons maintenant obtenir la hauteur nette de la pompe,
il nous suffit de déduire de 1la hauteur théorique les pertes
hydraul iques définies par la (fig.11.3) et nous obtenons
finalement les courbes caractéristiques de la (fig.171.8) qui
définit entre la hauteur théorique, la hauteur nette et les pertes
hydrauliques, le rendement hydraulique et le point de rendement

hydraul ique maximm ainsi que le rendement. total.

Pertes b ]
Rendement ertes hydrouliques

hydrauligue

Rendement lotal

% Y Point d'odoptation

Point de rendement hydrouligue maoximum

FIG.I1.8B

Une remarque importante doit étre faite sur le fonctionnement des
pompes dont la caractéristique est montante du voisinage des
petits débits. En effet il n'est pas possible de faire fonctionner
en paralleles de telles pompes au voisinage de cette zone de
faible débit, une des machines prenant tout le débit au détriment
des autres. Ce phénom®ne est appelé "pompage™ entre les machines.
Par ailleurs, ces courbes caractéristiques établies hors
cavitation, pourront &tre treés brutalement modifiées par ce
phénomdne surtout dans le cas des pompes ot pour des conditions
d'agpiration donées 1'apparition de la cavitation A 1'oeillard de
la pompe bloque le débit qui ne peut augmenter méme si la  hauteur
manométrique requise est dimimée, d'ol une caractéristque treés
tombante dés 1'apparition de la cavitation.

I11-5-3)-C0URBES CARACTERISTIQUES DES TURBINES

Deux éléments vont venir compliquer 1'établissement des courbes
caractéristiques des turbines. D'abord dans le cas des pompes nous
avions pu considérer que la vitesse absolue d'entrée était radiale
et par conséquent n'étudier la hauteur théorique qu'en fonction

des angles de sortie seulement :
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Dans le cas de la turbine la bhauteur utile sera fonction des
éléments d'entrée et de sortie. D'autres part, alors que 1'aubage
fixe des pompes (appelé diffuseur) reste de géométrie constante
sauf pour quelques cas exceptionnels, 1'aubage fixe des turbines
(appelé distributeur) est presque toujours de géométrie variable,
de sorte qu'il existera une variable supplémentaire (ouverture du
distributeur) dans le cas des turbines.

Examinons tout d'abord le cas d'une turbine fonctionnant A
distributeur bloqué. Sa hauteur utile sera exprimée par :

ov, -o0vV
H - 1 61 2 02

i g

et nous avons les relations géométriques :

v81 ) Vln‘l fotg %
ng = lJ2 - sz cotg ﬁz

d'ou :

2
= n + U o
g = UV cotga -U +UV cotgf,

le rayons d'entrée et de sortie r, et X et les sections d'entrée

et de sortie S : et Sr? étant des caractéristiques de la géométrie
r A

globale de la roue nous les bloquons dans un seul coefficient Kk,

et finalement :

gt 0
> = -] + U S [mtg Bz + k cotg cc‘l]
UZ 2 r2

ce qui nous donne encore une droite représentative das hauteurs

utiles dans un diagramme Q,H (fig.11.9)
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Rendamant
hydraulique

Pertes por
froftement
o ] Pertes por
! choe
|

— 0

‘%n!r.’l sont chec

g e

Fig.IT.9

Pour passer aux hauteurs nettes et au  rendement hydraulique il
fandra cette fois ajouter les pertes hydranliques au lien de les
retrancher comme dans le paragraphe précédent. Cette remarque nous
permet d'ailleurs de faire une premidre comparaison entre leg
pompes et les turbines en considérrant une m@me machine dans les
deux cas de fonctionnement, par exemple, une turbine qui pour un
débit Q présente une entrée sans choc et une sortie radiale,
fonctionnant en pompe 34 la méme vitesse et au méme débit aura les
mémes triangles de vitesses et sa hauteur théorique sera la méme
que la hauteur utile en turbine et ces deux fonctionnements seront
représentés par le point M de la (fig.11.10) Tes points
représentatifs des hauteurs nettes seront par contre tres
différents ainsi que les sens de variation de cette hauteur nette
de part et d'autre du débit considéré, cette différence é&tant
d'ailleurs accentuée par les décalages dils au débit de fuite et
aux pertes mécaniques de sens différent en turbine ot en pompe .

H nette turbing
&
=)
+1
manomelrigue
I totale
|
/0
k"! 5”)
=1
Fig.11.10
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Si maintenant nous considérons le cas d'une turbine dont le
distributeur n'est plus bloq¥, pour chaque position de ce
distributeur nous avons une droite de hauteur utile et une
parabole de hauteur nette, le lieu des points correspondants 2
]'entrée sans choc étant indiqué en pointillé sur la (fig.IT1.11).
Remarquons que chaque point des courbes de hauteur nettes
(c'est-a—dire chagque point du plan Q, H) peut &tre coté en
rendement, en ouverture de distributeur, en puissance de sorte que
sur ce diagramme Q,H on peut tracer des courbes équirendement,
équipuissance, etc. les courbes é&mirendement étant d'ailleurs
appelées collines de rendement.

H

(nt-1)

<ls.

I
1
|
I
I
1
I
[l
f
I
|
X

Fig.I11.11

62



Y [ 07 13 ANALYSFE FHYSIQUFE FET MATHEMATIQUE

DE L "ECOULEMENT MERIDIONAL

63



[

Ferivons 1'équation de NAVIFR - STOKES pour un  fluide réel
compresgible A viscosité dynamique constante .

R — —_ — —

v _av, 1g 2 . 1 2
a-E—at*ZVV + VVAV = pV(U*P)*DVV
ou encore

1 — — —3 ? -23;’ v-'-! g =
B—gradP—F—vﬁVﬂ—agz—[ﬁ4grad7+2QAV]
Prmettons quelques hypothéses simplificatrices:

=l dp _

- hypoth®se 1 :notre écoulement est permanent -->—5-t——(},-§%——0.

- hypotheése 2 :notre écoulement est sgans cavitation ( sans
couche limite),il n'y a pas de décollement des particules fluides
de la paroi; nous suposerons donc la paroi comme étant une ligne

de courant.

Ce qui laisse dire que notre écoulement se fait sans frottements,

donc les forces de frottements sont nmulles ou négligeables et ©-=0

d'otr le fluide est parfait.Or généralement le mouvement d'un fluide
parfait est irrotationel et représenté donc par un écoulement 2

potentiel des vitesses, d'oil le vecteur tourbillon -0 et donc

—_
rot v = 0.
Notre équation g'écrira donc :

1 — —3 av " vt
e grad P - F = N graduj—

les forces de volumes ?préﬁcntées ici sont celles qui dérivent

d'un potentiel gravitationel U = -gz et d'un potentiel inertiel

U=-0r’/2. 0r en général pour les écoulements dans les

turbomachines , les forces qui dérivent d'un potentiel de

pesanteur sont négligeables =)

64



L A= =

@’
p dt

(1)

IL'équation (1) sera 1'équation de départ pour 1'étude de notre
écounlement .

Soit:W : la vitesse relative de 1'écoulement
V : la vitesase absolue de 1'écoulement

Pour simplifier notre calcul, plagcons nous dans un repére
cylindrique r,6,z .

Soit la figure (ITI.1)

s {sin .-IE‘

7 {cos elu,

|
|
|
|
|
|
|G
L}
1
|
|
|
|

/ {cos w}ﬂy -

Fig.111.1

f(t,p)
= f(t,p)
f(t)

avec

9 QF"':I
I

=l

. vecteur unitaire suivant la direction x
Gr : vecteur unitaire suivant la direction r
68 : vecteur unitaire suivant la direction 0
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D'ou selon la

figare (I11.1)

(2)

|

?r’ - (cosq;)"a: v (sine)Fy’
w, - -(sinp) U + (cosp) u’
uB i x Y

Dérivons les équations données en (2) par rapport A t

g

dt

dt

d —3 d l: . —;:I
d—tlitcogap) u :l bt (sing) uy
-4 | (sinp) W + o | (cosp) )
== sing) u 7 cosyp u

r _ Jd(cosp) dtp—l-l—b - . d(sing) dp — | ____]_y .
at ap  dt Y ' % gk ap dt Yy 'a '™
My _ 5(-sinp) dp—> | . <E 2 oone) 0 i
at  ap at ™ Ft Y, T de

o du du B, .
—m_—x = -HEI =0 ( ux et uy ne sont pas fonction de t )
[ du
LEE e e e fire
o dt S e R &
—_—
Mo ode L dp
e R e ) Y A Y,
— ey
r}ur - s e — | dp
Y at sing u_ + cosp u | 3¢
B —-
..:]ll.i_— - r!f)qu_li + qjm_li ﬂ
| dt anih y | dt
— —_ e —
Or ur = ©osp ux¥ s1ng uy
Ty = ~sinp Wt cospu) (4 2Prés 2)
y
Et dp vr d
Vo ittt :3%
r Vr'—-—i
i at r o
2 (3)
E;E; 2. Yol
dt r o
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De plus Vs'écrit

— — —_— —
= + +
A Vrur V’E’,utg Vzuz
_— —
u, u, u
r o z

Les expressions en (3) nous permettent d'écrire:

—=
dv d d —
—aE- d'_ (V u >+—(]—t'tve 19 F (V ll )
— dv du dV a;e dv du
ﬂ: T? + v L — _} + z_;* + V %
dt at r = rdc at Ye' at ;P
Or
du v
e ) v
"7 Y% d'aprés (3)
—3
W e d'aprés (3)
— = u
dat r r
du K
dfz =0 u_ ne dépendant pas du temps
d'olr en remplacant ces termes par leurs valeurs
1'équation on aura :
ﬂ—ﬁ‘"? + v Yo, o + t—vi W +—d—dv"‘?
dt [ t h r r dt r 6 r \ i z
2
g e el 1vv+dv9 b
dat ~ | at r r aE | Y "aE %
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D'olx:

T Y Yol ray e Tl Voo

5 I I r r |Td@& e T d |Y a& %
— 2 —

QY‘__T{__VE;*+ 1 (dry, +,—dve)1_’4 2 a

at | dc T | Uil dt e dt o "at Y.

r

2
L-‘-v-—— i-‘-v—r —_ ve u . {4)
gt | d 2

Exprimons le gradient de pression dans le repére (r,p,z) :

VP = 6P—1> +% —T+ 6 u

ar r }W
De plus?a) =F; quand p et 8 réfarent au méme point.

gt dhl ﬂmgg‘-

dp 00 1

On peut donc écrire que :

o}
o

— aP — _(_3__

5 1
YR St U s (5)

Q
=
N

Ayant déja noté les vitesses relatives par W et les vitesses
absolues par V , on pourra écrire que :

= - = = +
Wr Vr, Wz Vz F»tl\i"8 WQ t.n-l

V absolue = V relative 4+ V entrainement

Reprenons les équations :

1 P
IR veis
(4) v dv“—vg—u'ﬂld—(rv’l v,
dt | dt r r r 18
_8P—> .1 8P—, P—»
R A T e U
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On aura :

2
l—a—p—?)4vl-iap_*+ia_p?)—_ dvr_ﬁ o+
p Or & prr')(-}uﬂpazr dt r r
il d{rVG)T;) ' dvz_)
r dt o dt .
d'oir
M (W or)?
1 ,_QET) +i-1_£_*+ia_’ﬁ_‘— r__98 w4
p or' s "p Tr 90 % paz": dt r r
A+ wr’) W
A S e iy
r dt 2] dt z
En identifiant 1'équation membre A membre on aura :
2
ﬂ’_u) e (6a)
dt r ~ p Jr
A+ or’)
iy s e I B TR
r dt  p r A0
daw
2 bk (6c)
dt R oz

Si q est la distance le long d'ume trajectoire quelconque, la
derivée de la pression le long de cette courbe (ou direction) sera:

dp _op dr 8P d6 , 3P dz
dg Or dq 080 dq Jz dq

d'oll remplagons les termes de cette é&quation par celles trouvées en
(6). On aura :

2 2
1 dp _ (Mr_(we* wr) dr | d(ﬂ\‘o’r wr”) d dﬂz dz. .
p dq dt r dq dt dq dt dq |’
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L'é&mation (7) représente le gradient de pression dans
direction q. Il faut A ce moment 13 trouver une relation entre
gradient de vitesse et le gradient de pression.Ceci pourra
faire aisément en supposant I 'écoulement ISENTROPIQUE.

Fcrivons 1'équation ponctuelle d'énergie pour 1'écoulement
appliquons la pour notre cas particulier

dgai _dp T°d5*
Pt "at “P'T &

on s” represente 1'entropie du fluide.

*
Or 1'écoulement est supposé isentropique — —3—?— =0

ap
dt

~

dH
> P33 -

s pdH=dpP

P gl @
)

Maintenant multiplions 1'é&quation (6a) par W -—g%
r -

2
[_d‘ir o cug) ] dr _ _1 P dr

dt =~ p adr dt

¥
z
-
£
"
"N

r dr (3} dr 1 orP dr

dt dt r dt p or dt

(ﬁbwzlr-d[trw)»(ur")]v LRdpil e =

dt
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o0 ade e ORI e s N L o
7l R dt dt pr 90 dt
do _

or 3t

3 6 tr +2mdr SR l:}Gr

T dt a dt pr 96 dt

2 E (W +2u3)i.d£+ me —_I.L__Q.I_)__.(.l_e_r

' r 3  Tat pr 90 dt

cor o d AU

' dt dt

do
Or wo—rar r
W
0 dr __1 o do
3 ——;_—l:tw6+2wr)——+r?r—j|— 5 a0 ot
W
(2] 1 op do
> — (mr!2wr)—d—+r—d—:| == sl
=3 hrwe dr + wer(ma :—La_pﬁ
r dt r dt p 006 dt
- M_radr;ﬁ’;r%:_LiP_dG
r dt r dt p 96 dt
2 _dr 6 1 op d6 .
> 3(0["-3—6“ +w6-éE-—~—-Fmﬁt—' (6b')
Reprenons 1'équation (6a) multipliée par Wr

M oa %' a1 oop ar

dt  dt r dt  p dr dt

dr _

3 =

2 2.2

Lo A T

dt r r dt (0] r dt
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2

= Mrw w;+mﬂwr+wr dr :—1__.@2_(.1}.._
dt r r r r dt p Or dt

o f‘irw » mzrf 2ur wr+m2r2 dr __ 1 9P dr
dt r r r r dt p Jdr dt
aw

r 2 2 2 dr __ 1 6P dr
e Ny aniler tu g e d

aw
r 2 dr __ 1 9P dr '
< 7 T AU S e e e, o (LY
aw
' : = R
Lé’quatloniﬁc) --a_E"‘ P 9z

aw
_dz i z __1 opP dz
(6c) X (Wz daf_.’* .—at—wz S

D'oll on a :
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dw

- r dr 1 Jp dr

oy W lerw o E
dw

. 2 dr 6 _ 1 ap a0
(B ) Re Wt 5 o0 O

- z _1 oP dz
(6 =) A e o 9z at

Additionons ces trois &uations membre A membre on aura :

long d'"une ligne de courant :

__aijfw w_m6+__mzw_w2rdr 1£££_i_§£)__q.iql_ opP dz
dt "+ 6 dt dt dt p or dt p 90 4 p 0z dt
W=W. U +W u +W u
6 8 z z r r
daw dw aw 2
r 0 z 1 aw o 2
> at Wr4 WG at + dt Wr --7 d— [car vdv ?dtv )1
[ P dr , 9P do 8P dz
p or dt 96 dat ' 9z dt
, Ll oodr 1 dp
) 2 dt dt  p dt
2 2
ou = _Ldi:bizd(r)_igg
2 dt dt p d
' écoulement. étant supposé 1sentropique = d—g = dH
1 @ _ 2dr”) 1 du
2 dt dt at
En intégrant cette derniére a 1'entrée (de la turbomachine) et le

2, 2
= (r

v W

2

r
i

) - 2(h —hi)

(9)
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Sachant que la vitesse absolue méridionale V est égale A la
m

vitesse relative W et que la vitesse absolue VB- wn + Or
m

Sachant aussi que:

vZ = v2 4 y2 3 V=V =v: & avec  V° =V2 4R
m 2] m 7] m r z
et
W= W o+ W W =W - W ;avec W -W +W
m 6 m (] m r z
or V -W > Vi-w av- v - w-wW
m m m m (3] 6
~ 3 e g L 2.2
Or HG Vﬂ Wwr = w; VB zvﬂ Wwr + wr

w—w"—wgtve~2v9mr+m¥~3

3 V—VB:HfV6+2Vemr—mr

e Ve - W 2VB or - w'r’
Posons A = Ver (A : prérotation)
EN

VA - w’r?

D'ol il vient qu'A 1'entrée :

V] Wf + 200 - mzrf
hish, S bt 2

Par suite en remplacgant hipar son expression donnée ci-dessus en

(9) on aura : : > ;

h:h_ml-}u

: 5 ;(10)
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ayant assumé 1'écoulement ISFNTROPIQUE on a :

i dx
= — _wm

Zonle

%dq oy W

dq

dw

_NE

En substituant cette derniére dangs 1'équation (7) on a :

2
w1 T oo, o' 1w MO ar
dg W dq W dq W W dt ™ dq

(11)
2

Ld(rwe+mr) 30 L1 W dz

7] dt dq W dt dg
Notons que :

Wm = W cos(B) ; [Fig T11.2]

da _da dm "

dt dm dt r_
Sachant aussi que :

W = W sin(a)

r m
Et ; [Fig T11.2]1

W = W cos(a)
z m

On aura finalement :

dw ) 2 aw
= = W’cos :_B’ cosla)  , y sinla) cos(p) -
aw w2 2 - (6.4
z _ _ Wcos (B) sin(a) m
e - = + W cos{a) cos(B) . = i
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p At Al or’) C A
w—' T - e = r cos(p) ., W sin(a) cos(B) sin(f) (13)
+ 2rw gin(a) cos(p)
En substituant les é&quations (12) et (13) dans 1'équation (11) et
gachant que :
Vg = WH + wr
We = W sin(p)
On obtient 1'équation suivante :
dhl
CRE R S R O T
Avec :
s e
a = W cos {B}reos (o) v inil I sin(a) m(ﬁ)ﬂm— - 2w sin(p)
re r dm
- chosa(ﬁl sin(a) AW
b= - == + cosla) cos(ﬁ)m—
5 (15)
¢ = W sinla) cos(B) sin(B) + r cos(p) [H&?\— v 20 Bin(u)]

L'analyse de 1'écoulement méridional sera concerné par la projection
de la direction q sur ce plan .Cette projection nous donnera
les lignes Quasi-orthogonales.Soit s la distance le long de cette

projection méridionale de la direction q .Nous aurons alors:

T

dh
1 dx

.
o -

dq dr+bdz do , 1
ds

dw _
aq -2 Js ds ‘¢ ds W
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Si 8 représente la normale 3 la ligne de courant méridionale,alors

8 = net on a:

dr _dr _
'a;; —d—n = C'OB‘(!}
dz _dz _ :
*a-; —d-n— - gin(a)
] : dr dz . . o
es quantités S et = dans 1'équation (16) sont définies par

les équations paramétriques pour une courbe arbitraire dans le

plan méridional :

r = ri(s)

z = z(s)

Ia quantité —g—g—m rapporte a la variation de la direction q en

fonction de 8 . Si maintenant q évolue sur une surface "flasque

avant - flasque arridre”, définie par:

0 =06(r,z)
Alors
d 80 dr . a0 dz |
ds Oor ds @ 9z ds $(17)

En combinant les équations (15) et (17), 1'éguation (16) pourra

étre réecrite sous la forme suivante:

dh
W _ . dr _dz dr , dz e W O |
o Cam ettt *[ A “’?1;] w |18

ol :
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[ 2 e
A- ""3‘“’1'_2’05 B - BB gin sin(p) contp) 2
: 2
p- maaial coss GIER. i tay min(p) cos(g) 20
r oz
(19) .

dw dwe 30

C= sin(a) m(B}—&nwi— 20 sin(B) + r cos(p) 5 +20 sin(a) s
o dw(:l 00

D= cos(a) coslﬁ)—dE"—+ r cos(B) 7, i 2w sin(a) 55

L'équation (18) donne le gradient de vitesse le long d'une ligne
fuasi-orthogonale  (arbitrairement choisie) dans le plan
méridional.

Elle est écrite de fagon A& convenir pour une approche mmérique de

la solution.

dh
dql représente ici la fonction de 1'enthalpie totale 2

I'entrée, en fonction de la distance, le long de la ligne
quasi-orthogonale en un point quelconque considérs.

Dans cette analyse les lignes quasi-orthogonales ont été choisies
comme des droites joignant le flasque arridre au flasque avant. A
1'entrée et sortie de la turbomachine, elles ont é&té assimilées

respectivement aux bords d'attaque et de fuite.

En plus de 1'équation (18) qui représente L'FQUILIBRE DES

' FORCES, une autre équation se doit d'étre écrite et satisfaite;
c'est celle de la CONTINUITE. Ceci pourra se faire en égalisant le
débit massique A travers chaque ligne A celui spécifié par la

machine.
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Pour cela la dengité ou masse volumique doit &tre connue. Si  la
vitesse est connue, la densité ou masse volumique peut 8&tre

calculée come il suit grice aux é&quations (20) jusqu'a (22)

Soit 1'é&gquation (10)

= Zue . o2
h = hil =W 2K "
2
En assumant CP:C"“' on a:
T _ hi__l_ Wo o+ 200 - 0or’ - (20)
T' h' i 28T !
i P i
et pour W =10
R ) St S D
T 2c, T ’

Pour des conditions isentropiques on a

1
e ()T
TI
i
Ce qui nous donne la densité statique en n'importe quel point ol
la vitesse est conmwe si les conditions totales a 1'entrée sont

spécifides.

Pour tenir compte des pertes, il est nécessaire d'apporter une
correction au calcul de densité précédent. Une manidre de le
faire, est d'assumer une perte en presgsion totale relative Ap”,
qui. représente une mesure des pertes en efficacité.

On a alors:

- (L ()7
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- T T‘“_] pisen = ﬁp
p —5 R
1 1 Ap™
—f -1 = _ T y-1 P
p ™ R e ™ R T
At 1 L e
NORT -1 T =0 T -1 P
p ™ i Py ™ RT"
1 1

A E) - [(F)) T ()

Ceci donne la densité statique en spécifiant les pertes en

pression relative totale.

Ies rapports de température peuvent &tre déterminés A partir des
équations (20) et (21).

Il est supposé ici que les conditions totales A 1'entrée sont
connues. On peut  alors calculer le débit massique total gumi
traverse les lignes quasi-orthogonales:

wrNj pwnrﬁﬁdﬁ ; (23)

0

o A0 représente la distance angulaire entre les aubes et Wn la
composante de W normale A la surface de révolution générée par la
ligne quasi-orthogonale fixée.

80



A partir de la figqure (I11.3) on peut voir que:

W =W cos(y - a)|; (24)
n n

Pour avoir Af, 1'usage est de considérer que A8 est égal A:

20 6 )
80 = - ; (25)

ol t(—) représente 1'epaisseur tangentielle de 1'aube et N le nombre
d'aube dans la rouve. Si 1'epaisseur normale th de 1'aube est
spécifiée on peut alors calculer 1'épaisseur t.e grice a:

20 .2 2 (80 )° 2 (907 -
te = tn [1 +r [E] +r [—a-'F]] .(26)

Il est A noter gqu'ici %?-_ et % reférent 3 la forme moyenne (ou

squelette) de 1'aubage et non A la ligne de courant méridionale.

Ies équations (20) jusqu'a (22) et (24) jusqu'a (26) donnent les
valeurs nimériques de 1'équation (23) qui peut &tre intégrée grice
aux fonctions SPLINE.

Ies vitesses & la surface moyenne de 1'écoulement ayant été
calculées les vitesses sur les surfaces de 1'aube peuvent elles
aussi 8tre trouvées et ceci en supposant 1'écoulement absolue
irrotationnel et une variation lindaire de la vitesse entre les
aubes; soit tha vitesse A la surface de fuite de 1'aube (ou

Extrados) alors

cos(f ) cos(B,)
’ t [ N 'r o (tanB - tang )

cos(B ) +cos(B,) cos(B, )

s d‘: [(m + W aing) r n.e]] (27)

et W =W - W
1 t
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avec WI : vitesse sur la surface d'attaque (ou intrados)

la dérivée %; [lrm + @ 8gin(B)) r AB] peut. é&tre calculée aux
moyens des fonctions SPLINES.

Les équations (21) jusqu'd (23) et 1'éguation d'état P = pRT
peuvent &tre utilisées pour le calcul de la température statique,
de la densité et de la pression sur les surfaces des aubes.

S Streamline )
'~ -<Arbitrary quasl-

S - orthogonal

S
“‘\..

“ "\é:’ i £ "’l"
S | &
Hub>N( '« 7 e 4 e
; § W S
R N
\\wn

i T

Fig.111.3

(*) :Annexe
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IV PROCEDES FET TECHNIQUES NUMERIQUES
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INTRODUCTION
Au cours de notre programmation nous avons utilisé des méthodes
numériques pour calculer notre é&coulement, ces méthodes sont

principalement contemies en deux grandes parties:

I- ILes méthodes d'interpolation SPLINE avec  toutes  les
possibilités qu'elles offrent, pour lisser nos lignes de courant
et calculer tous les param*tres géomdtriques 8'y rapportant.
C'est-3-dire détermination des derivées premidres et secondes en
un ensemble de points x, y données (ici dans notre cas r et z),
les angles « , B, le débit massique w (Intégration au moyen de
la fonction d'interpolation SPLINE).

* La méthode de GAUSS-SEIDEL pour la résolution de tous les
systémes d'équations lindaires qui  découlent de 1'interpolation
numérique au moyen des fonctions SPLINE cubique.

IT- Enfin la méthode de RUNGE-KUTTA du second ordre pour la
résolution de 1'équation différentielle liant entre elles les
sections et les vitesses qui les traversent.

Nous aborderons succintement tour A tour les trois méthodes dans

ce chapitre.

IV-1)-APPROXIMATIONS DES FONCTIONS

Soit unme fonction f(x) quelconque, il s'agit sur un intervalle
[a,bl, fini ou infini, d'approcher au "mieux” cette fonction f(x)

par une autre fonction f(x).

|

Foo)

F(x)

N
ol
|

=

|

|

|

L
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Supposons que la fonction se présente sous la forme d'une suite de

valeurs n'ayant pas 1'aspect du contima, & la limite il pourra

g'agir d'un nuage de points:

P(x)

On peut approcher au mieux une fonction f(x) de plusieurs facons

possibles.
Nous distinguerons dans le cas présent:
1- L'approximation locale
2- IL'approximation par interpolation
3- L'approximation au sens de TCHEYBTCHEV
4- L'approximation en moyenne quadratique

5- L'approximation au sens des moindres carrés

Nous nous réstreinderons A étudier 1'approximation

interpolation.

IV-1-1)-APPROXIMATION PAR INTERPOLATION

IV-1-1-1)-DEFINITION

par

I.'approximation par interpolation d'une fonction f(x) consiste a

trouver une fonction f(x) telle que pour (n+l) valeurs
variable appartenant A 1'intervalle [a,bl, on ait:

E(x ) = fi(x)
=G0 0
E(xi) = f{xi)
f(le = f(le

sssasssssNEREEeS

Fix) = £(x)
n n

85

de

la



_— eees sl Cea

Il existe une infinité de fonctions 1:.(:() qui peuvent coincider avec
f(x) en ntl valeurs de la variable. Pour mettre en é&vidence une ou
plusieurs fonctions E{x) particulidres il faut donc apporter les
hypothéses supplémentaires.

Nous étudierons pour notre cas les fonctions SPLINE, celles

utilisées dans notre programme.

IV-1-1-2) -INTERPOLATION PAR LES FONCTIONS SPLINE

Les fonctions SPLINE ont été introduites en 1945 par SCHOENBERG.
Ja marche & adopter pour utiliser cette technique numérique est
la suivante: Considérons une fonction f(x) donnée sous forme de
valeurs discrétes: ftxoi, f(x1), f(xn) avec x € [a,bl les x
étant équidistants ou pas. Une manidre élémentaire d'interpoler
consisterait, au lieu de faire passer un polyndme par les f(xl),

de relier ces points par des segwents de droites :
)

T(r,)

M b m = = - - - ——

Pix,)
Cela revient A faire des interpolations linéaires sur [a,bl. On a

donc remplacé sur 1'intervalle [a,bl , f(x) par une fonction
approchante f(x) constituée de morceaux de polyndmes du premier
degré.

On peut améliorer cette facon de faire en egssayant de traduire
mathématiquement 1'opération é&ffectuée par le dessinateur qui pour
faire une interpolation sur sa planche A dessiner utilise une

latte de bois flexible ou de matidre plastique (SPLINE), passant
par des pivots.
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Pour ce faire on va approcher f(x) par une fmnEion Ek(x)
constitude de morceaux de polyndmes de degré (2k - 1). fk(x) sera
continue en tous points de 1'intervalle [a,b]l notamment aux
xi{1=0,1,...n),ainsiql,leseqdérivées premiéres, secondes, ...

jusqu'aux dérivées (2k - 2)'*™®inclues. Donc les fonctions :

£z, f (x), f'(x),...f‘?“ Y (x)
gseront continues en tous points de [a,b] notamment aux X, -

1V-1-1-3)—-CALCUL DE LA FONCTION SPLINE CUBIQUE

Calculons explicitement la fonction SPLINE d'ordre 2, fztx) .Cette
fonction SPLINE d'ordre 2 est souvent applée SPLINE cubique.

Soit Si(xl le polynome de fz(x) qui approche f(x) sur 1'intervalle
[x T xil avec i= 1,2,3,...n. D'aprés la définition de fa(xl,
Sitx) est un polynome de degré 2k - 1 = 3.

Posons ol = [E ;x) ] 2
i 2 X=X

En supposant que x et X correspondent aux bornes de 1'intervalle
a étudier on a toupurs a partir de la définition de f (x):

L'algorithme utilisé consiste A prendre comme inconnues les
D (0<i<n) pour déterminer entierement les Si{x).
1
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A = =

Posongs h = x - x avec =l 25 aen
|

S (x) S (x)
i P+
l l 1 X
1 1 | >
X X X X
i-1 i i+1
h h
Fa i 3 & *41 3
Fcrivons la contimuité en X, de Dl = [f?(xl e

=

[31(X)]x:x = Di

i

{S {x)] =D
i+1 X=X i

vV 1 =1,2,...n"1

on a alors:

" Di 1 i
Si{x) = (xi -x) ——— - (x - x)

i i

Cette derniére expression donne, aprés  deux intégration

successives:

D D,
_ e i-1 - == 3
Si(x) --{(xi x) S (xi-1 x) h

+ (xi_i— x) Qi + (xlﬁ x)}

Pour obtenir Ql et Ri. écrivons que Sl(x) passe effectivement par
les points f(xi) et f(xl 1). On obtient alors:

Si(xi_il = f(xi_il
S (x ) = f(x )
574 i
"
Soit: f(xi_1} = 5 Dl_1 + hl Rl

v

f(xi) === Dl - h QI
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On obtient A présent pour S (x):

2

th>:tx->3-r-)-‘-i+{ - x) |f¢ 1——hh'-n !
e i X 6hi xi X xi-1 6 1-1 Fni (1)

2
“Ax =Xy ", -(x -x) |f(x - MY >
i-1 65i -1 R T 6 hi

on obtient alors

hi hi-‘l +hl hin
6 D1-1 ! 3 Di ¥ 6 D|+1 =
fx ) - f(x) f(x ) - f(x ) (2)
1+1 i _ i i-1
h h
i+ i
i= 1,2.--;““1

Cette derniére relation nous donne un systéme de (n-1) é&quations
lindaires & (n-1) inconnues qui sont les I)i avec (=1,2,...n-1.
Cormme l)0 = D“ = 0, on pourra donc calculer Si(x} pour x < x < X,

=1
avec i =1,2,3,...n .

A partir de 1'équation (1) le gystdme d'équat ions (2) s'éerit
explicitement :

A.D=F (3)
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avec

f(x ) - fi(x ) flx ) - f(x )
D 2 1 1 0
1 h h
D 2 1
2 % .
D3 . -
. f(x ) - f(x)) f(x ) - f(x )
D = - F = i+1 i i i-1
. h h
. i+ 1 i
fix ) - f(x ) f(x ) - f(x )
D n n-1 _ n-1 n-2
n-1 h B
- — = n n-1 =
h1’h2 2
3 3 0 0 oo 0
2 hZ‘h3 h3
3‘ T ] ss e 0
A = - e " 88w - e - & & % " 5 8 AW " % 8 % % & % 88 S " E e ® @ % ® & % % 8 " ®E S0
hn~2 hn-Z'hn-i hl‘l-1
2 D 6 3 6
hn-l hn- ‘hn
0 0 0 4 3

Ia matrice A est tridiagonale symétrique. La méthode de GAUSS ne
conviendrait pas pour résoudre le systéme (3) car la matrice A
étant A la fois creuse et de grande taille, elle conduirait a
effectuer un grand nombre de calcul inutilement. Aussi on résoud
ce gystéme par une méthode itérative: la méthode de GAUSS-SEIDEL
dont la convergence dans ce cas bien précis -et d'autres cas aussi

d'ailleurs- est plus rapide que la méthode de JACOBI.




On constatera aussi que 1'une comme 1'autre converge en vertu du

fait que quelque soit 1'élément courant ;?nIJ de matrice A on a:

Cette relation correspond 3 la condition suffisante de convergence
du processus itératif lindaire (en utilisant indiffdrement la
norme m ou 1 puisque la matrice est symétrique).

IV-1-1-4)-PROPRIETE FONDAMENTALE DES FONCTONS SPLINE:

Il s'agit de la propriété de minimisation . Soit la fonction
SPLINE d'ordre Kk, fk{x), telle qu'elle a été définie précédemment

avec notamment :

s (L) (=) x
[fu (X)]x—-a = {fk (x)]x__b =0

pour L, =k , k+1, ... 2k -1

Soit par ailleurs une fonction quelconque Fk c}e classe c“(k fois
dérivative) dans [a,b]l , qui passe comme les fk par les n points
d'interpolation :

X3 f(x})

x — fix )
2 2

LU

x — fix )
n n

F‘k est donc une fonction d'interpolation quelconque de classe k.
on a la relaton suivante, si fk ¥# E‘lt -
b b

~ 2 2
J [fk(“(x)] .dx < J [F;H{x)] . dx
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En conséquence, de toutes les fonctions Fk , les fonctions SPLINE
d'ordre k, f_k , sont telles que

b
2
J [F‘:H(x)] . dx  est minimal

Ainsi pour la fonction SPLINE cubique on aura

b
= 2
[ [f?(xl} . dx minimal
a
b

. 2
par rapport a [ [thx)] . dx en général.

a

Cela signifie concrtement que la fonction SPLINE cubique évite

"au mieux”, dans sa représentation graphique les oscillations

parasites comme celles pouvant étre introduites par les polynomes
de LAGRANGE.

On dit encore que la courbe est “lissée au maximm". C'est

pourquoi, les fonctions SPLINE cubiques constituent un outil idéal
pour calculer soit les dérivées premidres en différents points de
1'intervalle considéré, soit 1'intégrale le long de cet

intervalle.

VI-1-1-5)-CALCUL DES DERIVEES A PARTIR DES FONCTIONS
SPLINE CUBIQUES

Dans 1'intervalle [xl, xi”l , on peut écrire la fonction SPLINE

cubique sous la forme :
_ Lo 3 e _
S 1(!] = o (x xi} +,Bi (x xt) 2 (x xi) !51 -

i+

=0 2 e n=lls
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D - D
i

& = i+t
i 6(xis1 - xi)
D,
By =
. f(x“i) - f(xl) 2(x“1 — xil.D‘ + (x“l - xl).D“1

LB X - X 6

i1 i
S5 = filx)
1 1

Les Di qui sont les dérivées secondes de la fonction approchante

f?(xl aux points d'interpolation X,

i}
D = [f (x)] -
i 2 X=X

On a donc directement pour 1'intervalle lxi, xi“]:

f'(x) =3 a (x—xilz P28 (xx) 4 .
£7(x) =6 (xx)+28 .

Pour les n premiers points d'interpolation
X ) f(xi}

(1 =0, 1, 2,... ,n-1)

On a simplement :

[f'(x}] X=X, = rl

[f“(x)]x:x =28

IV-1-1-6)-CALCUL DES INTEGRALES PAR LES FONCTIONS
SPLINE CUBIQUES:

Comme pour le calcul des dérivées premieres des fonctions, les

fonctions SPLINE cubiques conviennent particuli®rement
pour le calcul des intégrales.
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Reprenons 1'expression du polyndme Sl*1(x) qui approche f(x) sur

1'intervalle [x , x ] ,ona:
i i+1

- — 3 4 o 2 —
Sl+1(x) = a. (x xll + Bi (x xi) R (x xl) + 6‘

avec

D e
o i+1 i
i 6(x -x)
Pe1 i
Di
ﬂi S N
f(x ) - f(x) 2(x -x ).D + (x -x ).D
» 1 ) +1 i i i+1 i+1
v, - X - X 6
i+1 i
81 = f(xi!

i = 0, 1' 2,-..“-1

Ies quantité Di gont obtemaes A partir des f(xi) par le
sous-programme SPLINE .
Soit a calculer :

b
I=J f(x) . dx ou encore :
a
X
n
I =J fix) . dx 3
X
0
on a :
= Lenod xl+|
I = I Si 1(x1.dx
i=0 X




i+1
o Y
X = A i . 3 i o 2
Siﬂ(x).dx— 3 (x xi) + 3 (x x[) + 5 (x xil
x.
: X
i+1
+ 6 (x-x )
i i
X
i
i=zn-1
- « B Y
L 2y A i | 3 i . 2
I—Z 3 (xxi) + 3 (xxi) 4 5 (xxi)
=0
X
i+1
+ 6 (x-x)
i i
X
i
i=n-1
< B b
_ i g 4 i A 3 i - 2
L= E: 4 (xi+1 xi’ 5 3 (x|+1 xl) ¥ 2 (xi&1 % ’

Comme on le voit, cette méthode est trés générale, elle peut
s'appliquer 3 une fonction donnée pour des valeurs discrétes de la
variable non régulidrement espacées .

Si l1a fonction est donnée pour des valeurs régulidrement espacées
de la variable

X -x =-H i =0,1, 2, ... n-1

i=n-1 i=n-1 > i=n-1 i=n-1
>~ H H H
L e = 3.ZHI+ Z'Zrt*ﬂ'zai
i=0 i=0 i=0 i=0
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VI-1-1-7)-L'APPROXIMATION INVERSE :

Ayant approché la fonction :

Yy = f(x)

par la fonction E(x) sur 1'intervalle [a,b]l] on souhaiterait 2

présent déterminer une fonction f '(y),qui sur 1'intervalle
[£(a),f(b)] approche la fonction inverse de f :

La fonction SPLINE est un des procddés parmi d'autres (Polyndme de
LAGRANGE, Moyennes quadratiques) qui permet d'arriver A ce but.

Le procédé utilisé précédemment reste le m@me dans son ensemble, A
la seule différence,qu'au lieu de considérer x comme variable et y
comme valeur correspondante de la fonction, on fait
1'inverse,c'est-a-dire,y est considerée comme variable et x comme
valeur correspondante de la fonction .

Ce procédé sera utilisé A chaque fois que 1'on voudra calculer
pour notre écoulement la distance 8 de la ligne orthogonale
correspondante au débit massique calculé lui m@me d'ailleurs par
interpolation au moyen des fonctions (calcul d'intégrale) SPLINE

mais non inverse .
En premier on procéde par le schéma suivant :
On calcule le débit massique correspondant A la distance s de la
ligne orthogonale, donc :
(distance s , débit massique) = [x , i(x)]
En second :

Ayant calculé le débit massique on se propose de recalculer la
section (la distance s) qui engloberait ce débit donc :

(Débit massique,distance 8) = [y , £ '(y)]

et on utiliserait alors le sous programme SPLINE qui nous
approximera notre fonction, nous donnant S(x) en tout point des
intervalles definis.



IV—Z)MIEWICNMIWEHRPAS'

DES EQUATTONS DIFFERENTIELLES

ILes méthodes présentées ici sont basées sur un calcul de
y(xl} successifs avant la détermination finale de y(x)

X X
1 12 i
I 1

x
l
I
yorytxo) yiry(x1) yzry(le yi-—-ytxl) YI’Y(I’

X
10
|

—

Cela veut dire que 1'on calculera successivement N0 SRTTES et
enfin Y, -

Le pas hl = xS n'est pas obligatoirement constant.
I1 existe un grand nombre de méthodes de resolution mumérique par
pas des é&quations différentielles ordinaires du premier ordre.
- La premiére dite méthode d"FULER parce qu'elle est 1la plus
gimple.
- La deuxiéme dite méthode de RUNGE-KUTTA.
C'est celle qu'on utilisera dans notre procédure technique.

1IV-2-1)-1A METHODE D'EULER

A partir d'un développement de TAYLOR, trongué au second ordre, on
peut écrire :

On aura donc A effectuer au second pas 1'opération :

Yoo - Y 1 hlﬂ' ftxl' Yl,

L'erreur commise en un seul pas est en #(h%).

L'erreur commise en n pas sera tout naturellement du premier ordre

(#[h]),puisgque 1'on peut estimer que h sera inversement
proportiomnel A n .




IV-2-2)-1A METHODE DE RUNGE KUTTA (du second ordre)

Il s'agit d'un léger ajustement apporté A la méthode d'EULER
générale:

On fait une premi2re évaluation de y , , soit ylgl,par la méthode
d'EULER générale :

0 . 2
Yiag Y, B .[y (x)]xle + ¢(h°)

et on utilise cette premidre valeur de y 9

, +,POUr calculer 1'intégrale:

X
i +1
Yoo Yoo J fi(x,y) . dx

X
i

par la méthode des trapezes .

goit :
yiixdl. - & Tyt (x)]
[ ]x—xl [ ]xhxiu
Yieq = LB ol i
2
On calculera explicitement [y' (x)] < en écrivant :
1+1
v ) 0 2
[ y (x)]x:x = f(x,, ., ¥, + 6(h?)
i+1
En effet
{Y'(x)]xzx - f(xiu' yl+‘l’
1+1
B 0 0
L0, v Yoo =BG ey V0 6y e Yl
Or d'apres la méthode d'EULER générale ¢ (|y,, -y 9 |) = ¢(h®)

On effectue donc A chaque pas la double opération :

0o _
Yieq — ¥ * hi+1'ﬂxi'Y1,
0
= + h f(xl'yn) . f(xnn'ynH’
Y4 Y, i+1° 2
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On peut estimer 1'erreur commise en chaque pas en prenant un
développement de TAYIOR au troisidme ordre :

ety L} 1 [ ” 2
b Y, ! [y (x}]x:x a hl” + > _y {x)]x:xi 3 h“1

-

1 LA N ] 3

o e] e [
i i+1
= [y'(x)]x:xl

ou encore, on posant :

[y' (x)]x:x

[y"(x)]x:x = : + ¢ (h) .
: 141
On a :
[y'(x)]Fx ) [y'(x)]Fx
y —y#h y' (x) i el i+1 i
P+1 i i+1° [ ]x=xl 2 h
i+1
+ ¢(h) Y . h ]+¢th3)
i+1
soit
e h "(x) v i = Lo + $(h%)
Y1 T Y, 11| |Y X=X, S 2 _Y x=x 2 |Y X=X,
[)r'(x)]x_x + |y'(x)
. b i L 41, o )
Y1 Y, i+1 ° 2

Come 1'estimation que nous faisons pour déterminer Yo conduit a

faire une erreur sur [y'(x)]x en ¢ (hz),on voit que la méthode

=K
i+1

d'FULER modifiée conduit A une erreur en ¢ (h°) A chaque pas.

1'erreur globale sera donc ¢ (h%)




On constate donc que la méthode de RUNGE-KUTTA permet de gagner un
ordre d'approximation par rapport A la méthode d'EULFR générale.

Le procédé utilisé avec la méthode de RUNGE-KUTTA, procédé qui
consiste A estimer une premidre fois yi”(x) et ensuite A ajuster
la valeur de yi?1 obtenue ,ce procédé est d'un usage trésg
courant en calcul miérique.Il porte le nom de:

"PREDICTION-CORRECTION™
( traduction de PREDICTOR-CORRECTOR)

Ia convergence ainsi que la stabilité du schéma ainsi adopté
est assuré en vertu du fait que le critdre de stabilité

=¥ ipd0
pour | .
y(xo)r xp_1
, 1 :
est tel que Ax > — —— Pour p pair
p—1
2 - .
Ax > —x — Pour p impair
p—1

or 1'équation anquelle on a affaire —-gg— = f(W,s8) est du premier
ordre c'est-a-dire p = 1 et donc doit satisfaire 3 Ax > 2

0
encore As )*w(%i—) » relation qui est verifiée tout le long de

o1

notre travail ; d'od 1'on peut dire que le schéma mmérique de la

méthode de RUNGE-KUTTA du seconde ordre est stable et convient trés

bien & notre équation .
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IV-3)-ETAPES ET PROCEDES DE CALCUL DU PROGRAMME

Nous allons dans ce qui suit décrire la procédure de calcul
adoptée lors de 1'élaboration de notre programme.

Ia premidre étape au cours de notre analyse est 1'évaluation
nmérique des paramtres o, f, r , i - 99 . dr . dz 5
AW a0 c Jar az ds ds
5 et 3 afin de pouvoir les utiliser dans les é&quations

(18) et (19) du chap(III).

Pour pouvoir déterminer a, B et r_ume géfoméstrie des lignes de
courant doit &tre établie. En prénier lieu des lignes droites
"fixes" (quasi-orthogonales) sont menées du flasque arridre au
flasque avant le long desquelles le gradient de vitesse d'une

surface moyenne d'écoulement doit &tre calculé.

Pour approximer en un premier temps la position des lignes de
courant, les quasi-orthogonales seront partagées en parties égales
et les points ainsi joints deux & deux définiront une position

initiale des lignes de courant.

Nous aboutissons par 12 méme 3 un maillage du domaine de notre
écoulement . Par la suite en chaque noend ainsi defini, il nous

sera possible de déterminer la valeur de 1'angle « :

= dy

=t
(04 an dz

et 1'inverse du rayon de courbure: —%_—

c

dar

dzz
1‘ = 3/2 (l)
@ [1 . 1%12]

Ies quantités (dr/dz) et (d°r/dz®) étant des dérivées premiéres et
secondes de r par rapport A z, il nous sera aisé de les calculer
-connaissant z et r — au moyen des fonctions d'interpolation SPLINE
cubiques comme il a été montré dans les paragraphes précédents.
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Remarque: le calcul de (I/rc) au lieu de r est utilisé ici pour

éviter une division par zéro au cas on:

Pour les paramétres restants, la surface moyenne d'écoulement
entre les aubes doit &tre bien définie par son équation
paramétrique :

e = 6(r,z)

Cette derniere doit &tre bien gpécifiée de fagon A ce que les

quantités A 2L

=55 € —(—met étre déterminfes en n'importe quel

point.

L'interpolation par les fonctions SPLINE cubiques nous donnera

- 00 (6,2 ]
les q’llﬂﬂt]_tés _5;‘— et _37, .
a0 o0

Une fois que a—ret—g-; sont conmues (calculées) 1'angle B sera

déterminé par:

de 80 dr 38 dz
t“"ﬁ”’m:‘”[‘a?aa* ‘é‘z‘?ﬁ]

tan B = r[%«%si.n(nl g —g%(xm(rx)] (2)

Pour démarrer dans les calculs on supposera W constante 3 travers

toute la roue. A partir de figure.(IV-1) on peut voir que:

Wm = W cos(p)
WB = W sin(p)

Connaissant la distance m le long de la ligne de courant méridionale,

alors: g M
m 6
s et o

peuvent &tre déterminés par 1'interpolation SPLINE. Sachant que
% et —-g% sont donndes par les angles aux lignes
quasi-orthogonales, il apparait alors que toutes les quantités
nécessaires au calcul, de 9% -~ A partir de 1'&muation (18)

chap(ITT) - execpté W sont détermindes.
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La prochaine étape de calcul,d partir de ce moment sera
"1'intégration numérique” ou résolution de 1'é&quation
différentielle (éqt 18 chap ITI) qui est sous la forme:

aw
—a; = f{w,ﬁ)

ou f est connue pour un nombre fini de valeurs de s.

Pour une vitesse initiale donnée -exemple vitesse sur le flasque
avant- la distribution de vitesse 1le long des lignes
quasi-orthogonales peut &tre approximée par:

) aw
wj+1 B wj ! [?;]J as

ol 1'indice représente le nombre de lignes de courant et s la
distance séparant les lignes de courant.

Pour une meilleure estimation (de la solution, la méthode de Runge
Rutta peut étre utilisée.

ILe schéma que nous proposons est un cas particulier de cette
méthode (on 1'appelle aussi méthode du second ordre de R-K), qui
est bien adaptée au solutionnement de notre équation.

soit:
[ oxx aw
Wi "["d;], 85
x [ G
Wj” _Wj : [Hs_]ja-‘l As
(3)
w + W
i+ j*1
wj+‘l = 2

Ce schéma évite une ambiguité due A 1'utilisation de la dérivée au
début de 1'intervalle et aboutit A une approximation d'ordre
supérieur.

Pour le calcul de la quantité [—gﬂi]j 1"équation 18 (chap ITI) est

ieme

utilisée avec les paramétres calculés A la J ‘ligne de courant

et A la vitesse WJ.
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Pour calculer [;—f]jn,]es paramétres utilisés sont ceux calculés

ala (j+1)i“m“ ligne de courant et H:H est utilisé pour la

vitegse W dans 1'équation 18 (Chap III).

Ia méthode adoptée ici est assez précise tant que la vitesse ne
varie pas de 1'ordre de 30% entre deux lignes de courant .

Complétant le calcul pour les lignes quasi-orthogonales du flasque
avant jusqu'au flasque arridre, on aboutit A la distribution
compléte de la vitesse le long de la ligne considérée.

Les équations (20) & (22) (Chap I1I) et (24) A& (26) (Chap TIIT)
sont alors utilisées pour le calcul des termes sous le signe
somme ( J‘ ) de 1'émation (23) du chapitre TII :

L
w:N[anrQGrlﬁ
0

L'intégrale quant A elle sera calculée par interpolation
numérique: 1'interpolation par les fonctions SPLINE .

ILe débit massique qui traverse cette ligne qui vient d'étre
calculé est comparé au débit massique total donné en entrée dans
le programme. Si le débit massique calculée que 1'on notera ici
Qmmln est trop petit par rapport a Qﬂe(déhit masgsique total a
1'entrée), alors la vitesse W que 1'on vient de calculer est
augmnentée et vice et versa. Et 1'on recalculera donc par suite le
nouveau débit massique ch correspondant & la nouvelle vitesse

W .

alc

Ce procédé est utilisé surtout, dans 1'esprit d'assurer Ila
continuité de 1'écoulement.

Une fois la différence
mte mcalc

[Q ]est de l'ordre de la
tolérance qu'on se fixe au préalable, on dit que les paramétres

ainsi calculés concordent au cas de figure et 1'on recalculera
alors a cet instant par une interpolation inverse, toujours en
utilisant 3 cet effet 1'interpolation par les fonctions SPLINE, la
distance qui sépare alors deux nouvelles lignes de courant.
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L'interpolation inverse se fera aisdment connaissant le débit
massique traversant différentes sections (chaque section étant
définie par la distance entre le flasque avant et une ligne de
courant) on lui correspond la distance qu'il traverse (se référer
au Chap IV APPROXIMATION INVERSE pour détails).

Le calcul ainsi fait pour la premidre ligne quasi-orthogonale sera
répété pour le reste des lignes quasi-orthogonales de 1'entrée de
la turbomachine jusqu'ad la sortie.

Ceci étant, un nouveau schéma de maillage sera considéré pour
1'itération d'aprés, les lignes quasi-orthogonales restant quant a
elles toujours fixes ce sont les lignes de courant qui vont
changer de position .

Ainsi et de proche en proche, le calcul sera refait autant de fois
que la tolérance sur la variation (ou espacement) entre la
position initiale d'une ligne de courant et la position calculée
ne sera pas atteinte, cette tolérance représentant alors le seuil
de convergence du calcul.

> ~—
% : 'r---wl‘l actuel / > {

I (‘«"—"' as

o \ Approximation a \E )41

L Wi, 4 we | !

< w,,,-(_uru) @) As

4 . J

L]

s 1Y I

=) s .

- ] ‘j‘l W,,I w;:l

S grer—

I

Fig.1v.1
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Distance le long d’une ligne
quasi-orthogonale arbitraire

Fig.IV.2:Approximation de la solution de 1'éguation
differentielle dW / ds = f(W,s)



ORGANIGRAMME GENERAL DU PROGRAMME

Début

/ Introduction des données /

| Génération de maillage automatique |

[ Calcul de la vitesse du son dans le fluide |

5
»

Calcul des paramétres géométriques
des lignes de courant

Calcul de la vitesse & la

surface moyenne d écoulement

[ Calcul de la pression |

[ Calcul du débit messique |

Calcul de la n‘mmslle pection
traversée par le débit massique
nouvel lement calculé

[ Redéfinition du maillage |

Test de convergence sur
la variation des lignes

de courant

Non

Oui

Calcul de la vitesse sur
les surfaces da 1 aube

e

106




_ORGANIGRAHMME SUBROUTIRE GPLINK

Dimension X,Y,AM,AK,AA,B H,TY

t®*yInitialient ion
de Ri1) et MM
parce que ca sont| Initialisation de AH(1) B(1) B(N)

dan valeure (%)

e A& zéro AM(1)=0, B(1)=0 B(N)-0

rhO:h 1:01;-1!..!
n+
. RHl = N-1
farvant A aulomaliser
L-1

L algorithme

s
t*)Initialiantion de |i = § i
AMIL1)Y;AMi1)Y)=D =0

o
L=Xi -

condition de Lla conti-

nuitd de la dérivée a
Construclion du tableau
L'ordre 2 de la fonet*

i e LYYi= (Yo - Yi-1)/Hi Jvv¥i 08 1 on stocke

Len valeure de
] y-1I ¢t i3] -
Fiiig Rpoghlotxmng,

Construction du tableau
1

hornes a=x ,h=x 3
o n (e

(** )y tnitialisation du
tableau AM qui contient
Les dérivées secondes Dt

P

de la fet approchante !k
**%Costruct *du tableau

AAL $létlm de la
diagonala principale
de la matrice A .

she AAL = -—__._..____|'Il + Hien

Constlruction du Lableau

B =H ~a
i [ |

- Construcl® du tableau AK
(LS & CETUE § T D

qQui contient lLles slements
—— — __{
+ 4 Tox Y=ftw LICE S I A
o i Leg ¥ i i-1)
l-_!_ ™ o " '
[ | i

Rémolution du systéme

(] A.D = F

par la méthode de
OJAUSE-EEIDEL

[_Aﬂ(l}:[ﬂltl)—ﬂﬂ{l—il B(I-1) - AM(I+1) B(lil}]/ﬁﬁ({iJ

point & 1 exterieur
de 1 intervalle

FIN DU
TRAITEMENT

Retour au programme
principal
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EXPERIMENTATION NUMERIQUE
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V) -EXPERIMENTATION NUMERIQUE

Ie programme élaboré dans notre projet et décrit dans le chapitre
précédent (Chap.IV) a été éxecuté pour 1'exemple suivant:

Nous avons considéré une turbine radiale de 13 aubes.

Nous avons représenté sur les figures (1) Jjusqu'd (4) les
épaisseurs de l'aube et ceci dans le but de permettre une
meilleure visualisation . Les figures (1) jusqu'd (3) représentent
1'épaisseur de 1'aube dans le plan aube A aube et ce A différentes
sections du rayon. Enfin la figure (4) permet de voir la variation
de cette épaisseur dans un espace tridimensionnel ainsi que la

forme de 1'aube avec son squelette.

Les profils du flasque avant et arridre (HUB et SHROUD) sont
visualisés sur les figures (5) jusqu'a (13).

Ta vitesse de rotation de la turbine est © - 51.5 tr/min, le
fluide utilisé est de 1'air A la température T = -140°C et la
pression a 1'entrée Pi est de 3 bar (3.10°Pa).le débit massique
Qm‘-(}.44 kg/s et la vitesse V81d11 fluide A 1'entrée est de 308 m/s

Nous avons fait la supposition que A et h; regtaient constants du

flasque avant jusqu'au flasque arridre.

A 1'entrée, la surface d'écoulement a é6té assumfe dévier de 1la
surface de 1'aube de mani®re A convenir avec la direction de
1'écoulement 3 1'intérieur de la rove. Cet angle 3 1'entrée est de
35% .

Ies lignes de courant sont radiales & 1'entrée de la roue, de
facon que la surface de courant soit indépendante de z quand elle
dévie de la surface de 1'aube (1'écoulement n'est plus
parfaitement quidé par 1'aube).

Pour une distance donndée A partir de l1'entrée , O varie en
puissance trois de r (et indépendant de z). '
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Soit r le rayon A partir duquel la surface d'écoulement n'est plus
guidée par 1'aube, alors une approximation A r est donnée par:

-0.71A6
e

ETN =T

) . [ref 6]

Une correction 3 la surface d'écoulement sera apporté en exprimant

son équation paramétrique (pour r 2 rb) par :

3,
(r - rb) tan Bi

L o e
i i b

sa différentiation donne:

258
30 (r-rbl tan ﬁi
- = - ; (1)
ar

r (r ~r12
i i b

Cette derniére est utilisée dans 1'équation [19.Chap.T11] et
(2.Chap.1V] quand r > L mais pas dans 1'équation [26.Chap.T111]
sachant que celle-ci se rapporte 3 la forme de 1'aube.

Pour 1'exemple éxecuté rh—04 Cm et 3 la sortie il a été assumé que
la surface d'écoulement est guidée par 1'aube .

Les pertes AP" ont été estimées A 0.17 bar variant lindairement de
1'entrée 3 la sortie.

Les lignes de courant aprés convergence des calculs (ainsi que les
lignes quasi-orthogonales, qui du reste demeurent fixes) ont &té
représentées sur la fiqure (14).

Du fait que le calcul est réstreint A 1'intérieur de la roue le

comportement des lignes de courant A 1'extérieur de celle—ci n'est
pas donné.

Nous avons ensuite représenté les distributions du gradient de
vitesse (lignes d'égales vitesses) fig.(5d) et les distributions
du gradient de pression (lignes d'égales pressions) fig.(7d).
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Sur 1a figure (13) nous avons représenté le diagramme de vitesse
sur les surfaces de 1'aube (Intrados, Extrados) ainsi que la
vitegse d'écoulement de la  surface moyenne et ce en trois

endroits: flasque avant, flasqwe arridre, sirface de révolution

moyenne .

Sur la figure (7d) il est pettement  vigible aq» la pression
dimim» dans la direction de 1'é&onlement, phénomine aqui

d'ailleurs est tout A fait normal pour ime turbine radiale.

Ia figure (5d) montre que 1a vitease angmente en aénéral, excepté
le long du flasqe avant juate apréa 1'ent rée ot el les diminuent

trés faiblement.

Bien que 1'augmentation de vitesse moit  indésirable  ceci _reate
tomjours A 1a limite de 1'acceftable en  raison du gradient. de
pression favorable. Crpendant ce qu'on remarque de plus inguiétant,
ce sont. les vitesses ndgatives que 1'on observe sur  le diagramme
des vitesses de 1'aube figure (13). Elles indiquent. 1n d&ol lement
sur 1'intrados de 1'aube qui peut alors amener A des  turbalences
causant. de ce fait de fortes pertes. De mame, 1a baisse séricuse du
gradient de vitesse indiqué sur la surface de pression A proximité
du flasque avant et dn flasqwe arridre, conduit 3 1a afparation de

I"écoulement c'est-Ad-dire des pertes.

Ceci étant, nous avons essayé de voir quelle serait 1'influence de
qrelques paramdtres importants de la  turbomachine sur
I'écoulement. Pour ce faire nous avona  fait varier  deux

paramétres, -séparement chacun- le débit massique Q“ ot le nombre
d'aubes.

V-1)-RESULTATS DE L'EXPERIMENTATION SUR LE DEBIT MASSIQUE:

Ies résultats de |'expérimentation sur le débit massique  sont
représentés sur les graphiques :fig.[5a)d) ]; fig.[5b)e)); fig.(6);
fig.[7a)d) 1;fig.[7b)c) );fig.(8).
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On peut comme pour les cas précédents faire les conclusions
suivantes, en disant qu'a 1'intérieur de la roue la pression
diminue dans la direction de 1'écoulement et que cette pression
augmente avec 1'augmentation du débit massique. 11 aurait été peut
étre plus intéressant de voir coment aurait é&évolué 1'écoulement

si 1'on devait augmenter nettement plus le débit massique.

V-2) EXPERIMENTATION SUR LE NOMBRE D'AUBES :

Plus intéressantes sont les courbes recueillies a partir de la
variation du nombre d'aubes : fig.[%9a)b)c)d)]l fig.(10)
fig.[11a)b)c)d) ] fig.(12)

En effet on voit sur la figure [9d)] que pour le double du nombre
d'aube considéré au départ (13) la vitesse augmente pour atteindre
des vitegsses locales trés élevées ,en certains régions elles sont
de 1'ordre de la vitesse du son (1 = 1.2 M), ce seront des

vitesses transoniques, A la limite supersoniques.

Flles se localisent sur le flasque arriére (SHROUD) juste avant la
sortie et 1'on peut dire qu'en passant sur le fait que 1'on soit
en supersonique, les zones A risque de cavitation dans une turbine
radiale se situent A la sortie sur le flasque arri®re; le probl2me
qui se pose dans ce cas de figure, c'est que 1'on se trouve devant
un écoulement mixte (régions A vitesses subsoniques et régions a
vitesses supersoniques) ceci est en contradiction totale avec
notre hypothdse qui réside dans 1'application de la théorie
d'EULER) théorie basée essentiellement sur la continuité de
1'écoulement, or dans un écoulement supersonique , il se produit
une onde de chocg qui va créer des zones de discontinuités au
niveau des vitesses, et de ce fait 1'écoulement n'est plus
régissable par la théorie d'EULER, on applique alors le théordme
d'HUGONIOT pour palier cette discontimiité que 1'on voit bien sur
la fig.(12), figure qui représente le gradient de pression . On
dit aussi qu'il y 'a inversion des phénom®nes observés.
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Nous avons aussi négligé délibérement un facteur important qui
réside dans le fait que lorsque nous avons augmenté le nombre

d'aubes ,nous n'avons pas augmenté les pertes par frottements d'od
la trés nette augmentation de la vitesse.

On voit donc que 1'on doit trouver un compromis entre le débit et
les pertes.Le nombre d'aubes qui correspond A ce compromis est
communément appelé nombre d'aube optimal.

Nous n'avons pas poussé notre expérimentation plus loin que ce
qu'il n'a été présenté ici , mais 1'on peut faire varier encore
une infinité de paramétres et voir quel serait leur incidence sur
1'écoulement  (angle d'attaque, forme de 1'aube, profil des

flasques, vitesse de rotation, température et pression d'entrée
etc...).
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QONCLUSION::
Au terme de ce travail nous arrivons aux conclusions suivantes:
L'analyse de 1'écoulement méridional quoique ne représentant pas

la réalité de 1'écoulement A 1'intérieur de la turbomachine

fournit une note d'information assez précise pour "1'engénierie”.

De méme la technique utilisée basée sur les lignes quasi-
orthogonales qui restent fixes, indifférement aux variations de la
position des lignes de courant, est une technique qui allie

gimplicité et puissance.

On est cependant amené A faire les reflexions suivantes:

Il serait souhaitable d'étendre ce travail jusqu'd approcher
1'écoulement tridimensionnel en analysant 1'écoulement dans le
plan aube 3 aube et procéder A la reconstitutionpar couplage de
1'écoulement psendo tridimensionnel.le cas idéel serait d'analyser
1'écoulement en tridimensionnel , t8che extrément ardue et
laborieuse, et qui reste & ce jour un sujet de recherche dans des
pays a technologie avancée.

L'autre point non moing négligeable que 1'on se doit de soulever,
réside dans 1'hypotheése simplificatrice que 1'on a utilisé dans
notre équation d'écoulement , 1'hypoth®se d'un écoulement PARFAIT
ISENTROPIQUE. Il aurait été trés interéssant du point de vue
apport scientifique de considérer la viscosité en 1'incluant dans
nos équations puis résoudre le probl2me. I1 n'est cependant pas
possible d'aborder tout A la fois et tout seul, ceci représente
non seulement un travail d'équipe, mais une technicité é&levée et
une connaissance parfaite des écoulements secondaires, lesquels

sont jusqu'a aujourd'hui les soucis majeurs des scientifiques.
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ANNEXE A
Liste des symboles (utilisés principalement dans le
chapitre III )
( Toutes les grandeurs sont exprimées

en U.5.1.)
Paramétre [ eqt 19 ¢ 111 ]
Paramétre [ eqt 15 ¢ 111 ]
Paramétre [ eqt 19 ¢ III ]
Paramétre [ eqt 15 ¢ III ]
Paramétre [ eqt 19 ¢ 111 ]
Paramétre [ eqt 15 ¢ III ]

: Vitesse du son dans le fluide,

Chaleur spécifique a température constant

Paramétre [ eqt 19 ¢ III ]

Fonction quelconque

Accéleration de la gravité

Enthalpie statique

Nombre d aubes

Diastance le long d'une normale & une ligne de courant
méridionale

Pression atatique absolue

Pertes en pression relative totale entre 1 entrée et un

point quelconque de la roue

: Direction & unme ligne de courant tridimensionnelle

Constante individuelle des gaz

Rayon compté & partir de 1 axe de rotation

Rayon en lequel la surface de lignes de courants est assumée
tangente & la forme moyenne de 1 aube

Rayon de courbure d une ligne de courant

Distance le long d'une ligne quasi orthogonale dans 1le plan
méridional

Température

Temps
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E ]

<

N

Epaisseur de 1 aube dans le plan Aube-a Aube

Epaisseur de 1 aube dans la direction tangentielle tg
Vecteur unitaire

Vitease absolue

Vitesse relative

Débit massique transversant la surface de révolution générée
par une ligne quasi orthogonal entre le flasque avant et un

point donné sur la ligne quasi orthogonale

: Coordonnée x

Coordonnée y

: Distance axiale

Angle que fait le vecteur de vitesse relative et le plan

méridional

aj

Ce
Cv

Rapport des chaleurs spécifiques
Coordonnée angulaire relative
Angles entre les surfaces des aubes en un point donné
r. \J’F:,.L prérotation

Masse volumique

Coordonnée angulaire absolue

Angle que fait une 1ligne quasi orthogonale et 1la
direction radiale

Vitesse de rotation

Indices

Entrée

Numéro de ligne de courant

Surface de 1 aube (Intrados)

Composante dans la direction de la 1ligne de courant
méridionale

Composante normale

Composante radiale

Flasque arriére
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E : Surface de 1 aube (Extrados)

x : Composante dans la direction x
y : Composante dans la direction y
Z : Composante axiale

=} : Composante tangentielle

_Exposant
: Conditions d arrét absolues

: Conditions d arrét ralatives

: module d un vecteur
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VI'HMS[RL'METL'M[EL'AUBE
DETAILS DE CALCULS

— La vitesse tangentielle de la roue en n'importe quel point est
donnée par : wr

— la vitesse absolue tangentielle de la particule fluide sera:

Wr + WB

W = W cos(B) b1
avec . %

WB = W sin(p)

HYPOTHESES MAJEURES

— Le long des surfaces de 1'aube ,(Intrados et Extrados) .les
vitesses sont considérées constantes et égales A :
W et W
1 t

- Les directions de 1'écoulement sont supposées constantes et
égales A : B, et B,

- Le long des lignes d'un m@éme rayon ,la vitesse varie de W a W,
et la direction de 1'écoulement varie de Bi a ﬂt.

- La continuité et 1'irrotationnalité du mouvement nous donne :

= Pour un écoulement ISENTROPIQUE (écoulement sans ondes de chocs,
non visqueux,sans transfert de chaleur),la circulation de 1la
particule fluide est nulle d'ob :
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s daM : am
{[( W+ w.r.sm(B)]l ng—r- = ['( W+ w.r.aln(ﬂ))l W

:(2)

avec [ w.r + Wy ] :Vitesse tangentielle absolue moyenne.
moy
/ et selon des considérations trigonométriques du triangle des o
vitesses (fig.1 ): \9°
Q v‘o \‘a
]—- — —direction de la surface
&F : de 1'aube

— — — — —

fig.1.Triangle des vitesses
-x W + w.r.sin(p) :Composante sur la surface de 1'aube
de la vitesse absolue .

- A partir de (1) et (2) on aboutit A la relation suivante :

W W
1 t
{ cos (Bl) = ooa (B'_i + r.m.[ tg(Bll— tg{ﬂl}]

+ —‘;‘T( ( w.r + W_oy .8in (B.oy).r.bﬂ] =0 }

- Aprés quelques transformations mathématiques et sachant que :
W + "t
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cog (B ) . cos (Bt’ W
i : cos (B T '[tg"gl}" tgmt’]
cos 181) + cos ‘Bt, 1
o [ ( @ir + W.gin (B).r.A8 ] }
aMm
et
W o=2W-W

fig.2. Vue développée d'un filet fluide entre les aubes sur une surface
de révolution en un rayon donné
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SECTIONS DELAM D F

‘ Analyse du problédme

lcm

Non le fluide ne se compose

que d une phase

| Oui

Non | le fluide eat un liquide
Newtonien

| Oui

le fluide est liquide ou gaz avec Ap/e < 0.02 ]

.

Oui I
| la vitespe v =M—[ Hydroatatique I
Non

———I-‘—O-P———| frottements négligeables

Oui

Non

I probléme d une dimension Ecoulement
Oul unidimensionnel

incompressible
sans frottements

-‘ probléme d une dimension

| Ecoulement potentlelJ

Oui

Non

Ecoulement unidimensionnel
incompressible avec
frottement

Champ d écoulements
linéaires ou turbulents
couches limites

Ron

Aérostatique

H

I
L

Dynamique des gaz

I Rhéologie

Ecoulement
polyphasique
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