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it application pour une pompe centrifuge .
Ce sujet a pour but L'étude de 1 técoulement dans le plan "aube & aube" se faisant
par la méthode de KATSANI 0 travers un ensembhle d'obstacles et 1'application se
fera pour unc pompe centrifuge déterminant ainsi les lignes de courant et la
répartition de 1a vitesse le long d'un canal .

Vu 1'immensit# de ealeul, Lo programme a #té Atabli en Paseal sur VAX

stroek: [he puppose ol this work is to study the I'low in blade to .llxladn plane
Katsanis methode through a body. The methode was applied to a centrifugal

i to obtain the streamline and velocities distributions along an arbitrary

asi orthogond between blades.

¢ to the university computation, a programme has been developed with pascal

nguage incorporated into camputer VAX VI 220,
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La retherche de la performance de 1la qualite de
fonctionnement des turbomachines a conduit des chercheurs a axer
leurs travaux sur | ‘etude de l ‘ecoulement dans les pompes.

L @8t un ecoulement tres compl‘xe & etudier wvu qu 11 est
nan permanent ,tridimensionnel et les effets de viscosite y sont
importants .

Cette coamplexite provient essentiellement du :h:nqamant de

la direction axiale a la direction radiale , des consequences des
2-0oulements secondaires qul y surviennent ainsi que du

decollement de la couche limite .

Four faciliter cette etude l1"introduction de certaines hypotheses
samplificatrices s est averee necessaire.ces dernieres concernent
9 une part la nature du fluide et d autre part la machine elle
meime,

plusieurs methodes ont ete elaborees dans ce domaine parmi

lesquelles on peut citer :

“Le2s methodes basees sur les transformaaions conformes.
~La methode combinee d ordre o(H et o(h).
~l.es methodes potentielles .

Lanz notre etude on ne s interessera qu' a la derniere methode
Jeveloppee par le 6hnrcheur americain du centre de recherches en

2Erodynamique NASA : Theodore KATSANIS.



l. THEORIE DES FOMFES CENTRIFUGES:

Les pompes centrifuges englobent une variete de pompes ou
la productipn de pression necessaire se fait par la rotation de
la roue ( ou de plusieurs roues ) on pourra dire aussi1 que
1 ecoulement du liquide est realise par 1 action de la force

centrifuge sur les particules liquides , on pourra 1nclure auss:
les pompes a ecoulement axial .

La pompe se compose generalement de deux elements essentiels :

~“Une roue 1mposant un mouvement de rotation au liquide .
“Le corps de la pompa dirigeant le liquide vers la rouw, c®

corps comprend une tubulure d 'aspiration + @t une tubulure de
refoulement . >

Le liquide est dirige vers 1l oeuillard de la rpue par Ila
tubulure d aspiration ,ensuite 11 est mis en rotation grace a
1 aubage de la roue.

On rappelera que 1l ensemble aubes - parols laterales de la roue
forment les cannaux de la roue.

L effet important de la roue est que le liquide quitte cette
derniere avec une vitesse et une pression plus elevees gue celles
de | entree , ensuite la vitesse se transforme partiel lement en
pression dans le corps de la pompe avant que le liquide ne quitte

la pompe par la tubulure de refoulement, cecl1 est accompl: au
Niveau d une volute.

1.1 CARACTERISTIQUES DES FOMPES CENTRIFUGES:

FPour le calcul d une roue d une pompe 1l est necessaire de

connaitre quatre parametres essentiels quil caracterisent les
pompes:

—“La hauteur d elevation H

-Le debit Q
-la vitesse anqulaire ou le nombre de tours N par unite de
temps.
—Le rendement
I.1.1 Debit ¢

Volume d eau pompee par unite de temps
generalement pris en 1/s ou en m’s.



[.1.2Hauteur d elevation:

La hauteur d elevation nette ou hauteur
manometrique’ totale est definie par:

PO
H - &;‘L 4 ."_';‘_";.4’14'.
2.

Uu F,et Py pressions respectives a 1 entree et a la sortie
Veet Vg Vitesses respectives a 1l entree et a la sortie
H hauteur geometrique entre les points O et 1.

Far definition la hauteur d elevation totale est l'énergxe par
nite de poilds qul est appliguee par la roue au liquide entre les

points ou les charges d'espiration et de refoulement sont
mesurees aux points U et 1 .

* Hotion de hauteur theorigues des pompes centrifuges

1 expression de la hauteur theorique d une pompe
—entrifuge est obtenue en appliquant le theoreme du moment

cinetique a la masse du fluide qul traverse les cannaux de 1la
roue .

cnnonce 2 La variation du moment cinetique par unite de temps

d un fluide par rapport a son axe de revolution est egal au couple
resultant des forces appliquees par rapport au meme axe.

L 3ccroirssement du moment cinetique dans 1 enceinte de la roue

est donnee par la formule:

CJEUI QV_, Co‘d; JG?-" J{ - rl“. c.sql Jaﬂ' Jé.

Ou vy et Vys0nt les vitesses absolues respectives & | entree et a
la sortie

Les prodults RV (s, 2t r,y cssy SONt  les moments de vitesses
rezpectives a 1 entree et a la sortie de la roue.
Etant donne qu on a concervation de masse:

AR b DBt d@e. JdtE-

d ouw

e (favsCosar - v, Cosa,) o Gm. dE.



or la derivee du moment cinetique par rapport au temps est egale
au couple agissant sur le systeme

ar

oM :(r_,_v‘,. Cos A2 - ryv, Los 44) C‘aq .

On obtient enfin
M- P& (ra Yoz (“'gw“_..
Avec
VYorz ¥, losats  t£ VY, Valosaa.

La puissance fournie par la pompe au liquide est donnee par :

P- Moz IR (U, Cosda ~ v, losas )= 5@ HU

“’u\.- = % (v,_ Uy Cosa, - Vv, cau,}.

C est 1 equation fondamentale des turbopompes ou equation d Euler
pour un nombre 1nfini d’ aubes.

S le liquide arrive sans prerotation c ' est a dire avec une
entree libre sans la presence de roues directrices pouvant
modifier la direction d amenee du liquide,alors al1l=90°*

et 1 equation d Euler devient:

Hy, = YaVea

?

1.1.3Fu ssances
- Fuissance absorbee P ©OuU PUISEANC® mecanique absorbee sur

| arbre ou | accouplement de la pompe , elle est definie par
Po B, TG Me  J&He
1 1021

He: Hauteur d elevation effective

Kw

— Fuirssance effective Pe :1La puissance effective d une pompe de
debit Or et de hauteur d elevation effective He s exprime par @

R.’" T@r .Hc. tw_



[.1.4Fendements:
- Fendement hydraulique 3 He

1

Fendement volumetrique:

- Rendement 1nterne : N
(= -
L Par- Pm
Vet T he
F1 Fuissance absorbee par la roue
Fm Fuilssance perdue par pertes mecanxqqfs

|

Fendement mecanique:

%
- Fendement global : ]z —-
Rr
L est une caracteristigu= .1 Je: tone la valeur d une pompe.

1} 1&‘10'16'

[.1.5 NHotion de pertes:
tes pertes de charges dans une pompe se composent de deux parties:

=— Fertes de charges dues aux frottements et en partie au
fourbillons qul naissent a 1 1nterieur de la pompe.
Etant donne qu en general a 1 i1nterieur d une pompe centrifuge
ie regime d ecoulement est turbulant ,ces pertes de charges
suagmentent proportionnellement au carre du debi1t et peuvent etre
e ptr1mees par:

Jf: k?t?{

b1 =tant une constante dependant du rendement hydraulique =t des
cimenzions de la pompe .

b- Fertes de charges dues aux chocs a | entree du li1gQuidse dans
le rotor et dans la bache spirale ;3 s1 la viesse relative du
liquide a 1 entree des cannaux n est pas tangente au:x aubes .
dans ce cas le courant liquide rencontre 1 aube sous un angle
d incidence, heurtant ainsl ce dernier d un cote 2t se decolle de

l autre cote entrainant des tourbillons gquil produlsent & leur
tcur des pertes de charges.



[.2ECOULEMENTS DANS LA RQUE:
[.2.1 Repartition de pressions et de vitesses:

La transmission du couple ou de la puissance par la roue au
liquide produit une difference de pression entre les faces
convexes ( extrados ) et concaves ( intrados ) des aubes .

La pression du cote de 1 extrados exergant la poussee est
evidemment plus i1mportante que du cote de 1 intrados.

Le passage de | extrados vers 1 1ntrados fait apparaitre une
discontinuite de pression ( difference de pression entre les deux
cotes des aubes ), le premier effet d une telle repartition
de cette derniere entraine une augmentation des vitesses relatives
pres de ]l intrados qui seront plus elevees que celles au
voi1si1nage de 1 intrados , cela implique la non uniformite de la
repartition de vitesses (pressions ) dans les sectioons

cylindriques de la roue d une pompe centrifuge representee dans
la figure (l.a ).

Le triangle de vitesses montrera dans un paragraphe plus loin
que  pour un angle d aube donne la hauteur i1nterne diminue quand
les .1tesses mei1diennes augmentent , de meme la vitesse relative
nDlus elevee &4 1 arriere de 1 aube provoque aussil une hauteur plus

raible par rapport a la hauteur qui serait calculee pour la
-lteszse moyenne de 1 ecoulement .

Les inegalites de vitesses dues a la presence de Changement

de direction a 1 arrivee dans la roue et sur le profil meridien
de celle-ci.

Far e«emple dans les roues centrifuges le liquide doit etffectuer
un  changement de direction de pres de 90° avant d etre soumis a
I action de 1 aube.

1.2, 2CIRCULATION RELATIVE:

La repartition des vitesses relatives dans un canal de
roue sont aussi 1nfluencees par la circulation relative du liquide

due a 1 effet de 1 i1nertie sur des particules liquides sans
frottements. "



| La particule d'eau tourne dan: le sEens 1nverse a celur de lLa
vitesse de rotation dirigee vers 1l exterieur , le mouvement de

ces particules definit ce qu’ on & pelle : circulation relative
ou tourbillon fig (1.b ).

figure(l.a)
Fepartition des vitesses relatives entre deux aubes consecutives

figurei(l.b)
Circuiation relative al interieur d un canal

L ecoulement vers l exterieur est provoque par une force
centrifuge , la particule reste sans rotation mals aussi son

mouvement de translation s effectue sulvant une trajectoire
circulaire .



La circulation relative est molndre avec wun grand nambre

d aubes conduilsant ainsi 4 une valeur elevee de la hauteur
d ele.ation totale .

Ains1l  la circulation relative est beaucoup plus faible dans une
roue mince que dans une roue large pour un meme diametre.

Nota : wune roue mince ( large ) une roue avant une vitesse
zpeci1fique faible ( grande ).

[.2.4 VITESSE SFECIFIQUE:

La vitgsse specifigue est un critere de similitude des
POMpe s centrifuges pour 1 etude de leurs caragteri1stiaues
de fonctionnement , son sens physique est le nombre de tours

par minute d une pompe quil eleverait de 1 m un debit de 1m =
3/2C  une roue geometrigquement =emblable a celle de la roue
concirderee . Le nombre " 'iftes-: zpe-1fique Ns" est utilisee pour
Caracteriser le type de pongie .
Ner NVE
Haﬂ

Cette vitesse est aussl calculee pour le produit de rendement
optimum .

M '“i1tesse de rotation de la roue ,trs/mn .
& CLebit ,msfi -
H Hauteur,m .

[.2.5TRIANGLE DES VITESSES :

la representation graphique des vitesses est une methode plus

commode pour 1 etude des differentes vitesses de 1 ecoulement
dans la roue. i

La forme des diagrammes est triangulaire et peuvent etre traces
2n N 1mporte quel point du filet liquide, mais qu on ne peut
3.01r qu a 1 entree et a la sortie des aubes.

Ces diagrammes ti1ennent compte des vitesses movennes

"

J “Yitesse peripherique de la roue .
W Vitesse relative de 1 ecoulement .
Vitesse absolue.de 1 ecoulement .



a—avec prerotation : : e
gnfﬂl r V. w, Sorte.

i e u"
4—\' = J, - 5 p—— i Uy »

xl et x2 angles d 'inclinaison respectifs des vitesses absolues
V1l et V2 par rapport a la vitesse peripherique .

81 et 82 angles entre la vitesse relative et la vitesse
peripherique a 1 entree et a la sortie .

Vml et Vm2 sont appelees vitesses meridiennes ou debitances du
fait qu elles solent proportionnelles au debit .

Yu composante tangentielle de la vitesse V.

b-sans prerotation:

Entree Sorkie.
A B Vﬂ’. b wz
m,
Az B.r
Uy Vo2 = ¥, ‘,




S1 on considere le cas d ecoulament sans prerotation , 1 equation
d Euler s ecrit :

Hinpe - H2N02

Four un nombre d’auhls‘}fini H Hu.g.f.".?:i‘.’_?_

1.3 LE VORTEX:

Considerant un ecoulement ou toutes les lignes de
courant sont circulaires concentriques autour d’'un point donne .

La vitesse le long d une ligne de courant donnee est constante
mais s1 ON se deplace vers une autre ligne la vitesse est
inversement proportionnelle 4 la distance separant lg centre et

la ligne de courant consideree , cet ecoulement est appele :
Vortex .

Les composantes de la vitesse dans les directions radiale, et
tangentielle sont Vr et Vu .
ou Vr=0 et Vusc/r

On voit facilement que 1 ecoulement a vortex est:

1-poss1ble physiquement pour un ecoulement 1ncompressible avec
1l equation de continuite V.V=0,

2-c est un ecoulement 1rrotationnel sauf a 1 origine V=0.

Far definition du vortex on at
Yoz &R

pour evaluer c , on doit trouver la circulation autour d une

ligne de courant circulaire de rayon r donnee pars

r‘

anr

r":-f Nds = V. ave dos Vyz - (w)
c
En comparant avec UUlQh on tire c
n
o
av

Cela montre que la circulation pour toutes les lignes de courant
a la meme valeur c est a dire

Pz . aRe.
Far convention ' est appelee i1ntensite du vortex et 1 equation (%)

represente le champ de vitesse de | ecoulement a vortex
d intensite .

10



Vu est negative quand I est positive ,c est a dire yun vortex a
intensi1te positive tourne dans le sens des aiguilles d une montre.

: -
Il serait necessaire de connaitre la valeur de VsV pour
r=0,pour cela nous rappelons 1 equation de I' :

P-_ ((S (Txv) ds = . z2%c.

ka)wt ds ont la meme direction ,les deux sont perpendiculaires au
plan de 1 ecoulement .

Et 1 equation peut etre ecrite:

2ge: (((@ev)ds = ([ )9av) ds.
(%) S

L integrale de surface est donnee par 1 aire circulaire a
Il 1nterieur de laquelle I' =-2nc @8t evaluee le long de la ligne
de couranty cependant 1 'aire & 1 interieur du petit cercle a
l origine est i1nfiniment petit et:

Jj IV!V'JS —_— lv!V[JS.
()

En combinant les deux equations

ane
lrxy) ds: 2%¢e =p(TxV)=

quand r—a 0 = ds —=0 et la limite |[T<VI—s oo

Le vortex est un ecoulement irrotationnel en tout point a
l exception de 1 origine (r=0) ou la vitesse est infinie donc
1 origine est un point singulier du champ d ecoulement .

Le potentiel de vitesse est:

= NezoO

i



par i1ntegration 3

rl

:—-—-—-9

$ a0

La fonction de courant est donnee par:s

IR A A Vez ©

o0

L B
2 amr

Par i1ntegration on obtient:

rl
" — r
Yt b

4%



11. EQUATIONS GENERALES:
Les principes de conmarvation tires de la mecCanique et de

l1a physique conduisent & etablir un certain nombre d equations
generales .

I1.1 PRINCIPE DE CONCERVATION DE LA MASSE:

C’est un principe de physique permettant d etablir une
relation entre certaines caracteristiques du fluide et ses
mouvements , independament des causes qul les provoquent.

Il se traduit par 1 equation de continuite :

20, div ov=o

ou

Jiv oy 1IN+ %an

En mouvement relatif |l equation de continuite s ecrit :

2, Jiytw=o

ot
Four un ecoulement stationnaire:s
cﬁ\f(ﬁ?:O.

11.2 FRINCIPE DE CONSERVATION DE LA QUANTITE
DE MOUVEMENT:

C'est un principe de mecanique permettant d etablir des
relations entre les caracteristiques du fluide , de son mouvement
et de causes qui le produlsent (forces).

Il se traduit par 1l equation de la quantite de mouvement ou par
1l equation fondamentale de la dynamique:

Fe - famigm- gelps £

1 force de viscosite
grad p force de pression
gradiigH) force de volume ou de pesanteur



11.8 PRINCIFPE DE CONSERVATION D ENERGIE:

Frincipe d energetique : premier principe de
la thermodynamique qui permet d etablir des relations entre les
differentes formes d energie mises en jeu.

Ce principe ennonce que la derivee par rapport au temps de la
somme de son energle cinetique est egale a la Pulssance mecanique
fournie par les forces exterieures et la puissance calorifique .

Elle se traduit par 1 equation d energie :

j{" v grder Tgmds . Tant?s £20

Enthalpie totale
Enthropie

»
[T T

14




I11. ECOULEMENT EQTENTIEL ET NOTION D AXISYMETRIE:
111.1ECOULEMENT FOTENTIEL ABSOLU:

Les ecoulements potentiels absolus sont caracterises par la
condition gque la rotation elementaire de particules fluides
gort etre nulle en tout point.un ecoulement absolu avec une
fonction de vltus.. en un point UEQEF,t) est donc a potentiel de
vitesse 81 V«V=0en tout point et pour un temps quelconque.

En 1 ab=ence de discontinuites de 1 ecoulement la
circulation 1le long d un contour ferme doit etre nulle pour les
ecoulements a potentiel de vitesses.

c est a dire ques:s N
P fnlr.\l : jﬂ’-‘? A.ds=z o.
c (3) .

L 1ntegra1g¢ le long d un contour ferme est nulle seulement s1 le
prodult dr.V=dy est une differentielle totale
ou Y est une fonction scalaire a determiner

Jq:(é Ix + EJ’;?- JZ) gy .
=) 3 a, 2z
En coordonnees cartesiennes un point p est repere par ses
coordonnees xX,y,z du vecteur r.

= 2Ty +‘V:;* 533'

En passant d'un point P a un point Q@ de coordonnees x+dx,
y+dy et z+dz > -

connalssant les relations entre les vecteurs unitaires :
- - - -
?1 ?2_- Lz tg = CqCl3z=0.

et - -

— - -
Qts=Ly = c3l3=1.

En i1ntroduisant 1 operateur V.
on a donc:

du (g7 9y - dr.vq.

ou
2¢ 5 24> Yy >
TP= g = = . (4
4 x 14—)7(-1}‘}2‘—3 )



Donc la fonction vectorielle V=V (r, t) doit

t -
relation: satisfaire la

Ve 7. ¢ (2)

OU  pour un ecoulement non pPermanent la fonction

fonction de 1l espace et du temps.

Q= p(PE). (3)

La fonction Y
connailtre

doit etre une

est appelee “paotentiel de l ecoulement” _pour
les fonctions de vitesses aux differents points,elles
Peuvent etre determinnees Par integration du systeme d ‘equations
awx derivees partielles exprimees par 1 eqt. (2)

V' (?: Uy {b"') -0
Donc,pour 1'existence d un potentiel g ecoulement,une condition
necessaire et suffisante est que VxV=0, ®

L equation de mouvement d ' un ecoulement irrotationnel
isentropique est donnee par :

pour V‘?-_—o s V=0 et ?‘0.
A 1 aide de 1 eqt. (2) le premier terme devient :
av _ 299 i v(a_tn_

puisque 1 'ordre des derivations par rapport a 1 espace et au
temps peut etre interchange.

AINsS1 pour un ecoulement potentiel absolu on a:

v (jip‘f'“f)-:o, (%)

ou bien puilsque

H:_H;g" -&?2

’
e gf*"‘+f - ?2: Constante,
€

il




111.2ECOULEMENTS A SURFACES DE COURANT AXISYMETRIQUES:
111.2.1 ecoulement abspolus

Un ecoulement a travers une grille d aubes rotative ou
stationnaire ne peut etre axisymetrique si 1 ecoulement exerce un
moment sur les aubes.

Donc les surfaces de courant ne sont pas des surfaces de
de revolution , cette situation est representee par la figure (1)

‘bu«%nm Jecolement(s) .
aur(ace de venolutionSm)

figure(l): Surfaces de courant d un ecoulement
bidamensionnel dans une grille

En general la vitesse V peut etre exprimmee par les composantes
Vu.Vm et Vn dans les directions des vecteurs unitaires 11,12 et
13 respectivement.

Cependant,en un point particulier P,la surface de revolution
om peut etre telque la composante de vitesse Vn normale a la
surface de courant soit nulle en ce point ,ceci1 n est possible
generalement que pour un seul point le long de la peripherie du
cercle de ravon R,en d autres points du cercle la composante Vn
est di1fferente de zero.
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La condition g;un coulement p.?nan.nt 1sentropique dans le
systeme absolu Vx(VxV) est maintenant exprimee en un point F ou
vn=0 pars:

VI(G': ?1 3‘4.—; n 3\!#} _qum\.'_ éf&:‘ QV;, \4-83 _\’: -—“.ﬂ“.’l\(c)
&  on / R \3dn 36/) /\38 Om |

On peut noter que les derivees de Vn dans les differantes
directions ne s annulent pas meme s1 Vn est nulle au point
particulier P,ou V peut etre exprimee par:

= E: Vu ¢+ Z;.v"'"
Donc au point P on a:

— -3
W), Vm(*&:_ a_c_g_y_u_) [ :.3(
R

om Y

a{auu)- a_vn s
R | 2P em

©)

rid 2(R
& G B_U_/ ( v“) 3\"') = Vm:}_u_',' + 8..._.\’“ \’nlv.nzkﬂ'l]:(?

R [ 20 - o0 am an

Chacune des trol1s expressions entre parentheses doit etre nulle;

2Um  HRVS) _

oP Sm
2URyYy) _ 2 o
anr ¢
if/.&f_’.‘ _ 24 _Ym 2¥ L Vm %. 4 szknzg_
QR an 214 om on

la surface ©Sm (surface de revolution) n est une surface
d ecoulement que s1 les variations de Vn dans les directions de

¢ et m sont nulles
Nn
20
3 Vn
am

1 sgquation (7) montre que cecl est impossible pour un ecoulement
permanent, isentropique ou les composantes Vu different de zero

=0

=o
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Cependant,pour les ecoulements potentiels absolus avec vu@-o une
une possibilite peut exister.

S1 la courbure Km est donnee par:

1 Vm (a)

Four un ecoulement donne on peut voir de la composante en il de

1 eqt. (&) que la derivee Vn/ m est nulle pour un ecoulement
absolu avec V.V=0,

51 1 aubage est telque:
(V) ‘ )
on
Oou bien que le produit RVu est constant le long de la normale a Sam
avec la courbure km donnee par 1 eqt. (8),et puisque pour V=0 on

a la composante en i2 de 1 eqt. (6) qui doit aussi etre nulle,on a
donc de plus

A =D,
-1
Pour V‘G;O la composante en i3 de 1 eqt.(4d)donne une
condition supplementaire:. IJVm o S(RVW)
20 2™
Indiquant que la composante de vitesse Vm doit varier dans la
direction peripherique si le produit RVU varie dans la

direction de la generatrice m.

De 1 eqt.(7) on peut voir que les conditions des eqts. (B) et (9)
ne redulsent pas les variations de Vn_a zero pour un ecoulement
permanent 1esentropique avec ? x (VxV)=0Q) .

De la composante en 13 de 1 eqt.(7) on obtient la relation:

2V a Vm 2Un
RJE Ya om.

(10)

D ou les ecoulements permanents isentropiques ne peuvent avoir
de surfaces de courant axisymetriques.

Cependant de telles surfaces paralssent possibles pour les
ecoulements 1sentropiques permanents qui sont & potentiel de
vitesses(irrotationnels) avec VeV=0.Dans ce cas il ne peut Y
avolr de discontinuites aux bords de fuites des aubes.



Des etudes ont montres que. des ecoulements permanents
arbitraires ne peuvent avoir d'axisymetrie des surfaces de
courant,des ecoulements speciaux existent telque les ecoulements
de fluides incompressibles a travers des grilles radiales pour
lesquels la possibilite de 1 axisymetrie est possible:De tels
ecoulemebts peuvent etre calcules comme etant des ecoulements
bidimensionnels.

De 1 eqt.(9) on a vu que pour avoir 1 axisymetrie de surfaces
de courant 11 faut que le produit RVu doit etre constant le long
de la normale ; cependant si 1 ecoulement est suppose etre
bidimensionnel non seulement RVu malis aussi Vu doit etre
constante perpendiculairement & la surface d ‘ecoulement.

9(2‘)‘0) = ae Vo + Y 4
en on on

4i1ns)1 s1 les composantes tangentielles Vu ne sont pas nulles la
relation ci—-dessus n est verifiee que pour:

= O

2N -0 Si iﬂi z O
an an

cec1 est.si R ne varie pas dans la direction de la normale n.

A

figure (2): surface de courant axisymetrique.

20



Alors comme le montre la figure (2)1 axe n doit etre parallele
a 1 axe de symetrie, autrement dit la surface de courant est
perpendiculaire a 1 axe.
La composante de vitesse Vm est donc dans la direction radiale:on
obtient un systeme de Coordonnees cylindriques avec = "/2 .
S1  un ecoulement bidimensionnel a lieu ,toutes les surfaces de
Courant doivent etre des plans perpendiculaires a 1 axe,cec:
N 88t possible que si le fluide est incompressible .

L equation 39 continuite se reduit donc a:
V.V=0

Four le systeme de coordonnees de la figure(2) on a:
pPour Km=Kn=0
@t puisque m correspond a Ry

> A DV 1 2(RVm)
NE s —_— e—t = O
Vi 'St & =%

-
Cette relation montre Que la relation V.V=0 est automatiquement
satisfaite par une fonction scalaire:
¢ = ¢ (R,0), si

oV . N (11)
et SET

2Y. L v, (12)

o0

L ecoulement cons dere est irrotationnel,donc il doit satisfaire
la condition ViV=0 de 1 eqt.(% pour Km=kn=0 ,vn=0 et toutes
les variationsdans la direction de n sont nulles
i -
Vx\?: L3 (a\'n = s Vu))___o_
R 20 ok

Puirsque m correspond a R.

En 1ntroduisant les eqts. (11) et (412) dans cette relation:

of ~LS2e ™ 2/ 2%\
- R 26 J 2L / _
26 YO
pulsque _‘2__2,;.9
20
1 23y Ay
2+ D2 - oe- *2 3“"‘ -3 (13}



L oegl. il 23t uneg equation au. derlivees partielles qui peut etre
2s0olue pour des conditions aux limites connues comme on le verra
e2n detalils dans le chapitre (VI).

I11.2.ZECOULEMENT RELATIF:

Une etude simillaire peut etre faite pour un ecoulement
relatit permanent avec:

W ox (TxW 4 23 )=o (14).

La surface de revolution de la figure (2) represente la
sur face Sm qui tourne avec'une vitesse anqulaire J o4 jJ est le
vecteur unitaire axial .

A noter que la direction de rotation coincide avec celle du
vecteur unitaire il.

.2 vecteur vitesse relative W en un point arbitraire peut
= s:xprimer en fonction des composantes Wu,Wm et Wn dans les
directions respectives des coordonnees .m et n

Elle est donnee au point P par: (15)

—
W=11Wu+12Wm

Ce l egt. (&):,en introduisant les composantes de la vitesszs W
correspondantes:

—

= C 2(RwW ¥ 2w
U . E‘; L)wa _ eWm W k“\ g ( ut w J_ n ) ¥
m

an 2 2n 28
(6) .
{ SINm :fth} e
. 20 am )

+
al‘,.s

7- D CosA - L3 Sin A
ae
puisgue §1n>=)—g—- et cosas — -
am

Lonc,avec 1 eqt. (18):

—
vmu‘?*ﬂzzz a(m - )_H?_wn&,’)"_ 2(9(2&0;;4&021)- 214,
am an R \ - a0 /

. ..z( dwa AWy “'") ) (17}
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De plus,pour W donneé par 1'eqt. (15) au point P,

3
;U?It W!\;U-)) 4'2‘3 - ?“f, W (3Wl| _Qfewu'uul'ﬁ\!* 2‘ wu(wlzw“wﬂ")_a_u:r\.*
~ R 26 an / 2 > m 2 |

LT ([ w8 2nY o wn) (e
R \ on >0 / a9

S1 dans 1'eqt.(7) le produit RVu est remplace par (RWu+«R?)1a
forme de 1 eqt.(18) est la meme que 1 eqt. (7)

Donc les conclusionsconcernant la possibilite d existence
del axisymetrie des surfaces de courant sont les memes que celles
tirees pour les ecoulements absolus.

Les conditions sont :

la quantite (RWu + «R> )ne varie pas dans la direction
perpendiculaire a la surface de courant.

La courbure de la surface de courant eat donnee par =

w,
K - _A D W & (8o ,w!‘}_“
Wa 30 an

A 1 exception des ecoulements absolus de fluides incompressib-
les a travers une grille radiale ni les ecoulements dans une
grille stationnaire ni les ecoulements relatifs dans une grille
rotative ne peut avoir une axisymetrie de la surface de courant
meme s1 de tels ecoulements zont supposes 1sentroplques.

D apres 1 eqt.(17) on peut voir que pour un ecoulement relatif
avec Wx(y + o) la derivee H&wu;mc‘)/gn doit etre nulle pour
surface de courant axisymetriquey or pour un ecoulement
bidimensionnel la composante Wu ne varie pas suivant la direction
perpediculaire a8 la surface d ecoulement:

D apres 1 equation:

1
;[ghw41u2‘)-; 2 2w, TS -] - - lujﬁ?iﬁ.:o

on peut voir que pour avoir la derivee a““/m. nulle ( variations
de Wu suivant la normale) pour des valeurs non nulles de Wu la
derivee ?R|3y doit etre nulle,donc par analogie aux mouvements
absolus, les mouvements relatifs doivent avoir des surfaces
d ecoulements qui sont des plans perpendiculaires a 1 axe,le
fluide doi1t etre donc i1ncompressible.
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L equation de continuite de tels ecoulements s 'ecrit:
V. X= o
= = > v 1 ’{RWh)
V-IN:—-A—. — g — ——
R 2¢ "4 on
Une fonction scalaire satisfaisant 1a relation ci-dessus si:

( 27 - w 19\
R
i ,;ig = _ R Wm (20)

D'apres la figure (2) le vecteur unitaire axial J=—3i3,
D‘od:

-l -»
. :5: MJ =-(’3w'

- -
Et la condition Vxw = _2.29 aboutit a:

v;&’;.:.-;’s: s /3 wWm JIRWU’)—“; 2w =0

R{ Jo IR

En 1ntroduisant les eqts. (19) et (20)

..‘.'_.a_z_q:-t-p_z_z-a-_f_.a_‘_p_:-zw. (21)
Rt 9pt aR2 2 2R

ou

Le Laplacien de 1a fonction de courant PoOur les ecoulements
relatifs est donc €gal & une constante.

On voit que 1 eqt. (21) est une forme speciale de 1 equation de
FOISSON. Cette relation peut etre appliquee pour une grille
radiale avec un grand nombre de fines aubes.

Comme premiere approximation on peut supposer que la vitesse
Peripherique est faible ou nulle:

Donc: .if : Wy = o

ok
Des equations (20) et (21):

<
1.9V | 1 a(-ewa) %

—_— 3
Fuisque % o R 29

22c0 lmg OB . 2k W,

— -

n= 2c0R0, de)
26 20
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Ou la fonction d integration C(R) est une fonction de R qui peut
etre determainee a 1 aide de 1 equation de continuite.

Four le systeme de coordonnees represente par la figure (3) . on
peut voir que ©O augmente dans la direction de rotation d ou la

composante Wm augmente lineairement avec 1 angle®.

Lurkine

figure (3) : distributions des vitesses.

La figure (3) montre les distributions de la vitesse Wm pour des
ecoulements radiales entrants et sortants entre deux aubes
adjacentes,ou C(R) est la valeur de Wm sur la surface de 1 aube
pour © =0,

On peut voir directement de la figure que la pression statique
exercee sur la surface de 1 aube est grande aux point ou la
vitesse Wm est faible et vise—-versa ,comme on peut |l obtenir en
appliquant l equation de Bernouilli pour les ecoulements
permanents avec Wul=Wul=0.
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En conclusion ,on peut dire gu un ecoulement strictement
bidimensionnel ne peut avoir lieu gue pour des mouvements de
fluides 1ncompressibles a travers des grilles radialesentre des
plans perpendiculaires a 1 axe .

S1 les ecoulements dans les turbomachines sont trairtes en
supposant 1 existance de 1 axisymetrie des surfaces de courant il
est a signaler que les resultats obtenus ne sont que des
approximations suffisantes pour avoir un ordre de grandeur sur
l ecoulement dans la rous.
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[v.

EASSAGE A L ECQULEMENT QUASI-RIDIMENSIQNNEL DANS LES
TURBOMACHINES :

IV. IHYPOTHESES :

1- Ecoulements isentropiques

Z- Ecoulements permanents

3= Fluides incompressibles

4- Axi1symetrie des surfaces de courant .

Les premiere et deuxieme hypothese doivent etre prises en
consideration pour 1l etablissement d une theorie generale.
La trolsieme est licite dans le cas d une pompe a eau.

Les ecoulements a travers les stators et les rotors ne peuvent
avolr d axisymetrie des surfaces de courant si 1 espacement entre
les aubes est fini ,4 1 'exception des ecoulements de fluides
incompressibles dans des grilles radiales avec des surfaces de
Courant qui sont des plans perpendiculaires a I axeszl analyse de
tels ecoulements au moyen des fonctions de courant revient en
particulier a la resolution de 1 equation (III.13) pour les

ecoulements absolus et de 1 equation (III.21) pour les ecoulements
relatifs.

des procedures similaires appliquees pour des grilles
quelconques constituent des approximations pour les rai1sons
sulvantes:

1-Impossibilite d avoir des formes d aubes satisfaisant

les conditions necessalres pour une axisymetrie des surfaces de
courant.

Z-L ecoulement n est pas necessairement bidimensionnel meme =1
ces conditions sont satisfaites .

Cependant,en vue des difficultes associees & la determlnation
du modele d ecoulement dans les turbomachines on ne peut se
passer de telles approximations dans une theorie aussi
complexe que celle-ci1 1l faut considerer que les solutions
obtenues ne sont pas totalement exactes mais suffisantes pour

avolir avant tout une valeure d indication sur 1 ‘ecoulement
etudie.

Ces ecoulements seront appeles “"ecoulements quasi-bidimensinn-
els",on doit savolr que de tels ecoulemfnts n existent pas

rezllement mais qu 1ls representent une si1tuation d ecoulement
1deall1see.



IV.2ECOULEMENTS MERIDIEN:

——

figure (1): plan meridien (Hub to shroud)

L etude de 1 ecoulement sur le plan meridien considere que
toutes les varilations dans la direction de ne sont pas prises
en compte , ce qui revient & la resolution de 1 equation aux
derivees partielles qu' on ne va pas developper puisqu oOn ne
s 2est pas i1nteressees a cette partie de calculs .

on peut obtenir les lignes de courant du plan meridien que
on 1 on va utiliser pour le calcul de 1 ecoulement Aube a aube
pour cela on ne s interesse en general qu’'a trois lignes
essentielles et representatives de 1l ecoulement : la ligne du
flasque superieur {(shroud) , moyenne et flasque 1nferieur (hub).

[V.3IECOULEMENT AUBE A AUBE:

p’dure (2): Plan pube_dube




Pour 1 ecoulement dans le plan aube a aube les

vitesses suilvant la normale a4 la surface d ecoulement ne sont
pas prises en compte .Ainsi il n est pas necessaire de
differentier. entre les ecoulements uniformes et non
un) formes,auss1 11 n est pas possible de considerer les

ecoulements avec des ditributions de vitesses particulieres
perpendiculaires a la surface d ecoulement.

Donc 11 est suffisant de trait-r les ecoulements absolus

irrotationnels et les ecoulements relatifs satisfaisant la
condition : Vel = - 233.

A partir de 1 analyse des ecoulements relatifs ,les relations

pour les ecoulements absolus irrotationnels sont obtenus en
posant @ egal a zero.

figure (3): surfaces de courant axisymetriques.



L ecoulement sur 1a surface axisymetrique Sm a generatrice a
peut etre representatif de 1 'ecoulement general a travers Ja
arille pour une surface de Courant axisymetrique avec 2Wa _, 13
composante en 12 de 1 equation (17) s ecrit: o0

(RN 4 o R2)
an

=0

Puisque b (hauteur de 1 aube ) est Supposee faible devant R cette
condition peut etre adoptee.

En posant 1'eqt. (17) egale a zero:
. k > [ 2R
» = [ OWa o Wm Wm B 4.£1{
Tew + 2wz 4 - = R
2m 2n
4_6; p X779 - HRw., 4‘”22)] -0
2 ( >0 am

Les relations Sulvantes sont obtenues pour une surface de
courant axisymetrigue.

Wy, we? _Wn)+
n 2e

IWm Wmh"l = © )
&n

oWp _ BEeN P WG o b5 iR (2)
29 Im on >m

De preferance la generatrice m est prise telque la surface Sm
divise la masse fluide en deux Parties egales,on peut supposer

donc que le rayon R,la courbure km et | ‘angle x sont connus en
tout point sur la generatrice.

1 eqt. (2) represente 1 equation de Mouvement de 1 ecoulement
quasi-badimensionnel sur la surface de Courant axisymetrique
Sm,cet ecoulement a Jles composantes de vitesse Wu et Wm qui
subi=ssent des variations dans les directions de m et e

L ecoulement a travers le rotor doit auss) satisfaire 1 equation

de continuite qui,pour un ecoulement Permanent conpressy,bl_e
5 ecrite

ﬁ:ﬂp‘* ’VG$_:Q

Avec  py'- D (Pwy) 4 & (Prim)

il 9(?1&’): iém +-LM + PWo koo (3)
R a0 R am



La courbure peut etre exprimee parg
(4)

knﬁ._l jﬂi .
b 9m

les variations de b peuvent

Four un passage d ecoulement donne,
etre exprimees par une fonction de m, d'ou les valeurs de kn sont

aussl des fonctions de m.
1'eqt. (4) dans 1 ‘eqt. (3)
)
2(Pwo ” ORWm)
29 om

En introduisant +sOn obtient:

Et puisque b ne varie dans la direction de ? :

oblwy) , HbPRWm) a
36 am

(%)

I1 est maitenant possible d 'etablir une fonction de courant qui
satisfait 1 equation (35) ,dont les derivees sont:
' 2"” = L?Wu
om
3 a" = _M!Wm
20
valeurs connues de b,R,Wu, et Wm,la valeur de 1la
de ces

Four des
fonction de courant

equations.
51 Wz (B +M) sont connues les composantes de vitesse peuvent

peut etre obtenue par integration

etre determinees pars
Wy = A 9_‘4:'_ . (€)
b am
(M

o1 o
We = 71PR 50

3




Puisque la vitesse W doit satisfaire 1l equation de mouvement ,la

tonction Y doit correspondre avec la condition exprimee par
1 equation .l2)2

oR oR
a-Wl'l L. R}WU & —'—"'WU 2 2w2 3:.
Avec les equations (&) et (7)), puisque b et R sont

independants de 0 13

WAL AVE 220 ?.“:)&% 1w L lawe®
e G\Bl o7 ) om bt 2m om

En derrivant les termes entre parentheses et puisque %%-:1n9.

4 e 1 a(lnf) dw 3R _ata®M)\ ov . alfciaa
22 20* om? * Qe 20 \ 2m am om

(8)

ou Ln ( J:test le logarithme neperien.
ou sous la forme:

g oty , O ' ot dw (.n‘.qA 7 a(bI’J)aw . _2bPw sinx
. 4+ s + — — ] —

2t g6t 9m*  fg* o0 36 g bl om /am (9)

Four les ecoulements de fluides incompressibles, la relation
applicable est:

L2 v sina . L oBb) 82 | _ablfwsiar (W)
R2 981. 2mit - 1_3"" am

Four un ecoulement radial avec =n/2 @atO b constante la relation
applicable est identique 4 1 equation (13)

s g . RS e

+ — — ._..O

R2968  2R* R On

jes difficultees rencontrees lors de la resoluton des equations
ci-dessus resultent du fait que ces dernieres doivent etre
resolues pour des conditions aux limites imposees par le profil de

] aube ainsi que des conditions d ' ecoulement al amont et a 1 aval
de la roue.
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Aux bords de fultes des aubesz la .« tti1on dite de kUTTA doit

etre verifiee § cette condition ,sp fie que le point d arret
dappele aussl point de stagnation de | ecoulement doit coincider
a.== le bord de fuite de ]l aube pour eviter les ecoulements

parasites autour de ce dernier.

La fonction de courant pour un ecoulement absolu quasi-bidimen-—
s1onne! dans des grilles statonnaires peut etre obtenue a partir
de 1 equation tcs) 2n prenant wW=0 et en remplagant les vitesses
WU et Wm par les composantes Vu et Vm de la vitesse absolue V.

Il est a noter que le second terme de 1 equation [$) disparait
gans le cas ou 1l angle » est nul en tout point ceci est par
e2remple dans le cas d une pbmpe axiale , on peut le voir aussi a

1 amont de 1la roue d 'une pompe centrifuge s1 on suppose que
1 entree est axiale .
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Ve QDI TI T

fevant 1 exista d un® 1nfinit. =2 solutions pour 1 ecoulement
patentizl, e 101 I une sali 1on particuliere dol1t etre
“fasc,pour cela on a Sesoin d une condition  supplementalre gqul

fi = la circulation I' pour un profil donne a un angle d’attaque
d=~~ne . ]

evamen de resultats experimentaux sur le developpement du
‘mp d ecoulemeEnt autour dun profil place en mouvement apres un
=r-t d arret a montrea qu  au debut J- J’ecoulement tenc a
corntourner le bord de fuilte du bas vers le haut de la

!

sur face comme 1 indique la figure (1) -.cependant des
considerations plus avancees sur 1 ecoulement incompressible
montrent {d apres des resultats theoriques ) que la vitesse
de.1ent infiniment grande a 1 extremite du profil , ce qui est

1imoposs:1ble du point de vue physique d ou ce type d ecoulement est

‘represente par la figure (l.a) ne dure pas longtemps :c est une
phase transitoire .

(r) ()

v o

._—u-——-_~_“‘h‘_

figure (1): effet de differentes valeures de la circulation sur
1 ecoulement potentiel.

Apr ES le passage de la phase transitoire 1l ecoulement perman=nt
= stabli1t .
En se referant & des photographies schematisees par 1a

figure (1) montrant gque 1 ecoulement quitte 1 1ntrados et
1 2«trados du profil sans perturbations, il en decoule que:
1 scoulement permanent etant etablit une valeur particuliere de
la circulation ( T2 ) est adoptee.

=
Cz=tte valeur resulte dans un ecoulement gquittant le bord de
u:te sans perturbations.
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Catte observation a ete faite et wutilisee dans 1 analyse
theorique par M.WILHELM KUTTA en 1902 et est devenue connue par :
"“la condition de KUTTA"

Dans le but de 1 application de la condition de KUTTA dans une

analvse theorigque on a besoin d etre plus precis en ce Qqul
concerne la nature de 1 ecoulement au bord de fuite .

Le bord de fuilte peut avoir differentes formes , 1l peut etre a
angle fini,11 peut etre sous forme de biseau ou arrondi.

vz -*
g NN
-\-.Vf ..,;-.!f "“'-..:"""L
-h“. - "‘ -

&\"'2‘
»

-a- -b-

figure (2): differentes formes possibles du bord de fuite.

En considerant la forme representee par la figure (2.a) . Vi et
VI etant les vitesses respectives le long de 1 extrados et
1 1ntrados.

S ces viteszes sont a valeurs finies au point a on aura deu:
.1tesses dans deux directions differentes au meme& point .
cependant ceci1 est impossible du point de vue physique pour cela
is seule solution c est de considerer V1 et VZ comme etant nulles
au point a.

Four la forme representee par la figure (2.b) les vitesses Vi et
U =zont dans la meme direction , donc elles peuvent toutes deuw:
avo1r des valeurs finiess cependant la pression au point a n a
gu une valeur unigue .

En appliquant 1 equation de Bernouilli entre les surfaces du haut
et du baz 1mmediafement adjacentes au point a , on a:

T #y? 1 2
j P;Jz- ] - P‘ ' ).., "V,.'
D ou
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On en conclut gque pour cette forme du bord de fuite les vitesses a

la sortie ( sur 1 'intrados et 1 extrados ) sont finies et egales
en module.

* Methode utilisee par R.Zgouli pour 1 'application de 1la
condition de Kutta.

La methode de KATSANIS pour le calcul de 1 ecoulement

suppose la deviation de 1 ecoulement a4 la sortie 83 connue (a
1 infini aval).

La deviation au bord de fuite A2 est donnee par la relation:

‘?ﬁl :( ﬂB .‘:2_.4. 6&-"("3—:—’-,1:),"5)&1 (4)
by Py, 9

determlnee a4 partir des equations de continuite et de quantit= de
mouvement.

predire 1 angle de sortie est d un interet important pour la
definition des perfomances d une turbo-machine telque la hauteur,
la pression et autres .

L 1dee de base est de ramener 1 angle A2 par un processus

itteratif a la valeure pour laquelle la condition de KUTTA est
ceri1fiee.

L2 plupart des auteurs conviennent a egaler soit les coefficients
de pression s0it la vitesse relative de part et d autre du

orofil le plus proche possible du bord de fuite pour la recherche
du point d arret.

- Methode de prediction de la deviation =

L ajyustement a la condition de Kutta peut etre recherchees 3
|l ai1de de deux orocedures differentes:

—Egalisation des vitesses relatives au bord de fuite
-Egalisation des coefficients de pression .

-
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Dans cette

presente etude on utilisera le premier cas, C est
dire

a
1 egalisation des vitesses a 1 i1ntrados et a 1 'extrados au
volsinage du bord de fuite.

-Frocedure de calcul:

— choisir un point Pl intersection du profil avec la
veéticale la plus proche du bord de fuite.

~Trouver son symetrique Q1 par rapport a la mediane calcul
—&e par la tangente de cette derniere.

-8 etant supposee , on calcule B2 a partir de la relation (A).

Un calcule 1 ecoulement d apres la methode decrite ci-dessus, on
dedurt la vitesse relative au point P s et par i1nterpolation
c2lle au point Q, les deux vitesses etant connues on cherche 4W:

aw= Wp-Wa.

)
S T TS
L '\
1w ¢ €. " T e N

—t—
22
f -]

-4
Et etant 1 'erreur toleree pour la vitesse par exemple E¢= 10

wg.

alors B3 est 1 angle recherche ; sinon on recalcule une nouvelle
3leure de B3=83+ €

et on refait le calcul jusqu a ce
aboutisse a la condition(1).

On prendra 1€] =1.5".

qu oaon
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La condition de KUTTA !e'resume-dcnc comme sult :

—pour ° un profil donne a4 un angle d attaque donne 1la
circulation T autour du profil est telque le fluide quitte 1le
bord de fuite sans perturbations.

- S1 le bord de fuite est & angle fini, donc c est un point
d arret pour Vi=V2=0,

-51 le bord de fuite a la forme de biseau,les vitesses
quittant 1 1ntrados et 1 extrados sans perturbations sont egales
en module et tangente a la ligne mediane.
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V1.ANALYSE NUMERIQUE DE L EQUATION FONDAMENTALE :
VI.1DISCRETISATION DE L EQUATION FONDAMENTALE @

so1t l1'equation fondamentale de 1 'ecoulement non
“1s5qQueux dans la roue est donnee par:s

adiol¥ | AR Y. 3¢ I (s____ LN altesinn
R 282 om* Rz 96 2p R LP om am

Ayvant a resoudre une equation aux differences finies qul est
basee sur 1 approximation ¢ discretisation ) d'un operateur
differentiel par un operateur aux differences finies (annexe A).
| equ=tion peut donc S approximer par:

2 2 2 Qn)L]

z o ot 2 L +
"\ hha i 1’3"4)3"} 11.(’-,45;)‘3'1'1.’."&("34-51)‘? 'J*(l‘s(“ﬂ'u) 9-:;(“34"‘-!)

bigor - bi 51 2 Sina; biyas,_b:- -—CIRA
+ ——u) . + 3 oF = § 44 Tk -",1_.__2_1:-4‘& Sm2.J
bif (hy +he)* &3 ("ﬂ hashy) i (hat he) by (hsehg)? “ 9 ¢

Cette eguation est applicable entre deux aubes adjacentes a
I 1nterieur de la roue, a 1 amont on considerera que 1 entree est
@71ale et on applique 1 equation suivante avec > =0 ce gqui
revient donc a la resclution de 1 equation de Poisson .

" 1 aval on considere Qu” on a un diffuseur avec une largeur b
constante.

= 2 G, = T ——-2 44, ) = - 2020 )y,
(’h‘u ! ’:;—‘N)}‘f & hy (hysha) 1&“""4’ halhi+ha) [}H‘q 4.("3“#"3) ?')‘("'4""5’)}3 ]

+( 5 + SInxi; _ . _{23L5h355.
a.,(x,yx,') 2,;,-(;,”;.3) ?nTu q

la resolution de telles equations revient donc a 1la resolution
d un systeme d equations lineaires Ax=B avec 1 une des methodes

numeriques connues.



Le nombre de noeuds du reseau etant important le temps de calcul
risque de devesr prohibitif aussi prefere —t- on d 'utiliser une
methode 1tterative : la methode de relaxations.

V1.2 DISCRETISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES:

Les valeurs des fonctions de courant sont donnees d apres
les equations ( 9 ) et (10) et les vitesses donnees par la

fonctionde courant en remplacant par la fonction
adimensi1onnelle y:

3y . ., il A 9y
a6 9 Y /YT

29 2t w, ge oA 34 .
om q 6 dm

a- A 1l entree 1limite AH

En approximant la Tonction pars
_9_?_ z i‘.ﬂ:; = ..F—!’i- Wm Q)
26 -0 &
. Y4-Ye . - Pt we (%
om m.me A

Au noeud 4 leqt. (2) s ecrit:
ge -go= ~emliggie

jo.‘- j“- %WO'JM-
ON reecrit 1 eqt. (1) au noeud 4
- 4 8‘..6‘ Pﬁé_'_r'.“ -
Yo = Y4 + (Ga=by; oidim

Entre les deux aubes

- » Yole A -
90-9: /g ek Wm PR -?L: 2t 5-59-1_

D ou w'q q
NE ——
5 Tir

En remplacant dans (2) on aboutit a:

hy S2P
Bl
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Donc 1 equation de la fonction de courant a 1 entree s ecrit:
ko By
L 3y =A%
?u ?4 'Aﬁ

De la meme facon on trouve la fonction de courant a la sortie:

d une maniere generale les deux equations s ecrivent:

-A 1 entree

{ ‘
7,."0 = ?{«,1 4 h‘ '—si

80,

-A la sortie

¢
oo g by DHR
¥ = G =0y

ou f est le pas entre deux aubes successives ,s @tant constant.

b-Limites superieure et inferieure 3

Sur EF et HG 2

En utilisant simplement 1 equation fondamentale :

?c - :‘:’(J-'vr‘ 9131_433"* a‘?g'! + t)

e k- 2w L sina,
q
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le systeme est periodique , on voit clairement que le
B ,d une facon

Comme
point (2) sur HG est le meme que le point (2) sur A

generale sur cette limite.

P A TR E P RPY)

Sur AB et CD :

l‘
0] ¢ —|[ 9 " ‘e & )
1 I Jo( l?ﬂ'l l|}+ -‘l?‘}‘a‘f 3'99.}'..' -;-W;‘Jn}.'_j +k)
Four notre maillage de la region infini amont et 1infini aval
] equation fondamentale est:

Yoim o (Mg Moy e 3 Yiga ¢ s,

W e

Donc connaissant les caracteristiques B , s et r respecti ement a
1 entree et a la sortie on pourra facilement determiner les
fonctions de courant aux frontieres .

c-Limites des profils
te au profil la fonction

En supposant que la vitesse est tangen

ds courant est donnee par 3

zurr 1 1ntados y=0 .
1 extrados y=1 .

S

TION : METHODE DE RELAXATION:
On considere en premier lieu un 1 ecoulement entre deu:
les c est a dire le systeme obtenu est un

oclagues planes paralle
rectangle de longeur L et de largeur l.

v1.3RES
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on divise 1 en n 1ntervalles et L 'en n intervalles - on obtient

21ns1 ( n+l ) ( M+1 )points dont €( m+1 ) sont des points donnes
par les conditions aux limites .

Il nous reste donc (m+1) (n+1)-2(m+n+2) noeuds a determiner 7

on ecrit 1'equation differentielle en chaque noeud PCi, 3 o

ensulte on resoud le systeme resul tant des equations
s1mul tannees.

Les conditions aux limites sont formulees comme suit:

Fho= Ca A

4im:C =N

49,7:C3 = 1A
F-"lt;:&

L equation fondamentale au point P(i,j) s 'ecrit pour hi=h2 et
h3=h4

2 2 1 1 1 - 1 . -0
o ——t ; — = fm it St — Jrpor f—Y, T+1
(a,a A,*)"*?*a,z Jenr AL G 5;3 43
Avec =0, b et r etant constantes le long de 1 axe de

1 ecoulement pour un maillage avec hi1=h3 (cas d une pompe axiale)
1 equation devient :

3 f ; 7 g ; o
—j’:% ?.l "} + }):;- (3;-:,}'1‘3:41.;-'! 3,'}-_' 1 y: ,;4‘?}

i = (g e Gong + gogeat Giger) -

Cela signifie que pour ce cas la fonction de courant

adimensionnelle vy est la moyenne des quatre fonctions de
courant voisines forment ainsi 1 etoile.

S1 h hz.

! : , ?
e 32 (gt ¥a) + gz (giqa2 gige)

EI N e



Si ht hat hathy.

2 2 L . 2 -
'9. 2 :-Z".-‘m ?""'I* hzlkahig‘”'ﬂ 3 3&‘1:{)?'!}-"*l\ql!,ylwiéhj”
¢ 5 ; 2
hiha hs hq

Pour une pompe radiale »=n/2 ,

9L - .?_Q. e 0
™M om

et 1 aquation differentielle correspondante est:

"I‘ __( %Y _,'; Sy ?;*"I + O3 3,—{5_1 + 94 '3"'7*‘ + k)

Avec

g sl oy th TRR AL e R
hihy 531“7 h, (ﬁ,&‘u\ J’L“H I,;)
by- 2 } :? . * : k- ZLUL'
ks (hzs hy) hy (hqs h3) 9

Far contre pour une pompe centrifuge », r et b varient selon
m et 1 equation caracteristique est :

biny= -—( S qi-4g + B2 Qran g+ o TR R 2 ?f-r”}"')- g¥el

Avec
‘313: 2 o ‘S;AA'})— g £"}I4’ - L‘:f’_‘ :
hg(hsthy) g (h3shy) biiy (he443)?
)1‘ & 2 2 Sin A;.i- 5, L;'I‘_f - é; ,}‘4?
hq(hs+ ha) Riyf (hsthy) ln‘.}- (43¢ 44)?
k I.'. . 2..‘_".’ ‘ i ,
3 L ,J lsin F,,} y

a,, aset a,etant determines precedemment.

Ces equations sont appelees equations de relaxations.
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0n peut azccelerer la convergence de 1a methode en introduisant un
tacteur d acceleration (@) j;la relation (¥) devient donc :

3@. - ;['.‘}, 4 % ..-"o'af"}' .+ 3,'3.',3-_4 + 3;3;“4 + 333;,]_\*3'1"1-',}4” k)

* Fas de quadrillage :

La formule de Taylor arretee au second ordre sera d autant
plus precise que le pas du quadrillage sera faible .Mais par

s1llours plus ce pas sera fajble plus 1 occupation memoire et le
temps de calcul seront grands .

Une amelioration peut de la precision est possible
appliquant la formule de Taylor arretee au sixieme ordre , on
peut ainsi 1 appliquer aux huit points entourant le point P(1,5:.

. en

fAvant calcule la solution de 1 equation avec un pas h en
appliquant la formule a quatre points , pour savolr si1 le pas
choi1s1 est assez fin on peut la recalculer avec le meme
quadrillage en utilisant la formule de huit points § on regarde
alors s1 les resultats trouves sont differents & la precision que
1 on s est fixee , sinon on passe a4 un reseau plus fin.

Mais pour notre cas on se limitera au premier calcul seulement.

On precisera que dans notre etude on s interessera surtout a
la derniere equation celle d'une pompe centrifuge et on
utilisera des profils aerodynamiques telque le profil NACA 2412
donne par le schema cilr—dessust:

2

o 0.2 0.4 2.6 og 10

section du profil NACA Z2412.

Four les premiers calculs on suppose que les aubes ne sont pas
inclinnes, le maillage chois1 est :
division de la longeur de 1l aube en 10 intervalles et la distance
separant les deux aubes successsifs en & intervalles.



En considerant 1es deux malllages de |

1INTiNl1 amont ec 1 1ntaini
a.3]1 ONn aura :

16 intervalles sur la longueur nous donnant 31nsi:d
L"Hﬂ(“¥”=?ﬁ7‘puznts ; dont 1(n+n)=1(1rﬂ)dﬂﬁ points donnes
recresentant les conditions au: limites

3 ﬁﬂ¥0(“+ﬂ-20h4”)- noeuds ou leurs Tonctions de courant
== ont determinees a partir du s,=teme d equations de relazaTi10n.
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VIL.INTERFRETATION DES RESULTATS:

Le calcul des fonctions de courant par la methode de
katsanis nous a permis d abord de tracer les lignes de courant ,
la repartition des vitesses relatives le long d ' un canal, a1Nns1
que  la tangente de 1 angle d inclinaison de la vitesse ] ces
resultats permetteront apres la determination des distributions
de pressions , des forces agissant sur les aubes (force de
trainee, portance) ainsi que d autres parametres necessalres pour
la connaissance des conditions d ecoulement dans les
turbomachines .

A partir des resultats trouves on a pu tracer le graphe
representant les variatione de 1l angle d inclinaison des vitesses
relatives le long du profil .

Four 1 analyse de la courbe obtenue on a pu les comparer avec des
resultats experimentaux trouves par des chercheurs telque

ST Stepanoff et Troskolanski qui ont obtenus trois sortes de
courbes : droite , courbe concave et courbe convexe , la courbe

tracee a partir des resultats qu on a obtenu est en accord zs.ec
12 deuxieme c est & dire la courbe concave.

En tragant les ligne de courant Nnous avons pu en tirer deux
remarques 1mportantes :

—Les lignes de courant sont presque paralleles , courbees au
niveau 1nferieur et commencent A& s applatir au niveau Mmoyen pour
prendre une nouvelle courbure au niveau superieur

“La deuxieme et 1 avant derniere lignes prennent la forme de

1 aubece qui traduit qu’' au niveau des aubes epousent la forme de
celle—ci.

les variations de vitesse relative entre deux aubes est
parabolique.Tandis que celles le long du profil & 1 extrados et a
l 1ntrados representee par les graphes (1) et (2) en comparees
avec celles trouvees par katsanis ant presque les memes allures.

Les differences observees peuvent etre dues a la forme de 1 aube:
on n a pas utilise les memes profils; dans notre cas on a pris
une forme aerodynamique dont on dispose les dimensions
NecCezsalres pour le calcul.

a7



elles peuvent encore etre expliquees par le manque d affinite du
maillage ce qui diminue la precision comme on 1l°'a deja indique.

—-Four

la verification de la condition de kutta , on a calcule la
valeure de tgf au bord de fuite .

lz= tangente de 1 angle de la ligne moyenne est:

553: g qy82.

1 erreure commise etant faible,

la condition de Kutta est gonc
verlfiee.



VIII. CONCLUSION:

Le present memolire ainsi elabore a ete 1 oeuvre dela
corpllation de plusieurs ouvrages dont les principales sources
sont le fruit de plusieurs annees de recherche faites par des
chercheurs en aerodynamique et dans la recherche de la
performance des turbomachiﬁas telque Katsanis .

_La methode ainsi developpee est une simple contribution pour le
calcul de 1l 'ecoulement autour d un ensemble d ‘obstacles applique
4 une turbomachine , nous donnant des resultats approches vu les
nypotheses simplificatrices et les interpolations qu ‘ on a
utilise; cependant ceci n explique pas que la methode est a
rejetter,mais en prennant un maillage assez fin 11l seralit possible
d ameliorer la precision des resultats obtenus .

Le domaine des turbomachines et de 1 aerodynamique etant encore
sujets de recherches 4 il serait souhaitable d etandre l1a

presente etude a un ecoulement de fluide reel.

jfaat-ﬂn-ﬁ--‘#ﬂ-b-—bi-bbta'«a-b»o-b*-ii"l-’-l**
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DISCRETISATION DU LAFLACIEN

equations aux deri.ees

L= problene de la resolution des
partielles du type de 1 equation de Poisson

31‘ + _3.1."_ =0

n*
= ramene generalamenf a 1 approximation de 1l operateur
Lfferentiel par un operateur aux differences finies.

Jd
second ordre

saries de Tavlor arretee au

Le developpement en
continue et continuement differentiable est:

4 une fonction T (1)

fom) Hosma) + (- &,‘&!(&..m} o(m -m3)f, (02, M<) “2—1 -"9'”")26*(’”"")*

2002 BoY(m.mu)f ) (6,,me) +(m= ) £ 7 160,ma) v 0Lh™).

]

Ern appliguant 1 equation aux quatre polnt:

A
entourant le noeud O on a: ot 39
Q’ 3 3 =
7,58 |

0,z Bo- 09 Myz Me-BM.

€, - 6,4 b0

m‘ - MQJ Am- 9-

Me-bm Mg  Moibm

'-'P(Q"wrm R ’G"fﬂhj "'(of"ﬁjf’l’ (eﬁﬂld) + -;-.{gl-av"(gfﬂ"ﬁ_ s
] A ea

(924 DO ML) = Lo, mot + (02~ 0o)fp (6o, Mo} 3 55-— (3:.-90) -',.6 CHLT

£ (65, Me- om) .—.{'reo.m.)_., (ms3- m.)f;, (8o1ma) + _gz_(,,,‘_ "‘l-‘,“t;“’"""}'

1 Imy- mpalBamne)

—

/(8 Mot D= L60,ma) + [ M4~ me) £ 'm (B0,m0) + >
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La resolution du systeme d equations ci-dessus donne les
eplutions

Loty o £Leoi00m) FlO0sbO M) gyl mesbe) f B )

n & . 64 My - Me . '

{6"(9.' mﬂ) - 2 (f{a-,-ﬁo.md) _ f( 0., m‘) o, .6 B #(&4 ﬁﬂ,ﬂa) .
6;.04 \ ©1- 90 CEDICED ©1- o

P (Boyme)z 2 f(00,Mo-0m) _ £ (80,m0) 24 73 _ﬂce.,rn-fnn))_
m \Vo 1o} = - —
m3- My 13- "o (My-me) (M4 -mJ my- Mo

En posant : )
j'n: 11/90-—91) ' by = Mo -m3z.,

= ) hg = {”4-”"-‘

”’._ f(e‘l'-u-)l 4

Et en remplacant pour chaque terme de 1l equation (10) appliquee
pour une fonction adimensionelle y au point (0):

s.ec v= V¥/q

o2yl o Hadelms Al FDde
?,1 20t 2 1‘]“’143"*) l'lz(‘\-'f‘);,] 6|h2-
_‘;_L‘j_ = _ﬂi__ 4 _3_.'1_1_...___ = 2‘,‘
om*|o 5-5 (‘13; ha) }“U‘M ’14) “3-"4

(9t 99 |, :_( f2- b4 (m-m )

Pro 26 D¢ - s \ A ¢h2 b+ ha

Sindo  _ 1 }{LPJ
( 2, holo om

_(.Si'n?'v hpl -53'3 ) Ys-Ysz .
o \ 2o bofs (hg +53) | haths

Y
o] @M

£1



DONNEE S :

c.o.rudcv"q.\iquea e \a pompe

NEXE: B

n= I35t l-m. ; R240m  ; Qas00@s m = 8.95
. \ignc. moyenne : ?n mz .0 cm ™Mz 0.254 om .
mi-) | bem)| d(xad) R cc-.)
0,254 | M.ay | 0.121 .32
™o s W 3T g. 23 29 S
wmor2w | 932 | o.uid 2015
™Mo + twm| BE3| 0.68¢ | 217
me «im | B.u6 | 0.G37 2274
meiSm | ®.33 | 0159 24.28
me+bm | 8.05 [ 0.8% | 25.%6
wo¥Fw | 176 0.839 | 28.%1
wmouBwm [ T.62 | 0.963 | 34.9
wo 48w | T34 | 4.068 333
woltm | 106 1126 3¢.12
. juﬁ-w m.rn-'-eme-.“ihrmd' pos we 213  we: 0,25y
ey 40.44 0.45F 22.86¢
weam | 9% 0.3y 23.00
e 2m | 9 39 0.uS3 .42
"o, S 8.9 0.5 8> 2.4.00
moslim| B.ug | 0.672 24.84y
worSw | B.233 | 0.9¢3 2C. 2y
waibw ' G.pof ! 6% ' 11.92



TOS Wz %.05

Y e 2.5u tm .

workwm | 1736 0.80c7| 29.82
moalwm | F.62 0.225 22.182
Moy Frml F 3y 0.335 | Ju.gy

™o 4 A0 W ;!.os 13 36.9¢
+ Mopne vnferienve :* Wl
me 20.uy ©o.aou1| 43138
meaw | 993 .3 | AR.0
mei2wm | §.32 O.uR% | 48.¢L
Moa3Sm | B.EY 0.615 | 1%.4¢
morlm | B.46 0113 | 2wv.37
wmosSwm | £.33 0.3 21.43
woisbwm | B.0§ 0.3 | 1lL.5¢
woIm | Tt 0.%u8 | 26.95
moa8m | 162 1.002 2.6y
meoas8wm | TF.3y A.of2 32.u6
moydom [ Yot | 448 35.1%
. Ax2VY5
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ORGANIGRAMME GCENERAL

Lecture des donnees et conditions

au: limites

Calcul de la fonction de courant

I

Resolution par la methode de
surrelaxations successives de
facteur

|

solution 1nitiale

l

surrelaxation sor

|
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]

calcul de z;hn
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| solution finale
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Solution finale
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